
２０１３年度数学 II演習（理 I 37–39組）　第２回 ’13/4/23（火）４限
訂正：’13/4/23 問 2.2を修正．

以下では特に断らない限り K = Rもしくは K = Cとする．

注. １．解答の際には「明らか」乃至これに類する文言は原則として用いないこと．

２．よく分からなくなってしまったら，まずは Kを Rと読み替え，Knは Rnあるいは

R2，R3位に考えておき，改めて一般の場合を考えてみよ．

３．時々教科書を参照する．例えば「教科書の定義 1.6.2」は「定義（教）1.6.2」と表す．

最終的には自分で調べられるようになってほしいので，来週あたりで多分やめる†1．また，

教科書に答えがまるまる書いてあることがあるが，それについては参照しない．自分で探

すこと（「丸写し」を発表することは構わない．ただし，必要と思われる場合†2には当然

質問される）．

問 2.1. 次の行列を（既約行）階段行列に左基本変形で変形せよ．また右基本変形で（既

約）列階段行列に変形せよ．

1)

1 1 2 3 6 5
3 −1 0 1 −4 1
1 2 −4 5 4 1



2)

1 1 2 3 6 5
3 −1 0 1 −4 1
1 −3 −4 −5 −16 −9


3)


1 3 1
1 −1 2
2 0 −4
3 1 5
6 −4 4
5 1 1

 4)


1 3 1
1 −1 −3
2 0 −4
3 1 −5
6 −4 −16
5 1 −9



問 2.2. V を以下のように定める．V ̸= ∅であるならば，n, r 及び v1, . . . , vr, w ∈ Kn

を適当に（適切にという意味である）定め，V = {v ∈ Kn | ∃λ1, . . . , λr ∈ K s.t. v =

λ1v1 + · · · + λrvr + w}が成り立つようにせよ．ただし，rは vi達に過不足が生じないよ

うに定めること．一方，V = ∅であるならばそのことを示せ．

1) V =

v ∈ K5

1 0 0 1 0
0 1 0 2 4
0 0 1 0 1

 v =

 1
2
1

.

2) V =

v ∈ K5

1 1 2 3 6
3 −1 0 1 −4
1 2 −4 5 4

 v =

 5
1
1

.

3) V =

v ∈ K5

1 1 2 3 6
3 −1 0 1 −4
1 −3 −4 −5 −16

 v =

 5
1
−9

.

4) V =

v ∈ K5

1 1 2 3 6
3 −1 0 1 −4
1 −3 −4 −5 −16

 v =

 5
1
−3

.

†1面倒だからなのだろうと思うかも知れないが，それは一部正しい．
†2発表者の理解が怪しいと思われる場合はもちろんであるが，発表者は理解しているようでも大多数の

学生には難しいと思われる場合なども該当する．
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問 2.3. a, b, c ∈ Kとし，A =

1 a 0
0 b c
b 0 c

と置く．rankAを求めよ．

問 2.4. A ∈ Mm,n(K)とする．A = 0が成り立つ†3ことと，rankA = 0が成り立つことは

同値であることを示せ．

問 2.5. V をR-線型空間とし, f をR3から V へのR-線型写像とする．

x = f

−3
2
2

 , y = f

−2
1
2

 , z = f

 2
−1
−1


とするとき,

f

 1
0
0

 , f

 0
1
0

 , f

 0
0
1


を求めよ.

問 2.6. 以下に挙げる R2あるいは R3の元に関する方程式において，解が存在しないよ

うな a, b の範囲を平面に図示せよ．ただし，a, b ∈ Rとする．

注意：例えば 1)において，
(
a 1
4 b

)
がたとえ正則（逆行列を持つ）でなくとも方程式が解

を持つ可能性があることに注意せよ．2) も同様である．

1)

(
a 1
4 b

)(
x
y

)
=

(
−1
−2

)
．

2)

1 2 a
3 1 b
2 −1 1

x
y
z

 =

 1
−2
−4

．
問 2.7. A ∈ Mm,n(K)とし，V ⊂ Kn, W ⊂ Kmをそれぞれ

V = {v ∈ Kn |Av = 0},

W = {w ∈ Km | ∃ v ∈ Kn s.t. w = Av}

により定める．

1) Aは階段行列であるとし，rankA = rとする．ここでは r > 0とし，教科書の

定理 1.5.4（28頁）の記号を用いる．特に，第 jk列（k = 1, . . . , r）はそれぞれ Km

の第 k基本ベクトル ekに等しい．このとき，

W = {w ∈ Km | ∃λ1, . . . , λr ∈ K s.t. w = λ1e1 + · · ·+ λrer}

が成り立つ（λ1e1+· · ·+λrerという形の Knの元を e1, . . . , erの線型結合あるいは一

次結合と呼ぶ）ことを示せ．また，Knの基本ベクトルを f1, . . . , fnとし，fj1 , . . . , fjr
を除いた (n− r)個を改めて g1, . . . , gn−rとする．gi ∈ V とは限らないので gi達を

うまく（ある意味で自然に）「加工」して V の元 v1, . . . , vn−rを作ると，

i) µ1, . . . , µn−r ∈ K について µ1v1 + · · · + µn−rvn−r = 0が成り立つ†4ならば

µ1 = · · · = µn−r = 0が成り立つ．
†3印刷物では A = Om,n などと表す方が標準的であるが，ここでは板書にあわせた．
†4印刷物では零ベクトルは oなどで表す方が標準的であるが，ここでは板書にあわせた．また，左辺は

v1, . . . , vn−r の線型結合である．
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ii) V = {v ∈ Kn | ∃µ1, . . . , µn−r ∈ K s.t. v = µ1v1 + · · ·+ µn−rvn−r} が成り立つ．
ようにできることを示せ．

※ V の元が全て v1, . . . , vn−rの線型結合として表せることも示す必要がある．

2) 左基本変形で Aを階段行列に変形する．基本変形に対応する基本行列の積を P

とすると，P は正則であって PAは階段行列である．このとき，条件 w = Avと

Pw = PAvは同値であることを示せ．

3) rankA = r, r > 0とすると，w1, . . . , wr ∈ Kmであって性質

i) λ1, . . . , λr ∈ Kについて λ1w1 + · · · + λrwr = 0が成り立つならば λ1 = · · · =
λr = 0が成り立つ．

ii) W = {w ∈ Km | ∃λ1, . . . , λr ∈ K s.t. w = λ1w1 + · · ·+ λrwr} が成り立つ．
を持つものが存在することを示せ．

4) rankA = r, r < nとすると，v1, . . . , vn−r ∈ Knであって性質

i) µ1, . . . , µn−r ∈ Kについて µ1v1 + · · · + µn−rvn−r = 0が成り立つならば µ1 =

· · · = µn−r = 0が成り立つ．

ii) V = {v ∈ Kn | ∃µ1, . . . , µn−r ∈ K s.t. v = µ1v1 + · · ·+ µn−rvn−r} が成り立つ．
を持つものが存在することを示せ．

ヒント：1)と 2)は 3)と 4)のための誘導である．

注 2.8. 問 2.7の 1) 3) 4)における条件 i)は {vi}i=1,...,n−rや {wj}j=1,...,rが線型独立（一

次独立）であるということである．線型独立性について本格的に扱うのは後期からの予定

であるが，極めて基本的な概念なので，慣れるために前期でも時々扱う．時間が許せば前

期でも本格的に扱う．また，3)と 4)の条件 r > 0と r < nは，適切な解釈の下に不要で

ある．

定義 2.9. K[x]で Kの元を係数とし，xを変数とする多項式全体のなす集合を表す．即ち，

K[x] = {Kの元を係数とし，xを変数とする多項式全体 }と置く．f, g ∈ K[x], λ ∈ Kに

ついて，f + g ∈ K[x]を多項式の和，λf ∈ K[x]を多項式の定数倍により定める．K[x]は

これらの演算に関して K-線型空間である．通常は K[x]には常にこの演算をいれ，K-線

型空間と看做す†5．

問 2.10. 1) R[x]は R-線型空間であることを示せ．また，C[x]は C-線型空間である
ことを示せ．

2) V = {実数列全体}と置く．a ∈ V であるとき，（aは実数列であるから）a = {an}n∈N
と表す．即ち，aの第 n項を an で表す†6．a, b ∈ V であるとき，a + b ∈ V を

(a+ b)n = an + bnにより定め（即ち，a+ bという名前の数列の第 n項を an + bn

とする），λa ∈ V を (λa)n = λanにより定める．これらの演算に関し V は R-線型
空間であることを示せ．また，Rや「実数」を Cや「複素数」でそれぞれ置き換え
ても同様のことが成り立つことを示せ．

†5K[x]には多項式同士の積により，積（という演算）も定義される．和と定数倍に加え，積も考えた時

には K[x]を多項式
かん
環と呼ぶ．

†6ここでは 0 ∈ Nとするが，この問に関しては 0 ∈ Nと考えるかどうかは本質的ではない．
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V,W を線型空間，f : V → W を写像とする（「K-」は省略した．Kがあまり重要では

ないときにはこのように省略する）．f が線型同型写像であることは，f が二つの条件，

即ち

1) f は逆写像（定義（教）3.4.5）を持つ．

2) f と，f の逆写像はいずれも線型写像（定義（教）3.5.1）である．

をみたすことであった（定義 1.8，定義（教）3.5.17）．まず条件 1)について考える．

定義 2.11 (定義（教）1.6.2). A,Bを集合とし，f : A → Bを写像とする．

1) f が単射であるとは，x, y ∈ Aについて f(x) = f(y) ⇒ x = yが成り立つことを言

う†7．

2) f が全射であるとは，∀ b ∈ B, ∃ a ∈ A s.t. b = f(a)が成り立つことを言う．

3) f が全単射であるとは f が単射かつ全射であることを言う．

問 2.12. 1) f : R → R2を f(x) =

(
x
0

)
により定める．f は単射であるが全射ではな

いことを示せ．

2) g : R2 → Rを g

(
x
y

)
= xにより定める．gは全射であるが単射ではないことを示せ．

また，V =

{(
x

y

)
∈ R2 y = 0

}
と置き，g′ : V → Rを v ∈ V について g′(v) = g(v)

と置くことによって定めると，g′は全単射であることを示せ．

※ このように，代入する元を元の集合の部分集合（例えば Xとする）に制限する

ことを写像を Xに制限すると言う．また，このようにして得られた写像を元の写

像の Xへの制限と呼ぶ．元の写像が fであるとき，fの Xへの制限を g|Xで表す．
今の場合，もともと R2の元について定まっていた写像 gに，R2の部分集合 V の

元しか代入しないことにしたものが，gの V への制限 g|V である．従って g′ = g|V
である．

3) h : R2 → R2 を h

(
x
y

)
=

(
x
x

)
により定める．hは単射でも全射でもないことを

示せ．

問 2.13. A,Bを集合とし，f : A → Bを写像とする．以下の二条件は同値であることを

示せ．

i) g : B → Aが存在し，g ◦ f = idA, f ◦ g = idBがそれぞれ成り立つ．

ii) f は全単射である．

従って，A,Bが K-線型空間であって，f : A → Bが K-線型同型写像であるならば f

は全単射である（逆は一般には正しくない．そもそも f が線型写像でないことがある）．

次に，定義 1.8の条件 2)（線型性）について考える．

問 2.14. 問 2.12の写像 f, g, hはいずれも R-線型写像であることを示せ．

問 2.15. 1) V を K-線型空間とする．V の恒等写像（何もしない写像）idV を V から

V への写像と看做すと K-線型同型写像であることを示せ．
†7x = y ならば f(x) = f(y)が成り立つのは当たり前である．この逆が成り立つことが単射ということ

である．
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2) V,W,U を K-線型空間，f : V → W，g : W → U をそれぞれ K-線型写像とする．

h : V → U を v ∈ V について h(v) = g(f(v))と置くことにより定める（hを f と

gの合成とする）．hは K-線型写像であることを示せ．さらに，f, gが共に K-線

型同型写像であるとして，g ◦ f も K-線型同型写像であることを示し，逆写像を

f−1, g−1を用いて表せ．

問 2.16. A ∈ Mm,n(K)とする．

1) f : Kn → Kmを f(v) = Avにより定めることができることを確かめよ．

2) 上のように f を定めると f は K-線型写像であることを示せ．

3) B ∈ Ml,m(K)とし，g : Km → K lを g(w) = Bwにより定める．h : Kn → K lを

h = g ◦ fにより定める．即ち h(v) = g(f(v))と定める．すると h(v) = BAvが（任

意の v ∈ Knについて）成り立つことを示せ．

以下では簡単な応用を考える．

問 2.17. A ∈ M2(R)とする．A =

(
a11 a12
a21 a22

)
と表しておいて，detA = a11a22−a12a21と

置き，Aの行列式と呼ぶ（行列式については後日詳しく扱う）．f : R2 → R2を f(v) = Av

により定める．

1) detA ̸= 0であれば，f は全単射であることを示せ．また，このとき f−1を求めよ．

2) （1)とは逆に）f が全単射であるならば detA ̸= 0が成り立つことを示せ．

以下では

I) ある nについて Rnと R-線型同型な R-線型空間であって，Rnとは異なるもの，

II) 任意の nについて Rnと R-線型同型ではない R-線型空間，

についてそれぞれ一つずつ考察する．

問 2.18. R3の部分集合 P を

P =

v ∈ R3 ∃ t, s ∈ R s.t. v = t

 1
1
0

+ s

 1
0
1


により定める．

1) f : R2 → P を

f

(
t
s

)
= t

 1
1
0

+ s

 1
0
1


により定める．f は全単射であることを示せ．

1∗) 線型独立（一次独立）の定義を既に知っているならば，1)の式で f を定めたとき，

f が単射であることと，

 1
1
0

 ,

 1
0
1

が線型独立であることは同値であることを
示してみよ．

2) f を R2から R3への写像と看做すと単射であるが全射ではないことを示せ．

3) v, w ∈ P とする．v, wを一旦 R3の元と看做して v + w ∈ R3を計算すると，実際

には v +w ∈ P が成り立つことを示せ．また，λ ∈ Rとすると，λv ∈ R3を考える

ことができるが，これについても λv ∈ P が成り立つことを示せ．
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※ このように，P では R3と同じ演算を考えることができる．ここで，計算の結果

が P から「はみ出さない」ことが重要である．このことを P は R3における演算

（今の場合はベクトルの和・定数倍）に関して閉じていると言う．また，このような

演算を考えることを「P に R3の演算から自然に定まる演算を入れる」などと言う．

4) 3)のように P における演算を定めると，P は R-線型空間であることを示せ．
5) f は R2から P への R-線型同型写像であることを示せ．また，f を R2から R3へ

の写像と看做すと R-線型同型写像ではないことを示せ．

問 2.19 (問 2.18も参照のこと). 1) V = Knとする．V の空でない部分集合 W が V

の演算に関して閉じているとき，W は K-線型空間であることを示せ．

2) V を K-線型空間とする．V の空でない部分集合 W が V の演算に関して閉じてい

るとき，W は K-線型空間であることを示せ．

※ このように，K-線型空間 V の空でない部分集合 W が V の演算に関して閉じている

とき，W を V の K-線型部分空間と呼ぶ．線型空間（のみ）を考えていることが明らか

なときには単に部分空間などとも呼ぶ．

問 2.20. 1) K[x] = {f : R → R | ∃n ∈ N, ∃ a0, . . . , an ∈ K s.t. f(x) = a0 + a1x +

· · · + anx
n}が成り立つことを示せ．f ∈ K[x], f ̸= 0（右辺は多項式としての 0で

ある）のとき，f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n, an ̸= 0と表して nを f の次数と呼

ぶ．また，anを f の最高次の係数と呼ぶ．f = 0であるときには f の次数は通常

は定めない†8．

2) K[x]はK-線型空間であることを確かめよ．また，f ∈ K[x]のとき，公理（定義 1.1）

の 4)により与えられる −fは多項式としての −fに等しいことと，公理（定義 1.1）

の 3)により与えられる oは多項式としての 0に等しいことを示せ．

※ 後半に関しては，等しいことが示されるまでは例えば公理（定義 1.1）の 4)に

より与えられる −f を仮に g（記号は好きなものを使えばよい）と置いて議論する

のがよい．

定義 2.21 (定義（教）1.5.5). Rnの元で，第 i成分だけが 1であって，その他の成分は全

て 0であるようなものを，第 i基本ベクトルと呼ぶ†9．第 i基本ベクトル，1 ≤ i ≤ nを総

称して（Knの）基本ベクトルと呼ぶ．

問 2.22. φ : Kn → K[x] を K-線型写像とする．ei ∈ Kn を第 i 基本ベクトルとし，

f1, . . . , fn ∈ K[x]を fi = φ(ei)により定める．

1) f ∈ K[x]とする．ある v ∈ Kn について f = φ(v) が成り立つことと，ある

λ1, . . . , λn ∈ Kが存在して f =
n∑

i=1

λifiが成り立つことは同値であることを示せ．

ヒント：まず vを基本ベクトルを用いて分解してみよ．

2) V = {f ∈ K[x] | ∃ v ∈ Kn s.t. f = φ(v)}と置く．V ̸= K[x]であることを示せ．

（以上）

†8便宜的に仮の定義をすることもあるが，その時には明示する．
†9基本ベクトルという用語は「常識」とは言いきれないので一言断ってから用いた方が無難である．
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