
２０１０年度数学 II演習（理 I向け，足助担当）　第７回 ’10/10/19（火）４限
’10/10/25（月）４限

以下では特に断らなければ KでRあるいはCを表す．

問 7.1. 線型空間 V と，V の元 v1, . . . , vr（rは問により異なる）を以下のように定める

とき，v1, . . . , vrが K 上線型独立であるか調べ，それらが生成する V の部分線型空間を

求めよ．

1) V = K3, v1 =




0
1
0


, v2 =




1
2
3


, v3 =




0
1
1


.

2) V = K3, v1 =




1
1
0


, v2 =




1
2
1


, v3 =




0
1
1


.

3) V = K4, v1 =




0
1
0
1


, v2 =




1
2
3
2


, v3 =




0
1
1
0


.

4) K = C，V = C4，

v1 =




0√−1
0√−1


, v2 =




1
2
3
2


, v3 =




0
1
1
0


, v4 =




1
2
3
4


, v5 =




0
2
1
1


.

4’) 4)のベクトルは R上一次独立か調べよ．

・以下では K = Rとする．
5) V = {f : R→ R f は C∞級 }, v0 = 1, v1 = t, v2 = t2, . . . , vn = tn．ここで 1は

常に値が 1であるような定数函数を表す．また tを実変数とする．

6) V = R[ t ]，v0 = 1, v1 = t, v2 = t2, . . . , vn = tn．ここで 1で多項式としての 1を

表す．

問 7.2. R[x]は有限次元 R-線型空間では無いことを示せ．

問 7.3. V =

{
f : R→ R f は C∞級であって

df

dt
= λf を充たす．

}
とする．ここで tは

函数の変数であって λ ∈ Rである．このとき V の R上の基底を求めよ．必要であれば
df

dt
= λf の一般解は f(t) = ceλt，c ∈ Rで与えられることを用いてよい．

問 7.4. V =

{
f : R→ R f は C∞級であって

d2f

dt2
= −f を充たす．

}
とする．ここで

tは函数の変数である．

1) V の R上の基底を求めよ．必要であれば
d2f

dt2
= −f の一般解は

f(t) = c1 cos t + c2 sin t, c1, c2 ∈ Rで与えられることを用いてよい．
2) 変数は実数のままで，函数の値としては複素数を許すことにする．つまり f : R→ Cと
する．このとき f1(t) = e

√−1t，f2(t) = e−
√−1t とすると {f1, f2}は V の C上の



基底であることを示せ．必要であれば e
√−1t = cos t +

√−1 sin tであること及び
d2f

dt2
= −f の一般解は f(t) = c1 cos t+c2 sin t，c1, c2 ∈ Cで与えられることを用いて

よい．

問 7.5. V,W をK-線型空間，f : V → W をK-線型写像とする．

1) v1, . . . , vr ∈ V について f(v1), . . . , f(vr) ∈ W が線型独立であるとする．このとき

v1, . . . , vrは線型独立であることを示せ．

2) v1, . . . , vr ∈ V が線型独立であるとする．fが単射であれば f(v1), . . . , f(vr) ∈ W は

線型独立であることを示せ．

3) 主張「v1, . . . , vr ∈ V が線型独立であれば f(v1), . . . , f(vr) ∈ Wは線型独立である」は

f が単射でない時には必ずしも正しくない．そのような例（反例）を挙げよ．

4) v1, . . . , vr ∈ V が V を生成するならば，f(v1), . . . , f(vr)は Im f を生成することを

示せ．

5) v1, . . . , vr ∈ V が線型独立であるならば，v1, . . . , vr−1は線型独立であることを示せ．

6) v1, . . . , vr ∈ V が V を生成するならば，任意の v ∈ V について v1, . . . , vr, vは V を

生成することを示せ．

問 7.6. v1, v2, . . . , vk ∈ Cnとする．

1) v1, v2, . . . , vk が C上線型独立であれば v1, v2, . . . , vkは R上線型独立であることを
示せ．

2) v1, v2, . . . , vk が R上線型独立であるとする．さらに全ての viはRnに属する，つまり

全ての成分が実数であるとする．このとき v1, v2, . . . , vk は C上線型独立である
ことを示せ．

ヒント： a1, . . . , ak ∈ C，a1v1 + a2v2 + · · ·+ akvk = 0 と仮定する（示したいことは

a1 = a2 = · · · = ak = 0である）．この式を実部と虚部に分けてみよ．

3) v1, v2, . . . , vkが R上線型独立であるが C上線型独立でないような例を挙げよ．
4) Cnの R上の次元を求めよ．

問 7.7. R5 の部分線型空間 W1, W2 を

W1 =

{
2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 0

x1 + x2 + x4 − x5 = 0
の解空間

=








x1

x2

x3

x4

x5



∈ R5

2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 0

x1 + x2 + x4 − x5 = 0





,

W2 =

{
x1 + 2x2 + x3 + x4 − x5 = 0

2x1 + x2 − x3 − 2x4 + 6x5 = 0
の解空間

により定める．



1) W1 + W2 を式で表し，その次元と基底のひとつを求めよ．

2) W1 ∩W2 を式で表し，その次元と基底のひとつを求めよ．

問 7.8. V = {数列 {ai}i∈N ai ∈ K} とする．
1) a = {ai}i∈N, b = {bi}i∈N ∈ V と λ ∈ K に対して a + b（という名前の数列）を

(a + b)n = an + bn

により定め，λa（という名前の数列）を

(λa)n = λan

により定める．この演算に関して V は K-線型空間であることを示せ．

2) W = {{ai}i∈N ∈ V ai+2 − 5ai+1 + 6ai = 0}とする．W は V の部分線形空間で

あることを示せ．

3) W は有限次元であることを示せ．また基底を具体的に一組与えよ．

4) V は有限次元ではないことを示せ．

定義. X,Y ∈ Mn(K)について [X,Y ] = XY −Y Xと置き，X,Y の交換子（commutator），

Lie括弧積（Lie bracket，Lie product）などと呼ぶ．

問 7.9. W を Mn(K)の部分線型空間とし，V = {X ∈ Mn(K) | ∀Y ∈ W, [X, Y ] = 0}と
置く．

1) V は Mn(K)の部分線型空間であることを示せ．

2) W = Mn(K)の時，V を求めよ．

3) n ≥ 2とする．W = son(K) = {X ∈ Mn(K) X + tX = On}の時，V を求めよ．

ヒント：n = 2の時とそれ以外で結果は大分異なる．なお，son(R)をしばしば sonで

表す．

問 7.10. n ≥ 2とし，son(K) = {X ∈ Mn(K) X + tX = On}と置く．
1) son(K)は Mn(K)の部分線型空間であることを示せ．

2) son(K)の基底を一組求めよ．また，次元を求めよ．

3) Mn(K)の基底であって，2)で求めた基底の拡大（延長）となっているものを一組

求めよ．

4) V1 = {X ∈ Mn(K) X = tX}と置くと V1は son(K)の Mn(K)における補空間で

あることを示せ．

5) V2 = {X ∈ Mn(K) Xは上三角行列 }と置くと V2は son(K)の Mn(K)における

補空間であることを示せ．



問 7.11 (一次方程式のまとめ). A ∈ Mm,n(K)とし，v ∈ Knに関する方程式 w = Avを

考える．ここで w ∈ Kmである．Knの部分集合 Vwを Vw = {v ∈ Kn Av = w}により
定める．また，f : Kn → Kmを f(v) = Avにより定め，W = Im f と置く．

1) Vwが Knの部分線型空間であるのは w = 0の時，その時のみであることを示せ．

2) u 6= wであれば Vw ∩ Vu = ∅が成り立つことを示せ．
3) Kn =

⋃
w∈W

Vwが成り立つことを示せ．2)と 3)により Knは Vw（w ∈ W）の形の

集合に分割されることがわかる．

4) V ′ = {Vw w ∈ Km, Vw 6= ∅}と置く．V ′は空でないような Vwを全て集めた集合で

ある．Vw ∈ V ′であることと，w ∈ W が成り立つことは同値であることを示せ．

5) V ′の元としての Vwを [Vw]で表すこととし，

(a) [Vw], [Vu] ∈ V ′の時 [Vw] + [Vu] = [Vw+u] （和空間と紛らわしいが異なる．）

(b) [Vw] ∈ V ′，λ ∈ Kの時 λ[Vw] = [Vλw]

と定める．すると V ′は K-線型空間であることを示せ．また，V ′の零ベクトルは

[V0]であることを示せ．ここで 0は Kmの零ベクトルである．

6) h : V ′ → Kmを h([Vw]) = wにより定める．すると hは V ′から W への線型同型

写像であることを示せ．

7) v ∈ Vwとする．v′ ∈ Vwと A(v − v′) = 0は同値であることを示せ．

8) g : Kn → V ′を g(v) = [VAv]により定める．すると gは全射線型写像であることを

示せ．

9) Ker g = V0であることを示せ．

10) h ◦ g = f が成り立つことを示せ．

※ V ′は Knの部分集合を集めたものであり，一方，W = Im f は Kmの部分集合である

から，V ′とWは同一ではありえない．6)はこのような互いに異なる二つの線型空間が hに

より自然に同型であることを示している（wに飾りをいろいろつけて [Vw]と表していると

考えれば，V ′がWと同型なのは当たり前といえば当たり前である）．また，10)は gと hに

より f（つまり Aをかけるという線型写像）が自然に二段階に分解されることを示している．

講義で一次方程式に関連して現れる線型空間の次元に関するいくつかの事実を示したが，

それらも上に示した同型を用いて理解することができる．各自考えてみよ．また，商線型

空間の定義を知っている者は g が Kn/V0 から V ′ への線型同型写像を誘導することも

示してみよ．

（以上）


