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以下では特に断らなければ KでRあるいはCを表す．
Rn[x]で高々 n次の xに関する多項式全体のなす（実）線型空間を表す．

Rn[x] = {a0 + a1x + · · · + anxn a0, · · · , an ∈ R}である．

問 7.1. 1) f, g ∈ Rn[x]とし，f(x) = a0+a1x+· · ·+anx
n，g(x) = b0+b1x+· · ·+bnxnと

する．(f + g)(x) = c0 + c1x + · · · + cnxnとすれば ck = ak + bkであることを示せ．

また，λ ∈ Rの時，(λf)(x) = d0 +d1x+ · · ·+dnx
nとすると dk = λakであることを

示せ．

2) f : Rn+1 → Rn[x]を

f


a0

a1
...

an

 = a0 + a1x + · · · + anxn

により定めると f は線型同型写像であることを示せ．

3) g : Rn+1 → Rn[x]を

g


a0

a1
...

an

 = a0 + a1 + a1x + · · · + anxn

により定めると gは線型同型写像であることを示せ．

4) f ∈ Rn[x]に対して φ(f) ∈ R2n[x]を

φ(f)(x) = f(x2)

により定める．φを写像 φ : Rn[x] → R2n[x]とみなしたとき，φは線型写像である

ことを示せ．

5) 4) で定めた φは単射であることを示せ．

6) φを 4)で定めた写像とする．線型写像 ψ : R2n[x] → Rn[x]であって ψ◦φ = idRn[x]が

成り立つようなものを一つ求めよ．

問 7.2. 1) n > mとすると，任意の線型写像 f : Kn → Kmについて Ker f ̸= {0}で
あることを示せ．すなわち f は単射でない．

2) n < mとすると，任意の線型写像 f : Kn → Kmについて Im f ̸= Kmであることを

示せ．すなわち f は全射でない．



問 7.3. 1) f : K8 → K3を

f


x1

x2
...

x8

 =

x2 + 3x4 + x7 + 3x8

x3 + 2x4 + x6 − x8

x5 + 2x6 + x8


により定める．Ker f および Im f を決定し，それぞれの次元を求めよ．

2) g : C5 → C3を

g


x1

x2

x3

x4

x5

 =

x1 +
√
−1x3 + x5

x2 − 2x3

x4 − 3
√
−1x5


により定める．Ker gおよび Im gを決定し，それぞれの次元を求めよ．

問 7.4. f : Kn → Knが A ∈ Mn(K)で表されるとする．

1) A2 = Aであることと，f ◦ f = f であることは同値であることを示せ．

2) A2 = Aであれば Kn = Ker f ⊕ Im f であることを示せ．

問 7.5. A ∈ Mn(K)とし，列ベクトルを用いて A = (a1 · · · an)と表す．また，

f : Kn → Knを f(v) = Avにより定める．

1) v ∈ Knの時 Ai = (a1 · · · ai−1 v ai+1 · · · an)と置く．g : Kn → Knを

g(v) =


det A1

det A2
...

det An


により定めると，gは線型写像であって，その表現行列は Aの余因子行列（ここでは

Ãで表す）であることを示せ．

2) g ◦ f および f ◦ gを求めよ．

3) n = 3の時に Ãの余因子行列を求めよ．

問 7.6. V, W を線型空間とし，U1, U2を V の部分線型空間とする．また，f1 : U1 → W，

f2 : U2 → W をそれぞれ線型写像とする．

1) V = U1 ⊕U2と直和分解されているとする．v ∈ V の時 v = u1 +u2，但し u1 ∈ U1，

u2 ∈ U2と表して

f(v) = f1(u1) + f2(u2)

と置けば f : V → W は線型写像であることを示せ．

2) 単に V = U1 + U2であるとしても，必ずしも上の式で f をきちんと定めることが

できない．このような例を挙げよ．

（以上）


