
２００７年度数学 II演習（理 I） ’07/10/15（月）４限

問１．

1) x, y ∈ Rとする. このとき行列

A =
(

1 1
x y

)

で定まる線型写像 f :R2 → R2 の像と核を求めよ.
2) x, y ∈ Rとする. このとき行列

A =

( −1
(1+x2+y2)

−1
(1+x2+y2)

−x
(1+x2+y2)

−y
(1+x2+y2)

)

で定まる線型写像 g:R2 → R2 の像と核を求めよ.

3) a, b ∈ Rとし, V の部分線型空間W をW =
{(

x1

x2

)
∈ R2 ax1 + bx2 = 0

}

と定める. 1) の f を W の元だけについて考えることにすると, W から

R2 への写像が得られるのでこれを f |W と記して f の W への制限と呼ぶ

ことにする. f |W : W → R2 は線型写像であることを示し, その像と核を
求めよ. また, f |W が W から W への線型写像を定めるための a, b, x, y に

関する条件を求めよ.

問２．N = {自然数 } = {0, 1, 2, · · · }とする.

1) X = {f :N→ R}とする. X は函数の和と実数倍に関して R-線型空間である
ことを示せ.

2) Y = {f :N→ R ∃m ∈ N, n ≥ m ⇒ f(n) = 0} とする. Y は X の R-部分
線型空間であることを示せ.

3) g : X → X を g(f)(0) = f(0), n > 0のとき g(f)(n) = f(n) + nf(n − 1)と
して定める. gは R-線型写像であることを示せ. また, gの像と核を求めよ.

4) h : Y → Y を h(f)(0) = f(0), n > 0のとき h(f)(n) = f(n) + nf(n − 1)と
して定める（式は gと同じ）. hは R-線型写像であることを示せ. また, hの

像と核を求めよ.

問３．（線型写像の行列表示：来週以降に講義で一般的に扱うことの一例）

1) V を K-線型空間とし, {v1, · · · , vn} を V の基底とする. f :Kn → V を,

x =




x1
...

xn


 ∈ Kn のとき

f(x) = x1v1 + · · ·+ xnvn

として定めると f はK-線型同型写像であることを示せ.

2) 1)で K = R, V = R2, v1 =
(

1
2
0

)
v2 =

(
0
1

)
としたときの f :R2 → R2 を

行列表示せよ.



3) g:R2 → R2を g

(
x1

x2

)
=

(
cos θ − 1

2 sin θ
2 sin θ cos θ

)(
x1

x2

)
として定める. 1)より

2) の f は R-線型同型写像なので f−1 が存在する. そこで G:R2 → R2 を

G = f−1 ◦ g ◦ f として定める. このとき Gを行列表示せよ.

問４．{v1, · · · , vn}, {w1, · · · , wn}を共にKn の基底とする.

1)




x1
...

xn


 ∈ Kn のとき, まず v = x1v1 + · · · + xnvn と定める. このとき,




y1
...

yn


 ∈ Kn が唯一存在して v = y1w1 + · · ·+ ynwn と表せることを示せ.

2) x =




x1
...

xn


 ∈ Knの時, 1)のようにして（vを経由して）y =




y1
...

yn


 ∈ Knを

得ることが出来るので, f(x) = yと定める. この f はK-線型同型写像である
ことを示せ.

3) {v1, · · · , vn} が Kn の自然な基底であるとする（つまり, vi = ei であると

する）. このとき f を行列 (w1 · · · wn)を用いて表示せよ.
4) 一般の場合に f を行列 (v1 · · · vn)と (w1 · · · wn)を用いて表示せよ.

問５． Cを通常の数の和と積で線型空間とみなす. Cは C-線型空間とも R-線型空間
ともみなせるが, C上の次元は 1, R上の次元は 2であることを示せ.

問６．以下に挙げるMn(R)あるいはMn(C)と，その部分集合Xの組（X ⊂ Mn(R)
あるいはX ⊂ Mn(C)と表すことにする）について，

1) X はそれぞれの空間の K-部分線型空間であることを示し, その基底を一組
挙げてK 上の次元を求めよ.

2) 1)で求めた基底の拡大となっているようなMn(R)あるいはMn(C)のK上の

基底を求めよ．

i) o(n) = {X ∈ Mn(R) X + tX = 0} ⊂ Mn(R). ただしK = R.
ii) S = {X ∈ Mn(K) X = tX} ⊂ Mn(K).
iii) sl(n; K) = {X ∈ Mn(K) trX = 0} ⊂ Mn(K).
iv) u(n) =

{
X ∈ Mn(C) X + tX = 0

} ⊂ Mn(C). ただしK = R.
注意：i) から iii) は Mn(K) の K-部分線型空間であるが, iv) は Mn(C) の
R-部分線型空間にしかならない. iv)では C-部分線型空間にならないことも
確かめてみよ.

（以上）


