
2019年度幾何学 III演習問題 5 v1

’19/11/28（木）

改変履歴．’18/11/28：（v1）初版作成．概ね 11/26の講義の分までの内容である．

Lie微分

問 5.1. Xをベクトル場とし，{φt}をXに附随する一径数局所変換群（フロー）とする．ω

を (r, s)-テンソルとすると，以下は同値であることを示せ．

1) (φt)∗ω = ωが（絶対値が）十分小さな tについて成り立つ．ただし，共変テンソル（微

分形式）αについては φ∗α = (φ−1)∗αと定める．

2) LXω = 0が成り立つ．

これらの同値な条件が成り立つ時，ωはXにより不変である，あるいはより短くX-不変で

あるなどと言う．

テンソルの縮約，Einsteinの規約

問 5.2. テンソルの縮約はwell-definedであることを示せ．

問 5.3. Lie微分と縮約は可換であることを示せ．

問 5.4. T を (r, s)テンソル場とし，局所的に

T =
∑

i1,...,ir
j1,...,js

T i1,...,ir
j1,...,js

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs

と表す．1 ≤ a ≤ r，1 ≤ b ≤ sとし，iaと jbに関してT の縮約を取って得られる (r−1, s−1)

テンソルを Sとする．

1)

S =
n∑

k=1

∑
i1,...,îa,...,ir
j1,...,ĵb,...,js

T i1,...,

a
⌣
k ,...,ir

j1,...,

b
⌣
k ,...,js

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂̂

∂xia
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir

⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ d̂xjb ⊗ · · · ⊗ dxjs

が成り立つことを示せ．

2) Eisteinの規約を用いると，

S = T i1,...,

a
⌣
k ,...,ir

j1,...,

b
⌣
k ,...,js

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂̂

∂xia
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir

⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ d̂xjb ⊗ · · · ⊗ dxjs
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と表されることを確かめよ．

問 5.5. Rn,Rmの標準的な基底をそれぞれ E = {e1, . . . , en}，F = {f1, . . . , fm}で表す．ま
た，F : Rn → Rmを線型写像とし，A = (aij)i,j ∈ Mm,n(R)を (E ,F )に関するF の表現行列

とし，

φ =
∑
i,j

fiaije
∗
j

と定める．

1) φ ∈ Rm⊗ (Rn)∗が成り立つことを示せ．テンソル積の順序はあまり気にしなくて良い

（以下同様）．

2) v ∈ Rnについて，

φ(v) =
∑
i,j

fiaije
∗
j(v)

と定めれば，

∀ v ∈ Rn, F (v) = φ(v)

が成り立つことを示せ．

3) v ∈ Rnについて φ ⊗ v ∈ Rm ⊗ (Rn)∗ ⊗ Rnを考える．γ : Rm ⊗ (Rn)∗ ⊗ Rn → Rmを

第二成分と第三成分に関する縮約とすると，v ∈ Rnについて

γ(φ⊗ v) = F (v)

が成り立つことを示せ．

問 5.6. M を多様体とし，{(Uα, φα)}α∈AをM の座標近傍系とする．また，φα(Uα)の座標

を (xα
1, . . . , xα

n)とする．さて，φα(Uα ∩Uβ)上でφβα = φβ ◦φα
−1と置く．各α ∈ Aについ

て，Uα上の函数族 {Tα
i1,...,ir

j1,...,js}が定まっていて，

Tβ
i1,...,ir

j1,...,js = Tα
k1,...,kr

l1,...,ls(Dφβα)k1
i1 · · · (Dφβα)kr

ir(Dφβα)
l1
l1 · · · (Dφβα)

ls
js ,

ただし，Dφβαの (i, j)成分を (Dφβα)
i
j，(Dφβα)

−1の (i, j)成分を (Dφβα)i
jでそれぞれ表す，

が成り立つことと，

T =
∑

i1,...,ir
j1,...,js

Tα
i1,...,ir

j1,...,js

∂

∂xα
i1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xα
ir
⊗ dxα

j1 ⊗ · · · ⊗ dxα
js

とすると，T は大域的に定まった (r, s)-テンソルであることは同値であることを示せ．

※ 伝統的には物理では前者の記述が，数学では後者の記述が好まれる傾向にある．

（以上）
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