
2018年度幾何学 III演習問題 1 v1

’18/9/25（火）

改変履歴．’18/9/25：（v1）初版作成．9/25の講義の分までの内容である．

・原則として講義の記号を用いる．

・「∗」がついている問はやや進んだ事柄であったり，専門的な事柄（研究に近い事柄を扱わ
ないとあまり現れない事柄）に関するものである．これらについては解くのは後回しにして

構わない．「∗」の数が多いほどその度合いは高い．

問 1.1. 1) ψp|Eq は線型同型写像であることを示せ．

2) M を多様体とする．U ⊂M は空でない連結な開集合とし，U 上 Eは自明であるとす

る．ψ1, ψ2をいずれも U 上の Eの局所自明化とし，ψ21 : U × Rr → U × Rrを

ψ21(p, v) = ψ2 ◦ ψ−1
1 (p, v)

により定める．

i) C∞級の写像 ρ21 : U → GLr(R)が存在して

ψ21(p, v) = (p, ρ21(p)v)

が成り立つことを示せ．ρ21を (U, ψ1)から (U, ψ2)への変換函数（transition func-

tion）などと呼ぶ

ii) ψ3も U 上の Eの局所自明化とし，α, β ∈ {1, 2, 3}について ψαβ, ραβを i)と同様

に定める．このとき，α, β, γ ∈ {1, 2, 3}について ψαγ = ψαβ ◦ ψβγ, ραγ = ραβρβγ

が成り立つことを示せ．また，ραβ(p) = ρβα(p)
−1が成り立つことと，ραα(p) = Ir

が成り立つことを示せ．

問 1.2. Mを多様体，{Uα}をMの開被覆とする．{ραβ}を，各 ραβは Uα ∩Uβから GLr(R)
への C∞級の写像とし（Uα ∩ Uβ ̸= ∅とする），

ραγ = ραβρβγ

が成り立つとする．この条件をコサイクル条件と呼び，{ρα}をコサイクルと呼ぶ．

1) ραα = Irが成り立つことを示せ．

2) (p, v) ∈ Uα × Rr, (q, w) ∈ Uβ × Rrについて

(p, v) ∼ (q, w) ⇐⇒ p = q かつ w = ρβα(p)v
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と定めると ∼は同値関係であることを示せ．

3) Eρ =

(⨿
α

Uα × Rr

)
/ ∼と置く．また，a ∈ Eρを (p, v)の属する同値類とするとき，

π(a) = pと定める．このとき，Eρには自然に多様体の構造が定まり，π : Eρ →M は

ベクトル束であることを示せ．Eρをコサイクル ρ = {ραβ}により定まるベクトル束
と呼ぶ．

注 1.3. コサイクル ρはあるコホモロジーの元を定め，そのコホモロジーと Eρの同型類が

一対一に対応する．

問 1.4. (x, y, z)を R3の標準的な座標とし，Σ ⊂ R3を

Σ = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 − z2 = 1}

により定める．また，(u, v)を R2 の標準的な座標，S1 ⊂ R2 を単位円周とする．最後に，

π : R3 → R2を

π(x, y, z) =

(
x+ yz

1 + z2
,
y − xz

1 + z2

)
により定める．

1) (x, y, z) ∈ Σならば π(x, y, z) ∈ S1が成り立つことを示せ．

2) (u, v) ∈ S1とする．F(u,v) = π−1(u, v)と置くと F(u,v) ⊂ Σが成り立つことを示せ．ま

た，F(u,v)をなるべく簡潔に表せ．

3) πの Σへの制限を πΣとする．このとき，微分同相写像 φ : Σ → S1×Rであって，図式

Σ
φ−−−→ S1 × R

πΣ

y yp

S1 S1

が可換となるようなものを一つ挙げよ．ここで，p : S1 ×R → S1は第一成分への射影

とする．

問 1.5. 自明な切断による M の像は M と微分同相であって，逆写像は πの制限であること

を示せ．

問 1.6. U ⊂ M を開集合とし，ψ : π−1(U) → U × Rrを Eの局所自明化とする．v ∈ Rrと

し，σv : U → Eを σv(p) = ψ−1(p, v)により定めると．σvは Eの U 上の切断であることを

示せ．
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問 1.7 ∗. M を C∞級の多様体とし，π : E → M をベクトル束とする．また，M に自然な

Lebesgue測度を入れる．切断として可測なものを許すことにすると，Eの大域自明化で，M

上定義されているもの（測度 0で定義されていないことは許さない）が構成できることを

示せ．

このように，切断として何でも良いことにしてしまうと位相的にはベクトル束を考えるこ

とにあまり意味がなくなってしまう．一方，微分方程式や力学系のような分野では可測な切

断を考えることもしばしばある．

（以上）
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