
２０１７年度微分積分学（理 I 24–27組向け，足助担当）演習問題 25 v1 ’17/12/18（月）

問 25.1. f, g : (0, 2) → Rを f(x) =
1

x
, g(x) =

1

x2
により定める．

1) x = 1を中心とする f と gのテーラー級数を求めよ．

2) 0 < c < 1とする．1)で求めた f に関する級数は [c, 2− c]上 f に一様収束することを

示せ．つまり，1)で求めた級数を
+∞∑
n=0

an(x− 1)nとすると，

∀ ε > 0, ∃M ∈ N, ∀x ∈ [c, 2− c], ∀m ≥ M,

∣∣∣∣∣
m∑

n=0

an(x− 1)n − f(x)

∣∣∣∣∣ < ε

が成り立つことを示せ．

3) 1)で求めた f のテーラー級数を項別微分し，gのテーラー級数と比較せよ．

問 25.2. k ∈ Rとし，R3の部分集合 Σを

Σ = {(x, y, z) ∈ R3 | z2 = 1 + k(x2 + y2), z ≥ 0}

により定める．また，

D =

R2, k ≥ 0,{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1

|k|

}
, k < 0

と置く．

1) Σを k = −1, 0, 1 それぞれの場合について x2 + y2 ≤ 1の範囲で図示せよ．

2) (x, y) ∈ Dについて F (x, y) =

 x
y√

1 + k(x2 + y2)

と定める．また，B(R) = {(x, y) ∈

R2 | x2 + y2 ≤ R2}と置き，B(R) ⊂ Dと仮定する（1− |k|R2 ≥ 0と仮定する）．こ

のとき，

A(k;R) =

∫
B(R)

√
det tDF (x, y)DF (x, y)dxdy

を求めよ．なお，ΣR = {(x, y, z) ∈ Σ | x2 + y2 ≤ R}とするとこれは ΣRの面積で

ある．

※ 計算は結構大変である．

3) A(k;R)の R = 0におけるテーラー展開を求めよ．
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4) kや Rが変化するときの A(k;R)の変化の様子（例えば単調増加あるいは単調減少で

あるとか，最大・最小をどこで取るか，あるいは最大・最小は取らないか，等）を調

べよ．

問 25.3. 次の常微分方程式のそれぞれについて以下の問に答えよ．

1) それぞれの微分方程式を実一変数の，実数値函数についての常微分方程式と考え形式

的級数解を求め，得られた解の収束半径を求めよ．ただし，変数は xとし，級数の中

心は 0とする．

2) それぞれの常微分方程式の C∞級の解を（級数解法で求まるものに限らず）全て求め，

級数解と比較せよ．

3) それぞれの常微分方程式を，複素一変数の複素数値函数に関する方程式と考えて級数

解を求めよ．ただし，変数は xとし，級数の中心は 0とする．

a)
d3f

dx3
+

d2f

dx2
− df

dx
− f = 0，f(0) = 0，

df

dx
(0) = 0，

d2f

dx2
(0) = 1．

b)
df

dx
= 1 + f 2，f(0) = 0．

c)
df

dx
= 3f

2
3，f(0) = 0．

d) f
df

dx
= −1，f(0) = 1．

e) f
df

dx
= −1，f(0) = 0．

問 25.4. 1) α ∈ Rとする．実変数 xについての実数値函数 f : R → Rに関する（常）微分

方程式 Df =
df

dx
= αfの，x = 0を中心とする級数解を全て求め，それぞれについてそ

の収束半径を求めよ．また，級数解が一意的に定まるためには f(0), Df(0), D2f(0), . . .

のうちいくつを指定すれば良いか調べよ．

2) 1)について，変数と値を共に複素数とした場合どうであるか調べよ．

3) M2(R)で実数を成分とする 2× 2行列（2行 2列の行列）全体の成す線型空間を表す．

A ∈ M2(R)，v ∈ R2とし，実変数 R2-値函数 f =

(
f1
f2

)
に関する（常）微分方程式

(25.5) Df = Af, f(0) = v
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を考える．

a) P を正則な M2(R)の元とする（P ∈ GL2(R)とする）．f が方程式 (25.5)の解で

あるとき，函数 gを g(x) = Pf(x)により定めると，gは

(25.5’) Dg = (PAP−1)g, g(0) = Av

の解であることを示せ．また，逆に，g が方程式 (25.5’)の解であるとき，f を

f(x) = P−1g(x)により定めると f は方程式 (25.5)の解であることを示せ．

b) A =

(
2 0
0 1

)
，v =

(
1

1

)
とする．方程式 (25.5)の解を求めよ（実数値函数に関す

る方程式（二つ）に帰着するのが容易であろう）．

c) A =

(
0 1
1 0

)
，v =

(
1

0

)
とする．方程式 (25.5)の解を求めよ（うまく P を選んで

方程式 (25.5’)を考えるのが容易である）．

d) A =

(
0 −1
1 0

)
，v =

(
1

0

)
とする．方程式 (25.5)の解を求めよ（うまく P を選ん

で方程式 (25.5’)を考えるのが容易であるが，素直に解くと実数の範囲では全てを

処理しきることが困難である．今は無理に解決しなくてよい．一つの回避策は次

の問 25.6で扱うが他にもある．それらについては「常微分方程式」で（明示的に

かどうかはともかく）扱う）．

問 25.6. 記号などは問 25.4のものをそのまま用いる．問 25.4の 1)や b)を踏まえて次のよ

うな「級数」解法を考えてみる（中心は x = 0とする）．

1) Aが対角行列であるとする．このとき，方程式 (25.5)の解は f(x) = v + (Ax)v +

1

2!
(Ax)2v + · · · =

+∞∑
n=0

1

n!
(Ax)nvで与えられることを示せ（右辺が収束していること

も示すこと．ただし，行列やベクトルに値を取る級数（冪級数）について，各成分を

級数と看做すと収束しているとき，収束すると定める）．ここで，Aや xによらず

(Ax)0 = I2（2次の単位行列）と定める．

2) 1)を踏まえて，Aが一般の場合にも B(x) = I2 + Ax +
1

2!
(Ax)2 + · · · =

+∞∑
n=0

1

n!
(Ax)n

と定める．すると B(x)は行列値の冪級数として収束していることを示せ．また，収

束半径は +∞であることを示せ．ただし，行列値の冪級数の収束半径は，各成分の収
束半径の最小値とする．この B(x)を通常は expAxや exp(Ax)で表す（Ax = xAな

ので expxAと表すこともある）．
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※ ヒント：問 4.2を用いると実数値の場合に帰着できる．

3)
d expAx

dx
(x) = A expAx = (expAx)Aが成り立つことを示せ．

4) f(x) = (expAx)vとすると，f は方程式 (25.5)の解であることを示せ．

5) A =

(
0 1
1 0

)
，A =

(
0 −1
1 0

)
のそれぞれの場合について expAxを求めよ．

6) exp(PAP−1x) = P (expAx)P−1が成り立つことを示せ．

問 25.7. h : [0, 1] → Rを C∞級の函数とする．すると，
∫ 1

0

Dh(t)dt = h(1)− h(0)が成り立

つ．このことを踏まえて，以下の問に答えよ．f : R2 → Rを C∞級の函数とする．

1) ∫
[0,1]×[0,1]

D1D2f(x, y)dxdy =

∫
[0,1]×[0,1]

∂2f

∂x∂y
(x, y)dxdy

を f の微分を含まない形で表せ．

2) 次の積分を f の微分を含まない形で表せ．また，1)の結果と比較せよ．

a)

∫ 1

0

∂f

∂y
(1, t)dt+

∫ 1

0

∂f

∂y
(0, 1− t)dt

b)

∫ 1

0

∂f

∂x
(t, 0)dt+

∫ 1

0

∂f

∂x
(1− t, 1)dt

問 25.8. D1 = C \ {z ∈ R | z ≤ 0}，D2 = C \ {z ∈ R | z ≥ 0}と置く．n ∈ Zとし，

fn : D1 → Cと gn : D2 → Cをそれぞれ fn(1) = 2π
√
−1nと gn(−1) = 2π

√
−1

(
n+

1

2

)
を

みたす対数函数の枝とする．即ち，fn : D1 → Cは efn(z) = zかつ fn(1) = 2π
√
−1nをみた

す唯一の函数，gn : D2 → Cは egn(z) = zかつ gn(−1) = 2π
√
−1

(
n+

1

2

)
をみたす唯一の函

数とする．

1) z0 ∈ D1とする．fnの z0を中心としたテーラー展開（テーラー級数）を求め，その

収束半径を求めよ．また，w0 ∈ D2とするとき，gnの w0を中心としたテーラー展開

（テーラー級数）を求め，その収束半径を求めよ．

2) D1 ∩D2は自然に二つの部分に分かれるのでそれぞれを H1, H2とする．即ち，H1 =

{z ∈ D1 ∩D2 | Im z > 0}，H2 = {z ∈ D1 ∩D2 | Im z < 0}とする．H1上で fn = gm

が成り立つための n,mに関する条件を求めよ．また，H2上で fn = gmが成り立つた

めの n,mに関する条件を求めよ．
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3) Dを次のような，（かなり太い）螺旋状の領域とする．即ち，まず

E = {z ∈ C |ある r ≥ 0が存在して z = reπ
√
−1r}

と置き，

D = C \ E

と置く．

a) Dを図示せよ（まず Eを考えるのが簡単である）．

b) D上で（D全体で）で定まった函数 f : D → Cであって，ef(z) = zかつ f(1) = 0

をみたすものがただ一つ存在することを示せ（つまり，D上で定まった対数函数

の枝で，1に対して 0を与えるものがただ一つ存在することを示せ）．

c) f は D上（複素）解析的であることを示せ．

d) f を D全体で単一の冪級数として表すことはできないことを示せ．

（以上）
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