
２０１６年度線型代数学（理 I 6,7,9,10組向け，足助担当）　演習問題 １０ 2016/10/21（金）

問 10.1. f, g ∈ K[t], A ∈ Mn(K)とするとき，f(A)g(A) = g(A)f(A)が成り立つことを示せ．

問 10.2. ユークリッド計量についても，エルミート計量についても

⟨λv | λw⟩ = |λ|2 ⟨v | w⟩

が成り立つことを示せ．

問 10.3. V をユークリッド計量を持つ R-線型空間とし，v, w ∈ V, v, w ̸= oとする．

1) v, wのなす角 θは，0 ≤ θ < πとすると一意的に定まることを示せ．

2) v, wのなす角と w, vのなす角は等しいことを示せ．

3) v, wのなす角を θとすると，−v, wのなす角の一つは π − θであることを示せ．

問 10.4 (問 6.5も参照のこと). n > 1とし，A =



0 1 0
0 1 0

. . . . . . . . .
0 1 0

0 1
−an −an−1 · · · −a3 −a2 −a1

と
置く．

1) Aの固有多項式を求めよ．

2) Aの固有空間は 1次元であることを示せ．

3) Aが対角化可能であることと，Aの固有値の重複度が全て 1であるであることは同値で

あることを示せ．

※ これは Aが特別な形（コンパニオン行列）だから成り立つことである．単位行列を

考えれば分かるように，一般には必ずしも成り立たない．

問 10.5. A ∈ Mn(R)とし，Aの固有値，固有ベクトルは Cの範囲で考える．

1) λ ∈ Cが Aの固有値ならば，λ̄も Aの固有値であることを示せ．

※ なお，講義で示したように，λと λ̄の重複度は等しい．

2) λ ∈ Cを Aの固有値とし，v ∈ Cnを λに属する Aの固有ベクトルとする．この時，v̄は

λ̄に属する Aの固有ベクトルであることを示せ．

3) λ ∈ C \ Rを Aの固有値とし，v ∈ Cnを λに属する Aの固有ベクトルとする．このと

き，v ̸∈ Rnが成り立つことを示せ．
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4) λ ∈ C \ Rを Aの固有値とし，v ∈ Cn \ Rn を λに属する Aの固有ベクトルとする．

a = Reλ, b = Imλとし，また，u = Re v
def
=

v + v̄

2
，w = Im v

def
=

v − v̄

2
√
−1
と置く．この

時，u,w ∈ Rnであることと，

A(u w) = (u w)

(
a b
−b a

)
が成り立つことを示せ．

5) Aの相異なる固有値全体を λ1, . . . , λr, µ1, . . . , µsとし，λi ∈ R, µj ̸∈ Rとする．また，
αiを λiの，βj を µj の重複度とする．最後に，Aは C上対角化可能であるとし，P =

(p1 · · · pr q1 · · · qs) ∈ GLn(C)について，P−1AP =



λ1

. . .
λr

µ1

. . .
µs


が成

り立つとする．

a) p1, . . . , prは（必要なら改めて選び直して）Rnの元であるようにできることを示せ．

b) q1, . . . , qsは Rnの元であるようにはできないことを示せ．また，必要なら順番を入

れ替えて µ2m = µ2m−1, q2m = q2m−1であるようにできることを示せ．従って sは偶

数である．

c) u2m−1 = Re q2m−1, u2m = Im q2m−1として，Q = (p1 · · · pr u1 · · · us)と置くと，

Q ∈ GLn(R)であって，また，am = Reµ2m−1, bm = Imµ2m−1と置けば

Q−1AQ =


λ1

λ2

. . .
λr

⊕
(

a1 b1
−b1 a1

)
⊕ · · · ⊕

(
am bm
−bm am

)

が成り立つことを示せ．

d) c)の式の右辺は，bk > 0（1 ≤ k ≤ m）とすると並び方を除いて Aにより一意的に

定まることを示せ．

ヒント：例えば次の方針で示せる（ほかにも方法はある）．Q−1AQが上の形であれ

ば，C上で Aを対角化したときの形が定まる．後者の形は対角成分の並び順を除い

て一意的である．あとは，Q−1AQと対角行列の対応がどの程度の任意性をもつか考

えれば良い．

（以上）
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