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1. 序
乱関数が確率Fourier係数 (SFC)で同定されるか,という問題が論じられてきた. 特に

SFCがOgawa積分で与えられた場合において, [5], [1], [6]で先行結果がある. [5], [1]で
は, 有界変動乱関数の重複対数の法則を用いたSFCからの再構成, [6]では, 適当な複素
数値乱関数の cross variationを用いた再構成が示されている. 本講演では, 正則CONS

に関してOgawa可積分な乱関数の cross variationを用いた再構成を与える.

2. 設定
(Bt)t∈[0,1]をfilter付確率空間(Ω,F , (Ft)t∈[0,1], P )上のBrown運動, (en)n∈NをL2([0, 1] ;C)
のCONSで各enの実部, 虚部は有界変動であるとする. L2([0, 1] ;R)のCONS (φm)m∈N

は, sup
M∈N

∣∣∣ M∑
m=1

φm

∫ ·
0
φm(s) ds

∣∣∣
L2[0,1]

< ∞を満たすとき正則であるという. L2([0, 1] ;R)

の正則 CONSに関する Ogawa積分 (正則 Ogawa積分), Itô 積分, 可微分指数 rの i-

parameter 2乗可積分Wiener汎関数のSobolev空間, Skorokhod積分をそれぞれ
∫ 1

0
d∗B,∫ 1

0
dB, Lr,2

i ,
∫ 1

0
δB と表す ([2]のDefinition 2.1,2.3,2.4を参照). X,Y : [0, 1] → L0(Ω)

の tでの cross variationが存在するとき, それを ⟨X,Y ⟩t と表し, quadratic variation

⟨X,X⟩tが存在するとき, それを [X]tと表す.

a ∈ L0([0, 1]× Ω ;C), b ∈ L0(Ω ;L2([0, 1] ;C))に対して以下を定義する.

定義 1 (正則Ogawa型SFC) 各n ∈ Nに対し, ena は正則Ogawa積分可能であるとす
る. 正則Ogawa型確率微分 d∗Yt = a(t) d∗Bt + b(t) dt, t ∈ [0, 1] の (en)n∈N に関する確
率Fourier係数 (正則Ogawa型SFC, 或いは, SFC-O∗) (en, d∗Y ) を次式で定義する:

(en, d∗Y ) :=

∫ 1

0

en(t) d∗Yt =

∫ 1

0

en(t)a(t) d∗Bt +

∫ 1

0

en(t)b(t) dt.

特に, b = 0のとき, (en, d∗Y ) = (en, a d∗B)をa(t)のSFC-O∗ともいう.

3. 乱関数の正則Ogawa型SFCによる再構成
まず, 以下の乱関数の族 (L0([0, 1]× Ω)の部分集合) を定義する:

A = {A ∈ L0([0, 1]× Ω) |ReA, ImA は 有界変動 a.s. },

M =
{∫ ·

0

f dB
∣∣∣ f ∈ L0(Ω ;L2[0, 1]), f は (Ft)t∈[0,1]-発展的可測

}
,

W =
{∫ ·

0

f δB
∣∣∣ f ∈ L2,2

1

}
+span

{
TKf

∣∣∣ f ∈ L1,2
1 , sup

t∈[0,1]
|K(t, ·)|L2[0,1] < ∞

}
,

但し, f ∈ L1,2
1 , K ∈ L2([0, 1]2) に対し, TKf(t) :=

∫ 1

0
K(t, s)f(s) ds. また, A,Wの元は

非因果的であることに注意する. L = A+M+Wとおく.
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命題 1 a ∈ L とするとき, 以下が成り立つ:

(1) 任意の有界変動関数 v : [0, 1] → Rに対し, va は正則Ogawa積分可能である.

(2) 0にL2-収束する任意の有界変動関数列(vn)n∈Nに対し, l.i.p.
n→∞

∫ 1

0
vna dφB = 0. 特に,

P((en, d∗Y ))n∈N(t) := l.i.p.
N→∞

N∑
n=1

∫ t

0
en(s) ds (en, d∗Y ) = Yt, ∀t ∈ [0, 1],

ここで, d∗Yt = a(t) d∗Bt + b(t) dt, t ∈ [0, 1].

次に, Pと cross variation ⟨ , ⟩tによりSFC-O∗で同定される乱関数の全体としてL e,∗
PC

を次で定める:

L e,∗
PC =

{
a ∈ L0([0, 1]× Ω)

∣∣∣P((en, a d∗B))n∈N =

∫ ·

0

a d∗B,

∀s, t ∈ [0, 1]
[ ∫ ·

0

a d∗B
]
t
=

∫ t

0

|a(u)|2 du,
⟨∫ ·

0

a d∗B, B·∧s

⟩
t
=

∫ t∧s

0

a(u) du
}
.

∑
命題 2 A,M,W ⊂ L e,∗

PC .

定理 1 L e,∗
PC は線形空間となる.

系 1 a(t)はRe a, Im a ∈ L e,∗
PC を満たすとする. このとき, d∗Yt = a(t) d∗Bt+b(t) dt, t ∈

[0, 1]とすると以下が成り立つ:

(1) a(t)は ((en, d∗Y ))n∈Nでa(t) = d
dt

⟨
P((en, d∗Y ))n∈N, B

⟩
t
により同定される.

(2) |Re a|, |Im a|, Re a Im a, (sgn a)a† は ((en, d∗Y ))n∈Nで Yt = P((en, d∗Y ))n∈Nと
性質: ∀f, g ∈ L e,∗

PC

∫ t

0
f(s)g(s) ds =

⟨∫ ·
0
f d∗B,

∫ ·
0
g d∗B

⟩
t
により同定される.

注1) (2)における同定には (Bt)t∈[0,1]を必要としない.

注2) ((en, d∗Y ))n∈Nから有限個のSFC (en, d∗Y )が欠落していても (1),(2)は成り立つ.

注3) a(t)が同定されるので bも ((en, d∗Y ))n∈Nで同定される.

注4) a ∈ L であれば, a(t)は系1の仮定を満たす.
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Kôkyûroku. 1952, 128-134 (2015-06)

[6] S. Ogawa, H. Uemura, On the reconstruction of random function from its SFCs defined
by an arbitrary CONS. Symposium on Probability Theory, abstract (2017)

†sgn z = 1 if 0 ≤ arg z < π, sgn z = −1 o/w, z ∈ C (arg 0 := 0).


