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2. 平面上の積分
2.1 積分の定義

E = {(x, y) | x ∈ [a, b], y ∈ [c, d]} とする。f(x, y)をE上の有界関数とする。f(x, y)のE上の
積分

∫∫
E f(x, y)dxdy の定義、有界集合の面積の定義を与えた。今日は、一般な有界集合上の積分

の定義を与える。

Definition 1 f(x, y)を有界集合A上の有界関数とする。

f∗(x, y) =

f(x, y) (x, y) ∈ A

0 (x, y) ∈ Ac
(1)

と定義する。Aを含む長方形Eを考え、f∗(x, y)がE上で積分可能の時、積分の値
∫∫

E f∗(x, y)dxdy

はEの取り方によらないことがわかる。このとき、f(x, y) はA上で可積分であるといい、∫∫
A

f(x, y)dxdy =
∫∫

E
f∗(x, y)dxdy.

と定義する。

次の性質は積分の基本性質である。(3)に関しては、どのような集合の面積が 0かを述べないと
意味が無い。例えば、Proposition 9 で述べるように区分的に C1級の曲線などが一例である。

Theorem 2 f(x, y), g(x, y)が有界集合Aで積分可能とする。
(1) 任意の実数 a, bに対して、af(x, y) + bg(x, y)も積分可能で、∫∫

A
(af(x, y) + bg(x, y)) dxdy = a

∫∫
A

f(x, y)dxdy + b

∫∫
B

g(x, y)dxdy.

(2) f(x, y) ≤ g(x, y)ならば ∫∫
A

f(x, y)dxdy ≤
∫∫

A
g(x, y)dxdy.

(3) f(x, y)が有界集合A, Bで積分可能でA ∩ Bの面積が 0とする。このとき、f(x, y)はA ∪ B

で積分可能で ∫∫
A∪B

f(x, y)dxdy =
∫∫

A
f(x, y)dxdy +

∫∫
B

f(x, y)dxdy.

(4) Aの面積 0の部分集合 C があって C の補集合上で f(x, y) = g(x, y)が成立するならば∫∫
A

f(x, y)dxdy =
∫∫

A
g(x, y)dxdy.

2.2 可積分性の判定条件
どのような関数が可積分になるか、基本的な定理をあげる。



Theorem 3 f(x, y)は E = [a, b] × [c, d]上の連続関数とする。このとき、f(x, y)は E上で可積
分である。

この定理はE上の連続関数の一様連続性とダルブーの定理を用いて証明される。Theorem 3は
基本的な定理だが、これでは、どのような集合Aが面積確定かがわからない。というのは、Aの
面積は 1Aの積分として定義されるが、1Aという関数は連続関数ではないからである。そのため、
Theorem 3 を少し拡張した次の定理をあげる。

Theorem 4 f をE上の有界関数とする。f の不連続点全体の集合が面積 0ならば f はEで可積
分である。

少し言葉を用意する。

Definition 5 Aを平面内の集合とする。点 P ∈ R2がAの境界点であるとは、任意の ε > 0に対
してBε(P ) ∩ A 6= ∅ かつBε(P ) ∩ Ac 6= ∅ となるときに言う。ただし、Bε(P )は P の ε-近傍。A

の境界点全体の集合をAの境界と言い、∂Aと書く。

境界の定義から次がわかる。

Proposition 6 1Aの不連続点全体の集合はAの境界である。

従って、

Theorem 7 以下、Aを平面内の有界集合とする。
(1) Aの面積が確定することとAの境界の面積が 0になることは同値である。
(2) Aが面積確定集合とする。有界関数 f がAで連続ならば、f はAで積分可能である。

(2)は f∗の不連続点全体の集合はAの境界に含まれることから従う。
集合が面積確定であるかどうか知るにはその境界の面積が 0かどうか判定する必要がある。そ

のため、言葉を用意する。

Definition 8 平面曲線 ϕ(t) = (x(t), y(t)) (a ≤ t ≤ b)が区分的に C1-級とは分点 a = a0 < a1 <

· · · < an = bがあって、ϕ(t)は各区間 (ai ≤ t ≤ ai+1) で C1級のときに言う。

Proposition 9 区分的に C1級の平面曲線の面積は 0である。

Theorem 10 有界集合Aの境界が区分的にC1級の曲線ならば、Aの面積は確定する。また、こ
のA上で有界で連続な関数は可積分である。

この定理と先週述べた一変数の積分可能な関数のグラフで囲まれた図形の面積が確定であるこ
とを用いると面積が確定する集合が多数あることがわかる。
最後に面積確定でない集合の例をあげておく。

A = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,かつ x, yは有理数} .

このとき、S(1A) = 1, s(1A) = 0で面積確定でない。
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