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制限３体問題 (restricted three body problem)

• 関数の臨界点およびそこでの関数の様子を知りたい問題の例として制限３体問題の
ポテンシャルがある。

• ニュートンの重力理論の下で、２つの質点だけが与えられると、２つの質点はその
重心を原点とする座標系で、原点を焦点とする２次曲線の軌道を（面積測度が一定

であるように）運動する。

• →
x1,

→
x2 にある質量m1, m2 ２つの質点の運動を記述する問題は２体問題と呼ばれ

る。それぞれに働く重力は次のようになる。
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つまり、重心に対する相対位置
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• この不動の質点があるとき、一般には、→
x0を焦点とする２次曲線を軌道とする解とな

る。特に、不動の質点の周りの円運動をする解が存在する。すなわち、
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• 長さの単位を変えて、∥→x2 − →
x
1
∥ = 1とする。質量の比をm2/m1 = µ/(1− µ)と

すると、∥→x1∥ = µ, ∥→x2∥ = 1− µである。時間の単位を変えて角速度 ωを 1にす

る。このとき、1 = G(m1 +m2)であり、Gm1 = 1− µ, Gm2 = µである。
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• ここで、d
→
y

dt
=

→
0 かつ

d2
→
y

dt2
=

→
0 を満たす解（

→
y の座標で静止した状態が続く点）

を探すと、
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となる点である。このような点が５つあり、ラグランジュ点と呼ばれる。

問題１．　上の式の左辺をベクトルの形のまま計算し、y1y2平面上の µ
→
e 1, (1− µ)

→
e 1を

１辺とする正三角形の頂点が、この式を満たしていることを作図により示せ。正三角形解

とよぶ。

問題２．　

(1) 上の式の左辺を成分表示せよ。

(2) y3 成分が 0になるのは、y3 = 0のときだけである。

(3) y1y2 平面上での成分表示を求めよ。

(4) y1y2 平面上で y2 成分が 0になるのは、y2 = 0または、

− 1− µ

((y1 + µ)2 + y22)3/2
− µ

((y1 − (1− µ))2 + y22)3/2
+ 1 = 0

のときであり、後者は、(−µ, 0), (1− µ, 0)への距離がともに 1未満の点では 0にな

らないことを示せ。

(5) y1y2平面上でy1軸上の区間 [−µ, 1−µ]からの距離が増加すると、− 1− µ

((y1 + µ)2 + y22)3/2
−

µ

((y1 − (1− µ))2 + y22)3/2
+ 1の値は単調に増加することを示せ。

(6) (y1, y2)が − 1− µ

((y1 + µ)2 + y22)3/2
− µ

((y1 − (1− µ))2 + y22)3/2
+ 1 = 0をみたすと

き、y1 成分は、

− (1− µ)

((y1 + µ)2 + y22)3/2
+ (1− µ) = − µ

((y1 − (1− µ))2 + y22)3/2
+ µ

と一致することを示し、これが 0 になる点は、正三角形解の点であることを確か

めよ。
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最小二乗法 (least squares method)

• →
x ∈ Rn と y ∈ Rの関係をある 1次関数 f : Rn −→ Rが表しているとし、観測値

{(→x i, yi)}i=1,...,N から、f を定める問題を以下のように考える。

• f(
→
x) = t→a

→
x + bとして、次の F を最小にする aj , bを求める。

F (
→
a , b) =

N∑
i=1

∥t→a→
x i + b− y(i)∥2 =

N∑
i=1

(

n∑
j=1

ajx
(i)
j + b− y(i))2

• F は複雑に見えても、aj , bについての 2次式である。最小値が一意に存在するため

には、２階微分の行列が正定値ならばよい。このことは、下に述べる観測値の取り

方により満たされているとする。

問題３．　

(1)
∂F

∂aj
,
∂F

∂b
を求めよ。２階微分の行列
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∂a12
· · · ∂2F
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...

. . .
...

...
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を求

めよ。

(2) X̂ =


x
(1)
1 · · · x

(N)
1

...
. . .

...

x
(1)
n · · · x

(N)
n

1 · · · 1

について、X̂ の n+ 1個の行ベクトルが１次独立である

ことと、X̂ tX̂ が正定値であること、２階微分の行列が正定値であることは同値で

あることを示せ。

(3)
∂F

∂b
= 0は、x

(i)
j , yi の平均を xj =

1

N

N∑
i=1

x
(i)
j , y =

1

N

N∑
i=1

y(i) として、

n∑
j=1

ajxj + b− y = 0と同値であることを示せ。

(4)
∂F

∂b
= 0のとき、

∂F

∂aj
= 0は、次と同値であることを示せ。

n∑
k=1

ak

N∑
i=1

(x
(i)
k − xk)(x

(i)
j − xj)−

N∑
i=1

(y(i) − y)(x
(i)
j − xj) = 0

• 統計において、 1

N

N∑
i=1

(X(i)−X)2を確率変数Xの分散、
1

N

N∑
i=1

(X(i)−X)(Y (i)−Y )

を確率変数 X, Y の共分散とよぶ。共分散行列を用いた 1次方程式から aj が定ま

り、この aj を用いて、平均を代入したものから、bが求まる。
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