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0. 1 ユークリッド空間の中の多様体上の曲線

多様体上の遠近は、そのままでは測ることが出来ない。実際、２次元以

上の連結な部分多様体 M 上の相異なる３点 x0, x1, x2 に対し、微分同相

F : M −→ M で F (x0) = x0, F (x1) = x2 とするものがある。

一方、ユークリッド空間の中の多様体に対しては、多様体上の２点につい

て遠近が議論できる。しかし、ユークリッド空間内の距離と多様体上での遠

近は必ずしも一致しない。

例えば、１次元部分多様体 C が c : R −→ Rn でパラメータづけられてい

るとき、C 上の距離は、C に沿う弧の長さを使うのが自然である。

ユークリッド空間内の曲線 c の t0 から t1 までの長さは、
Z t1

t0

‖d c

d t
(t)‖ d t

で与えられる。

【問題 0.1.1】 (1) Rn の２点 x0, x1 に対し、c(0) = x0, c(1) = x1 となる曲

線の中で長さが最小のものは、x0, x1 を結ぶ線分であることを示せ。

(2) c(0) = x0, c(1) = x1 となる曲線に対し、A(c) =
Z 1

0

‖d c

d t
‖2 d t とおく。

A(c)が最小となる c(t)は、c(t) = x0 + t(x1 − x0)となることを示せ。

【解】 (1). 曲線の長さが sup
0=t0<···<tm=1

mX
k=1

‖c(tk) − c(tk−1)‖ によっても定義

できることを示せば、三角不等式から従う。

また、別の解法として x1 −x0 方向の単位ベクトルを vとして、c(t) •vを

考える。‖d c

d t
(t)‖ � |d c

d t
(t) • v| であるから、

Z 1

0

‖d c

d t
(t)‖ d t �

Z 1

0

|d c

d t
(t)•v| d t �

»
c(t)•v

–1

0

= (x1−x0)•v = ‖x1−x0‖

である。

(2).

A(c + sε) =
Z 1

0

‖d c

d t
+ s

d ε

d t
‖2 d t

=
Z 1

0

(
d c

d t
+ s

d ε

d t
) • (

d c

d t
+ s

d ε

d t
) d t

=
Z 1

0

‖d c

d t
‖2d t + 2s

Z 1

0

d c

d t
• d ε

d t
d t + s2

Z 1

0

‖d ε

d t
‖2 d t
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sについての２次式が cにおいて極小値を取るためには、
Z 1

0

d c

d t
• d ε

d t
d t = 0

でなければならない。このためには、
d c

d t
= 0 でなければならない。このと

き cは tについての１次式で c(t) = x0 + t(x1 − x0)となる。A(c) � (L(c))2

で、cは L(c)の最小値を与えているから、A(c)の最小値も与えている。

【問題 0.1.2】 ユークリッド空間内の C1 級曲線 cの t0 から t1 までの長さZ t1

t0

‖d c

d t
(t)‖ d tは、 sup

0=t0<···<tm=1

mX
k=1

‖c(tk)−c(tk−1)‖と一致することを示せ。

【解】

ユークリッド空間の中の連結な多様体 M ⊂ Rn を考える。M 上の曲線

[0, 1] −→ M ⊂ Rn の長さも同じ L(c) =
Z 1

0

‖d c

d t
(t)‖ d tで与えられる。連結

な多様体上の２点は、滑らかな曲線で結ぶことが出来るから、x, y ∈ M に対し、

dist(x, y) = inf{L(c)
˛̨
c : [0, 1] −→ M, c(0) = x, c(1) = y}と定義すると、これ

は、対称 (dist(x, y) = dist(y, x))であり、三角不等式を満たす。dist(x, y) � 0

であり、dist(x, y) = 0とすると、上の問により、dist(x, y) � ‖x− y‖である
から、x = y となる。従って、dist(x, y)は距離となる。

【問題 0.1.3】 ３次元ユークリッド空間 R3 内の (0, 0,−R)を中心とする半

径 R の球面を SR = {(x, y, z) ∈ R3
˛̨

x2 + y2 + (z + R)2 = R2}とする。こ
のとき p : SR \ {(0, 0,−2R)} −→ R2 を (0, 0,−2R), x, (p(x), 0) が同一直線

上にあることで定義する。R2 上の曲線 c(t) = (ξ(t), η(t)) (t ∈ [0, 1])に対し、

p−1 ◦ c : [0, 1] −→ SR の長さを書き表せ。

【解】 p(x, y, z) = (
2Rx

2R + z
,

2Ry

2R + z
)であり、

p−1(u, v) = (
4R2u

u2 + v2 + 4R2
,

4R2v

u2 + v2 + 4R2
,− 2R(u2 + v2)

u2 + v2 + 4R2
)

である。ヤコビ行列を計算すると次のようになる。

Dp−1 =

0BBBBBB@

4R2(−u2 + v2 + 4R2)
(u2 + v2 + 4R2)2

− 8R2uv

(u2 + v2 + 4R2)2

− 8R2uv

(u2 + v2 + 4R2)2
4R2(u2 − v2 + 4R2)

(u2 + v2 + 4R2)2

− 8R3(2u)
(u2 + v2 + 4R2)2

− 8R3(2v)
(u2 + v2 + 4R2)2

1CCCCCCA
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t(Dp−1)(Dp−1) =

0BB@
(4R2)2

(u2 + v2 + 4R2)2
0

0
(4R2)2

(u2 + v2 + 4R2)2

1CCA
だから、 Z 1

0

‖d(p−1 ◦ c)
d t

‖ d t =
Z 1

0

(4R2)(ξ′(t)2 + η′(t)2)
(ξ(t)2 + η(t)2 + 4R2)

d t

【問題 0.1.4】 Φ : R2 −→ R3 を Φ(x, y) =

0BB@
(2 + cos y) cos x

(2 + cos y) sin x

sin y

1CCA で定め

る。M を Φ の像として定義される R3 の部分多様体とする。R2 上の曲

線 c(t) = (ξ(t), η(t)) (t ∈ [0, 1]) に対し、曲線 c : [0, 1] −→ R に対し、

Φ ◦ c : [0, 1] −→ M の長さを書き表せ。

【解】 DΦ =

0BB@
−(2 + cos y) sin x − sin y cos x

(2 + cos y) cos x − sin y sin x

0 cos y

1CCA であるから、tDΦDΦ =

0@(2 + cos y)2 0

0 1

1A 従って、L(c) =
Z 1

0

r
(2 + cos η)2(

d ξ

d t
)2 + (

d η

d t
)2 dt

一般の多様体上で曲線の長さを測るために何が必要かをみるために、座標

近傍のモデルであった、ユークリッド空間の中の多様体のパラメータ表示に

おいて、曲線の長さがどのように計算されるかを考える。

M ⊂ Rn をユークリッド空間の中の多様体として、そのパラメータ表示

Φ : W −→ Rn をとる。W ⊂ Rp は解集合で、DΦのランクは pである。曲

線 c : [0, 1] −→ M に対して、0 = t0 < t1 < · · · < tm = 1 という分割をと

り、c([ti−1, ti]) ⊂ Φ(W )とする。曲線は Φ−1 ◦ c|[ti−1, ti] : [ti−1, ti] −→ W を

定める。
d c

d t
(t) = (DΦ)(Φ◦c)(t)

d(Φ−1 ◦ c)
d t

(t)

の長さ s
t
`d(Φ−1 ◦ c)

d t

´
t(DΦ)(DΦ)

`d(Φ−1 ◦ c)
d t

´
が接ベクトルの長さである。ここで、

`d(Φ−1 ◦ c)
d t

´ ∈ Rp A = t(DΦ)(DΦ)は



0. 2 リーマン計量 4

p × p 正値対称行列である。正値とは、txAx � 0 であり、txAx = 0 ならば

x = 0であることである。あるいは、Aの固有値が全て正であるといっても

良い。

正値対称行列 Aにより、tvAv の形で表されるものは、内積または双１次

形式 (u,v) �−→ tuAv を考えることに関係している。ベクトルの長さが表さ

れると、余弦定理により角度が定まる。これは、ユークリッドの内積につい

ては、v • v = ‖v‖2 として、２つのベクトル u, v の間の角度を θ とすると

き、u • v = ‖u‖ ‖v‖ cos θ であったことに対応している。

長さを測るにあたって、長さの２乗を表すのが自然である。

一般の実線形空間 V に対し q : V −→ Rが２次形式とは、a ∈ R, v ∈ V に

対し、q(av) = a2q(v)、u, v ∈ V に対し、q(u + v) = q(u) + q(v) + 2B(u,v)

という双１次形式 B : V × V −→ R があることである。さらに２次形式 q

が正値であるとは q(v) = 0 ならば v = 0 を満たすことである。上の双１次

形式は、対称性 B(u,v) = B(v,u)を満たす。B から q は容易に復元される、

22q(v) = q(v+v) = 2q(v)+2B(v,v)であるから、q(v) = B(v,v)である。V

の基底 (e1, . . . , en)を取って、Aij = B(ei, ej)とすると、B(
X

uiei,
X

viei) =X
i,j

Aijuivj と書かれ、Aij は正値対称行列である。

正値対称行列 A は直交行列 P により対角行列と共役となる。tPAP =0BBB@
λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn

1CCCA A が正値ならば A の固有値 λi は正であり、δ = min{λi}

に対して、
X
i,j

Aijuivj � δ
nX

i=1

vi
2 が満たされる。すなわち、正値２次形式 q

に対して、V の基底をとり、Rn と V を同一視すると、ある整数 δがあって、

q(v) � δ‖v‖2 となる。

0. 2 リーマン計量

一般の多様体M 上では、xのまわりの座標近傍 (U, ϕ)をとると、TxM の

基底
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
が定まる。TxM の元の長さの２乗をあたえる関数 q(x) :

TxM −→ Rを考える。xはM 上の点であるから、C∞ 級関数 q : TM −→ R
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で、q|TxM が正値２次形式となるものを与えれば接ベクトルの長さの 2乗が

定まる。これに付随して、正値対称双 1次形式 g : TxM × TxM −→ M が定

まる。通常、この gをリーマン計量と呼ぶ。g は x ∈ M に滑らかに依存する

TxM 上の正値対称双 1次形式である。

x のまわりの座標近傍 (U, ϕ) により、x ∈ U に対し TxM の基底
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
が同時に定まる。そのような、基底について、v ∈ TxM は

v =
X

i

vi
∂

∂xi
と書かれ、q(v) = g(v, v) =

X
i,j

gij(x)vivj と書かれる。x ∈ U

に対し、(gij(x))は正値対称行列、i, j を固定すると gij : U −→ Rは C∞ 級

関数である。

このようなリーマン計量を持つ多様体をリーマン多様体と呼ぶ。

定義 0.2.1

リーマン多様体 M 上では曲線の長さを測ることが出来る。すなわち、

c : [0, 1] −→ M に対して、

L(c) =
Z 1

0

r
q(

d c

d t
) d t =

Z 1

0

r
g(

d c

d t
,
d c

d t
) d t

で定める。

M の座標近傍系を {Uk, ϕk)}とする。c : [0, 1] −→ M に対して、0 = t0 <

t1 < · · · < tm = 1という分割をとり、c([tk−1, tk ]) ⊂ Uk とする。Uk 上では、

リーマン計量は g
(k)
ij と書かれ、ϕk(c(t)) = (c(k)1 (t), . . . , c(k)n (t))とすれば、曲

線の長さは

L(c) =
X

k

Z tk

tk−1

vuutX
i,j

g
(k)
ij (c(t))

d c
(k)
i

d t
(t)

d c
(k)
j

d t
(t) d t

で与えられる。

【例 0.2.2】 a を実数とする。Rn の原点の近傍において、q(
P

vi
∂

∂xi
) =P

vi
2

(1 + a(
P

xi
2))2

とする。この式で a > 0のときには、Rn 全体で、a < 0の

ときには、{x ∈ Rn
˛̨ ‖x‖ <

1p|a| }においてリーマン計量が定義されている。
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0 と (r, 0, . . . , 0) を結ぶ線分 [0, r] −→ Rn の長さは、
Z r

0

1
1 + at2

d t で与え

られる。a > 0 ならば
Z r

0

1
1 + at2

d t =
1√
a

»
tan−1

√
at

–r

0

=
1√
a

tan−1
√

ar

で与えられる。これは r → ∞ のときに有限値 π

2
√

a
に収束する。a < 0 な

らば
Z r

0

1
1 + at2

d t =
1

2
p|a|

»
log

1 +
p|a|t

1 − p|a|t

–r

0

=
1

2
p|a| log

1 +
p|a|r

1 − p|a|r で与

えられる。これは r → 1p|a| のときに無限大に発散する。また、Rn の円

(cos θ, sin θ, 0, . . . , 0)の長さは、
Z 2π

0

1
1 + ar2

d θ =
2π

1 + ar2
で与えられる。こ

のような空間での円周率は半径に依存する。

連結なリーマン多様体上の２点は、滑らかな曲線で結ぶことが出来るから、

x, y ∈ M に対し、

dist(x, y) = inf{L(c)
˛̨
c : [0, 1] −→ M, c(0) = x, c(1) = y}

と定義すると、これは、対称性、三角不等式を満たす。x, y ∈ M に対

し dist(x, y) � 0 である。dist(x, y) = 0 とすると x = y となることは

次のようにして示す。x の座標近傍 (U, ϕ) 上で gij と表示すると、ある

ε, δ > 0 に対し、ϕ−1(Bε(ϕ(x))) 上で
X
i,j

gij(x)vivj � δ
X

i

vi
2 となる。

（この不等式は、
`
gij(x)

´
i,j=1,...,n

の固有値の最小値よりも小であるような

δ > 0 に対し、x の近傍で成立する。）従って、y ∈ ϕ−1(Bε(ϕ(x))) なら

ば、dist(x, y) �
√

δ ‖ϕ(x) − ϕ(y)‖となり、dist(x, y) = 0とすると x = y と

なる。y 
∈ ϕ−1(Bε(ϕ(x)))とすると、ϕ−1(Bε(ϕ(x)))の近傍で定義された関数

z �−→ ‖ϕ(x)−ϕ(z)‖2 をM 上に拡張する ϕ−1(Bε(ϕ(x)))の外で ε2 より大き

な値をとる関数を考えることにより、中間値の定理から、x, y を結ぶ曲線は

ϕ−1(∂Bε(ϕ(x)))と交わる。但し ∂Bε(ϕ(x)) = {‖y−ϕ(x)‖ = ε}である。従っ
て、dist(x, y) � min{dist(z, x)

˛̨
z ∈ ∂Bε(ϕ(x))} � δεとなる。

これにより、リーマン多様体上の距離が定まった。



0. 3 測地線 7

0. 3 測地線

一つの座標近傍上で考えると、Rn の開集合 V 上の C1 級曲線 c : [0, 1] −→
V ⊂ Rn の長さを積分 L(c) =

Z 1

0

rX
gij

d ci

d t

d cj

d t
d t により定義している

ときに、c(0) = x0, c(1) = x1 を満たす c の中で L(c)の値が最小になるもの

を探すという問題になる。

このようなL(c)を最小にする曲線が微分可能であり、常に
d c

d t

= 0となるこ

とがわかっているとすると、実際に最小を与える曲線 cに対し、cのパラメータを

取り替えたものも L(c)を最小にする。すなわち、C1級写像 τ : [0, 1] −→ [0, 1]

が τ(0) = 0, τ(1) = 1,
d τ

d s
> 0 を満たしていれば、L(c) = L(c ◦ τ ) である。

特に、速さを一定にするために、σ(t) =
1

L(c)

Z t

0

rX
gij ◦ c

d ci

d t

d cj

d t
d t と

し、τ を σの逆関数とすると、

rX
gij ◦ (c ◦ τ)

d ci ◦ τ

d s

d cj ◦ τ

d s
= L(c)で一

定となる。

このとき、

(
Z 1

0

rX
gij ◦ (c ◦ τ)

d ci ◦ τ

d s

d cj ◦ τ

d s
d s)2 =

Z 1

0

X
gij◦(c◦τ )

d ci ◦ τ

d s

d cj ◦ τ

d s
d s,

であることに注意する。

一般に、C1級曲線 cに対し、作用と呼ばれる積分A(c) =
Z 1

0

X
gij

d ci

d t

d cj

d t
d t

を考えると、L(c)2 � A(c) が成立する。実際、[0, 1] 上の実数値連続関数

f , g に対し、内積 f • g =
Z 1

0

f(t)g(t) d t が考えられるが、これに対する

シュワルツの不等式 (f • g)2 � (f • f)(g • g) について、g = 1 とすれば、

(
Z 1

0

f(t) d t)2 �
Z 1

0

(f(t))2 d t が得られるが、ここで f =

rX
gij

d ci

d t

d cj

d t
とすればわかる。このシュワルツの不等式の等号が成立することと f が g = 1

の定数倍すなわち f が定値関数であることは同値である。C1級曲線 cがA(c)

を最小にするとき、もしも
X

gij
d ci

d t

d cj

d t
が 0にならず、一定でもなければ、

上のように c ◦ τ を考えれば、A(c ◦ τ ) = L(c ◦ τ )2 = L(c)2 < A(c) となり

A(c)の最小性に反する。

上に述べたように、L(c)の最小を与える cが常に
d c

d t

= 0を満たす C1 級

曲線であることがわかれば、これは A(c)の最小を与えているので、問題を取
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り替えて、A(c)の最小値を与える c(t)を求めることにする。

A(c) =
Z 1

0

X
i,j

gij
d ci

d t

d cj

d t
d t が C1 級曲線 c を変化させたときの最小と

なっているための必要条件を調べる。変分法と呼ばれる方法である。そのた

めに、C∞ 写像 ε : [0, 1] −→ Rn で ε(0) = ε(1) = 0となるものをとる。十分

小さい sに対し c(t) + sε(t) ∈ V であるから、A(c + sε)定まるが、sの関数

として s = 0のときに、最小値 A(c)をとることを仮定している。

A(c + sε) =
Z 1

0

X
i,j

gij(c(t) + sε(t))
d(ci + sεi(t))

d t

d(cj + sεj(t))
d t

d t

であるから、

d
d s

˛̨̨̨
s=0

A(c + sε)

=
Z 1

0

` X
i,j,k

∂gij

∂xk
εk(t)

d ci

d t

d cj

d t
+ 2

X
i,j

gij
d ci

d t

d εj

d t

´
d t

の値が 0でなければならない。第２項を部分積分するとZ 1

0

X
i,j

gij
d ci

d t

d εj

d t
d t =

» X
i,j

gij
d ci

d t
εj

–1

0

−
Z 1

0

X
j

d
d t

{
X

i

gij
d ci

d t
}εj d t

であるが、添え字を付け替えて代入すると、Z 1

0

X
k

{
X
i,j

∂gij

∂xk

d ci

d t

d cj

d t
− 2

X
i

d
d t

(gik
d ci

d t
)}εk(t) d t = 0

となるが、これが εのとり方によらず成立している。このとき、中括弧の中

{. . . } = 0 でなければならない。実際、一般の [0, 1]上の Rn 値 C∞ 級関数 f ,

g に対し、内積 f • g =
Z 1

0

X
i

fi(t)gi(t) d tが考えられるが、f(t0) 
= 0なら

ば、g(0) = g(1) = 0, f • g > 0となるような g を、台が t0 の近傍にある関数

を用いて作ることが出来る。従って、各 k に対し、X
i,j

∂gij

∂xk

d ci

d t

d cj

d t
− 2

X
i

d
d t

(gik
d ci

d t
) = 0

あるいは、X
i,j

∂gij

∂xk

d ci

d t

d cj

d t
− 2

X
i,j

∂gik

∂xj

d cj

d t

d ci

d t
− 2

X
i

gik
d2 ci

d t2
= 0
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すなわち、 X
i

gik
d2 ci

d t2
=

X
i,j

`1
2

∂gij

∂xk
− ∂gik

∂xj

´d cj

d t

d ci

d t

さらに、gij を gij の逆行列として、
X

k

g�kgkj = δ�j , gij は対称行列だから、

gij も対称行列であることに注意して、

d2 c�

d t2
=

X
i,k

gk�gik
d2 ci

d t2
=

X
k

gk�
X
i,j

`1
2

∂gij

∂xk
− ∂gik

∂xj

´d cj

d t

d ci

d t

のように正規形の２階の常微分方程式に書く。これが A(c)が最小になるため

の cが満たすべき、必要条件である。この必要条件の常微分方程式を満たす

曲線 cを測地線と呼ぶ。

測地線の微分方程式に現れる
`1
2

∂gij

∂xk
− ∂gik

∂xj

´
は、i, j について対称ではな

い。しかし、微分方程式において効いてくるのは、
d cj

d t

d ci

d t
を掛けて足し合

わせて意味のあるものだから、その対称成分である
1
2

`∂gij

∂xk
− ∂gjk

∂xi
− ∂gik

∂xj

´
が測地線を決定している。

測地線の微分方程式を

d2 c�

d t2
+

X
ij

Γ �
ij

d cj

d t

d ci

d t
= 0

の形に書いたとき、 d cj

d t
d ci

d t の係数として現れる Γ �
ij をクリストフェルの記号と

いうが、Γ �
ij = Γ �

jiとなるようにとれば、Γ �
ij = −1

2

X
k

gk�
`∂gij

∂xk
− ∂gjk

∂xi
− ∂gik

∂xj

´
となる。

測地線の方程式を眺めると、c(t),
d c

d t
,

d2 c

d t2
の方程式であるが、通常の

v =
d c

d t
として、

v� =
d c�

d t
,

d v�

d t
+

X
ij

Γ �
ijvivj = 0

と見るのではなく、うまく v� =
d c�

d t
を満たすように定まった c(t)に対して

v(t) ∈ Tc(t)M に対しての線形常微分方程式

d v�

d t
+

X
ij

Γ �
ij

d ci

d t
vj = 0
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の解を与えていると見ることが出来る。

曲線 c(t)を任意に定めても上の時刻 tに依存する線形常微分方程式は意味を

持ち、解の存在と一意性の定理から、初期値 v0 ∈ Tc(0)M に対し、 v(0) = v0

となる解 v(t) ∈ Tc(t)M が一意に定まる。ユークリッドの計量 gij = δij に対し

ては、Γ �
ij = 0となり、v(t)は定ベクトルで、ただ、v0 ∈ Tc(0)Rnを v0 ∈ Tc(t)

に平行移動したものになる。従って v(t) を v(0) = v0 の平行移動 (parallel

transport)と呼ぶ。線形常微分方程式の解の空間は、初期値の空間と同型な

ベクトル空間である。

【問題 0.3.1】 リーマン計量から Γ �
ij = Γ �

ji となるように定めた線形常微分

方程式の解 v(t)については、q(v(t))は一定となることを示せ。

【解】 微分方程式はX
i

gik(c(t))
d vi

d t
=

1
2

X
i,j

`∂gij

∂xk
(c(t)) − ∂gjk

∂xi
(c(t)) − ∂gik

∂xj
(c(t))

´ d ci

d t
vj

と書かれる。

d
d t

` X
i,j

gikvivk

´
=

X
i,j,k

∂gik

∂xj

d cj

d t
vivk + 2

X
i,k

gik
d vi

d t
vk

=
X
i,j,k

∂gik

∂xj

d cj

d t
vivk +

X
i,j,k

`∂gij

∂xk
− ∂gjk

∂xi
− ∂gik

∂xj

´d ci

d t
vjvk = 0

最後は、括弧をはずして、第１項と第３項、第２項と第４項が打ち消しあう。

この問題の結論から、曲線 c(t) に沿う線形常微分方程式の解 v(t) に対し

q(v(t)) は一定となったが、線形常微分方程式の解の空間は n 次元実ベクト

ル空間であるから、２つの解 v(t), w(t) に対し、q(v(t) + w(t)) も一定で、

g(v(t), w(t)) =
1
2

`
q(v(t) + w(t))− q(v(t))− q(w(t))

´
も一定である。したがっ

て正規直交基底 (v(1)(0), . . . , v(n)(0)) をなすベクトル v(m)(0) を初期値とし

て、常微分方程式の解 v(m)(t) を求めると (v(1)(t), . . . , v(n)(t))も正規直交基

底となる。

このように、線形常微分方程式

d v�

d t
+

X
ij

Γ �
ij

d ci

d t
vj = 0

の解を用いて、Tc(0)(M)の一つの基底を、曲線 c(t)に沿って動かすことによ
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り、Tc(t)(M)に基底を定めることが出来る。Γ �
ij により、接続が与えられてい

ると言う。特にリーマン計量から定まる Γ �
ij = Γ �

ji となる接続をレビ・チビ

タ接続と呼ぶ。レビ・チビタ接続は正規直交基底を正規直交基底に平行移動

する。

注意。Tc(0)M から Tc(1)M への平行移動は曲線 c(t)に依存して定まるもの

で、c(t)を異なる曲線に取り替えると一般には異なる基底に移る。

0. 4 局所的最短性

論理的には

(c が C1 級、L(c) 最小、
d c

d t

= 0) =⇒ (c ◦ τ は C1 級、A(c) = L(c ◦ τ)2

最小)

(cが C1 級、A(c)最小) =⇒ (cは測地線の方程式の解、‖d c

d t
‖ 
= 0で一定)

cが測地線の方程式の解であるときに、cの長さが２点の距離を表すかどう

かはここまでの議論だけでは必要条件を求めただけだからわからない。また、

L(c)の最小を与えて曲線としては、
d c

d t
= 0となる点を持つような曲線もと

もに考えて最小になるものを探す必要がある。

まず、測地線の方程式の性質をみる。

V ⊂ Rn 上で定義された正規形の２階の常微分方程式は、V × Rn 上の

正規形の１階の常微分方程式に書き直される。初期値は c(0) = x ∈ V ,
d c

d t
(0) = v ∈ Rnとして与えられる。そのような初期値をもつ解 c : (ε, ε) −→ V

は十分小さい εに対し存在する。また、c(t)が (x,v)を初期値とする解のと

き a ∈ R>0 に対し、c(at) は (− ε

a
,
ε

a
) 上定義された (x, av) を初期値とする

解となる。実際、

X
i

gik(c(at))
d2 ci(at)

d t2
=

X
i

a2gik(c(at))
d2 ci

d t2
(at),

X
i,j

`1
2

∂gij

∂xk
(c(at)) − ∂gik

∂xj
(c(at))

´ d cj(at)
d t

d ci(at)
d t

=
X
i,j

a2
`1
2

∂gij

∂xk
(c(at)) − ∂gik

∂xj
(c(at))

´d cj

d t
(at)

d ci

d t
(at)

だから、c(at)も解となる。
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V × Rn 上の初期値を (x,X)とする解は (c(t,x,X),
d c

d t
(t,x,X))の形のも

のである。１階の常微分方程式を V ×Rn 上のベクトル場として書くと、座標

X
i

Xi(
∂

∂xi
)x �−→ (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xn)

について、

X
�

{
X

k

gk�
X
i,j

`1
2

∂gij

∂xk
− ∂gik

∂xj

´
XiXj} ∂

∂X�
+

X
i

Xi
∂

∂xi

と書かれる。このベクトル場が生成するフロー F は、V × Rn のコンパク

ト集合 K 上の点を初期値として、t が十分小さいときに定義されている:

F : (−ε0, ε0) × K −→ V × Rn. F (t,x, 0) = x であり、(x, 0) ∈ int K と

する。F (at,x,v) = F (t,x, av) である。従って、0 の近傍の v に対しては

Ex(v) = F (1,x,v)が定義される。この Ex : v �−→ F (1,x,v)は 0 ∈ Rn の近

傍から xの近傍への微分同相写像となる。実際、

lim
a→0

1
a

(F (1,x, av) − F (1,x, 0))

= lim
a→0

1
a

(F (1,x, av) − F (1,x, 0))

= lim
a→0

1
a

(F (a,x,v) − F (0,x,v)) =
d F (t,x,v)

d t

˛̨̨̨
t=0

= v

であるから、D(Ex)(0) = idである。従って、逆写像定理により、Exは 0 ∈ Rn

の近傍から x ∈ V の近傍への微分同相写像である。

Ex : TxM −→ M あるいは、E : TM −→ M は、指数写像（エクスポネン

シャル写像）と呼ばれる。

【問題 0.4.1】 ３次元ユークリッド空間R3内の単位球面を S2 = {(x, y, z) ∈
R3

˛̨
x2 + y2 + z2 = 1}とする。S2 上の２点を結ぶ S2 上の曲線で長さが最小

のものは、原点を通る平面と S2 の交わり（大円）上の弧であることを示せ。

ヒント：１点を通る大円の族、１点を中心とする小円の族を考える。

さて、Ex; TxM −→ M による TxM の同心球面の像と xから出る測地線の

関係を観察する。

H(t, s) = Ex(tv(s)) = F (1,x, tv(s)) = F (t,x,v(s)) を考える。但し

q(v(s)) = g(v(s)) =
P

gij(x)vi(s)vj(s) = 1 とする。ここで、
∂H

∂s
と

∂H

∂t
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の内積を考えたい。そこで、

∂

∂t

` X
i,j

gij(H(t, s))
∂Hi

∂t

∂Hj

∂s

´
=

X
j

∂

∂t

` X
i

gij(H(t, s))
∂Hi

∂t

´∂Hj

∂s
+

X
i,j

gij(H(t, s))
∂Hi

∂t

∂2Hj

∂s∂t

=
X

j

`1
2

X
i,k

∂gik

∂xj

∂Hi

∂t

∂Hk

∂t

´∂Hj

∂s
+

X
i,j

gij(H(t, s))
∂Hi

∂t

∂2Hj

∂s∂t

=
1
2

∂

∂s

` X
i,j

gij(H(t, s))
∂Hi

∂t

∂Hj

∂t

´
= 0

途中で、測地線の方程式を導いた途中の式を使った。最後の式は、測地線 c(t)

の q(
d c

d t
) = g(

d c

d t
,
d c

d t
) が一定であることから、0 となるが、t = 0 のとき、

∂H

∂s
= 0であるから、

X
i,j

gij(H(t, s))
∂Hi

∂t

∂Hj

∂s
= 0が常に成立する。

さて、測地線の局所最短性は次のように示される。

y = Ex(v)のとき、c(0) = x, c(1) = yに対し、c(s) = Ex(t(s)v(s))と書くこ

とが出来る。このとき、H(t, s) = Ex(t(s)v(s))とおいて、
d c

d s
=

∂H

∂t

d t

d s
+

∂H

∂s

となるが、
∂H

∂t
と

∂H

∂s
は直交する: g(

∂H

∂t
,
∂H

∂s
) = 0.

r
q(

d c

d s
) �

r
q(

∂H

∂t

d t

d s
) =

r
(
d t

d s
)2 = | d t

d s
|

従って、
Z 1

0

r
q(

d c

d s
) d s �

Z 1

0

| d t

d s
| d s � |t(1) − t(0)|.

従って、xと yを結ぶ測地線は、最短の曲線である。

【問題 0.4.2】 ３次元ユークリッド空間内の双曲放物面 S = {(x1, x2, z)
˛̨
z =

x1x2} に対し、(x1, x2)を座標としてとる。S 上の点 (x1, x2, x1x2)における

接ベクトル (v1, v2, x2v1 + x1v2)の長さはq
v1

2 + v2
2 + (x2v1 + x1v2)2 =

q
(1 + x2

2)v1
2 + 2x1x2v1v2 + (1 + x1

2)v2
2

であるから、g =

0@1 + x2
2 x1x2

x1x2 1 + x1
2

1A と書かれる。

g−1 =
1

1 + x1
2 + x2

2

0@1 + x1
2 −x1x2

−x1x2 1 + x2
2

1A
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∂

∂x1
g =

0@ 0 x2

x2 2x1

1A ,
∂

∂x2
g =

0@2x2 x1

x1 0

1A

(
∂gi1

∂xj
) =

0@ 0 2x2

x2 x1

1A , (
∂gi2

∂xj
) =

0@ x2 x1

2x1 0

1A .

`1
2

∂gij

∂x1
− ∂gi1

∂xj

´
=

0B@ 0 −3x2

2
−x2

2
0

1CA ,
`1
2

∂gij

∂x2
− ∂gi2

∂xj

´
=

0B@ 0 −x1

2
−3x1

2
0

1CA ,

X
i,j

`1
2

∂gij

∂xk
− ∂gik

∂xj

´d xj

d t

d xi

d t
= −2

dx1

d t

d x2

d t

0@x2

x1

1A
0B@d2 x1

d t2
d2 x2

d t2

1CA = − 2
1 + x1

2 + x2
2

d x1

d t

d x2

d t

0@x2

x1

1A

【解】

g =

0@(2 + cos x2)2 0

0 1

1A と書かれる。g−1 =

0B@ 1
(2 + cos x2)2

0

0 1

1CA
∂

∂x1
g =

0@0 0

0 0

1A ,
∂

∂x2
g =

0@−2(2 + cos x2) sin x2 0

0 0

1A

(
∂gi1

∂xj
) =

0@0 −2(2 + cos x2) sin x2

0 0

1A , (
∂gi2

∂xj
) =

0@0 0

0 0

1A .

`1
2

∂gij

∂x1
−∂gi1

∂xj

´
=

0@0 2(2 + cos x2) sin x2

0 0

1A ,
`1
2

∂gij

∂x2
−∂gi2

∂xj

´
=

0@−(2 + cos x2) sin x2 0

0 0

1A ,

0B@d2 x1

d t2
d2 x2

d t2

1CA =

0B@ 2 sin x2

2 + cos x2

d x1

d t

d x2

d t

− sin x2(2 + cos x2)(
d x1

d t
)2

1CA
v1

2(2 + cos x2)2 + v1
2 はフローで不変であるからその値が 1であるような

軌道の全体を考える。

cos θ = v1(2 + cos x2), sin θ = v2 とおくと
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図 1 x2θ 空間は２次元のトーラスであり、その上のベクトル場の生成するフローの軌道は
[0, 2π]× [0, 2π] 上でこの図のようになる。格子の幅は

π

2
である。θ = ±π

2
の軌道は x1 が

一定の測地線である。中央および上下の固定点が x2 = π の測地線, 頂点および左右の固定
点が x2 = 0 の測地線に対応する。

−d θ

d t
sin θ =

d cos θ

d t
=

d v1(2 + cos x2)
d t

=
d v1

d t
(2 + cos x2) − v1v2 sin x2 =

v1v2 sin x2 =
sin x2

2 + cos x2
cos θ sin θ,

d θ

d t
cos θ =

d sin θ

d t
=

d v2

d t
= − sin x2(2+cos x2)v1

2 = − sin x2

2 + cos x2
cos θ cos θ

従って、
d θ

d t
= − sin x2

2 + cos x2
cos θ,

d x2

d t
= sin θを得る。これはさらに積分で

きる。すなわち、
d θ

d x2
= − sin x2

2 + cos x2

cos θ

sin θ
だから

sin θ d θ

cos θ
+

sin x2 d x2

2 + cos x2
= 0,

f(x2, θ) = (2 + cos x2) cos θ とおくと、
d f(x2, θ)

d t
= 0となる。従って、軌道

は f の等位線上にある。

この (x2, θ)空間におけるベクトル場の様子は良くわかる。ベクトル場の対

称性から、４本の軌道を除いてすべて閉軌道である。x2 座標は、2π 以下の

幅で振動するか、無限に増加あるいは減少するかのどちらかである。x1 座標

は x1 =
Z t

0

cos θ

2 + cos x2
としてわかる。これは、x1 が一定の測地線以外では

単調に限りなく減少するか限りなく増加するかのどちらかである。測地流の

図は測地線だけを見ると非常に複雑であるが、理解し得るものである。
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0. 5 測地流

ここで、多様体M 上にリーマン計量が与えられている状況にもどる。M

の座標近傍系 {(Uk, ϕk)}k に対して、TxM (x ∈ U) の基底
∂

∂x
(k)
i

が定まり、

g
(k)
ij という形でリーマン計量が表示される。

γab = ϕaϕb
−1 : ϕb(Ua ∩ Ub) −→ ϕa(Ua ∩ Ub) とおいて、

F
Vk × Rn に

(γab, Dγab)による同値関係を入れたものが TM であった。

座標近傍 (Uk, ϕk) に対し、ϕ(Uk) × Rn 上のベクトル場が定まるが、この

ベクトル場は、(γab, Dγab)∗ : T (ϕb(Ua ∩ Ub) ×Rn) −→ T (ϕa(Ua ∩ Ub) ×Rn)

で写りあわなければならない。それは A(c)が c : [0, 1] −→ M に対して定義

されていて、c([0, 1]) ∈ Ua ∩ Ub に対して A(c)を最小にするものが、解とな

るものであるからである。

従って、測地線の方程式は、接束 TM 上のベクトル場として表示される。

ここでリーマン計量に付随する２次形式写像 q : TM −→ R を考える。測

地線 c(t)について、前に計算したように q(
d c

d t
)は一定である。

また、a ∈ R>0 に対して、q−1(a)は余次元 1の部分多様体である。実際、

q(av) = a2q(v) だから
d q(av)

d a
= 2aq(v) 
= 0 であるから、v ∈ TxM が


= 0 ∈ TxM を満たせば、vは正則点である。さらに、M がコンパクトならば

q−1(a)はコンパクトである。

従って、M がコンパクトならば q−1(a)はコンパクトで、定理??により、コン

パクト多様体上のベクトル場はフローを生成するから、Ft : q−1(a) −→ q−1(a)

が定義される。従って、Ft : TM −→ TM がフローとして定義されていたこ

とになる。

M をコンパクト連結多様体とすると、M の２点 x, y に対し、曲線 c :

[0, 1] −→ M で c(0) = x, c(1) = y, dist(x, y) = L(c)となるものがある。

このことの証明は次のようにしてなされる。まず、ε > 0で、各点 xにおけ

る TxM の半径 2εの閉球体はExでM に単射されるとする。正整数 kに対し、

Ex : Tx −→ M が {y ∈ M
˛̨

distg(x, y) < kε}へ全射となるという命題を kに

ついての帰納法で示す。k = 2のときにこの命題は正しい。さて、kの時に正

しいと仮定する。このとき、y ∈ M が kε � distg(x, y) < (k +1)εにあるとす
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る。Ey : TyM −→ M による半径 εの球面 Sε = {v ∈ TyM
˛̨
g(v, v) = ε2}の

像 Ey(Sε)を考える。dist(x, y)を Ey(Sε)に制限した R値関数の最小値mを

とる点 z = Ey(v) ∈ Ey(Sε)が存在する。x, yを結ぶ曲線は、Ey(Sε)の点を通

るから、m < kεである。z = Ey(v) = Ex(w)と書かれ、gx(w, w) = dist(x, z),

dist(z, y) = ε である。
d Ex(tw)

d t

˛̨
t=1
と

d Ey(tv)
d t

˛̨
t=1
とはともに TzM の元

であるが、もしもこの２つのベクトルが実数倍でないとすると z をずらして

z′ ∈ Ey(Sε)で dist(x, z′) < dist(x, z) とすることができる。これは z で dist

の最小値をとることに反するから、２つの測地線は z においてちょうど真反

対の方向を向いている。このことから、w′ =
m + ε

m
w とすると Exw

′ = y と

なる。従って、帰納法が成立し、任意のM の点は Ex : TxM −→ M の像と

なった。

この証明によって、コンパクト連結リーマン多様体の２点 x, y に対し、そ

れを結ぶ最小の長さの曲線が存在し、それは測地線で表される。これを最短

測地線という。

実は、リーマン多様体が距離空間として完備であれば、最短測地線が存在

する。このときに、Ex : TxM −→ M は全射となる。

【例 0.5.1】 M = S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3
˛̨
x1

2 + x2
2 + x3

2 = 1}に R3 の

ユークリッドの計量から導かれたリーマン計量を定める。T1S
2 を TS2 の長

さ 1の接ベクトルの全体とする。測地流は、T1S
2 上のフローであり、軌道は

大円の接ベクトルとなるから、すべての軌道は閉軌道である。T1S
2 は SO(3)

と同一視できる。SO(3) � A =
`
v1,v2,v3

´
に対して、v1 ∈ S2 における接

ベクトル v2 を対応させるとき、Ft : T1S
2 −→ T1S

2 は、Ft(
`
v1,v2,v3

´
) =

`
cos tv1 +sin tv2,− sin tv1 +cos tv2,v3

´
=

`
v1,v2,v3

´ 0BB@
cos t − sin t 0

sin t cos t 0

0 0 1

1CCA
と計算される。

【例0.5.2】 M = R2/Z2にR2のユークリッドの計量から導かれたリーマン計

量を定める。T1T
2をTT 2の長さ 1の接ベクトルの全体とする。測地流は、T1T

2

上のフローであり T1T
2 = {((x1, x2), (v1, v2)) ∈ (R/Z)2×R2

˛̨
v1

2+v2
2 = 1}

と見るとき、Ft((x1, x2), (v1, v2)) = ((x1 + tv1, x2 + tv2), (v1, v2)) と書かれ

る。
v2

v1
∈ Q∪{∞}のとき、閉軌道、v2

v1
∈ R\Qのとき、(R/Z)2×{(v1, v2)}
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において稠密な軌道となる。

【問題 0.5.3】 コンパクトリーマン多様体M について、写像 F : TM −→
M ×M を X ∈ TxM ⊂ TM に対し、F (X) = (x, Ex(X))で定義する。F は

TM の zero section の近傍からM × M の ∆ = {(x, x)
˛̨

x ∈ M} ⊂ M × M

の近傍への微分同相写像となることを示せ。

【解】

0. 6 等長変換群

リーマン計量の一般論は、たとえばユークリッド空間の多様体上の測地線

等を書き表すために必要ということもあるが、もっと積極的に多様体を考え

るときにその多様体にもっとも適合したリーマン計量を考えることができる

ことにある。リーマン計量をもつ多様体上で距離を不変に保つの等長変換を

考えると多様体の性質が良くわかることも多い。

定義 0.6.1 リーマン多様体 (M, gM ), (N, gN ) に対し、微分同相写像 F :

M −→ N が F ∗gN = gM を満たすとき、F を等長変換 isometryと呼ぶ。た

だし、F ∗gN は v1, v2 ∈ TxN に対し、(F ∗gN )(v1, v2) = gN (F∗v1, F∗v2)で定

義され、M 上のリーマン計量となる。

連結 n 次元リーマン多様体 (M, g)に対して、(M, g)から自分自身への等

長写像の全体は群になるが、それは高々
n(n + 1)

2
次元の多様体となる。その

理由は次のようなものである。

x ∈ M に対し、TxM の正規直交基底を考える。そのようなものはグラム・

シュミットの直交化プロセスにより存在がわかるが、TxM の 2つの正規直交

基底は n 次直交群 O(n) で写りあう。シュミットの直交化は、M の点 x の

近傍上で同時に行うことができるので、x のある座標近傍 (U, ϕ) 上で TyM

(y ∈ U) の正規直交基底の全体は多様体 U × O(n) でパラメータ付けられ

ている。これを M の各点の近傍で考えると、TxM (x ∈ M) の正規直交基

底の全体は、多様体 U × O(n) の座標近傍により、
n(n + 1)

2
次元の多様体

Fr M となる。自然に定義される写像 p : FM −→ M について、p−1(U) は
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U × O(n)と微分同相で、ファイバー束の構造を持つこともわかる。Fr M を

M の接正規直交 n枠束 tangent orthnormal n frame bundleという。そこで、

x0 ∈ M および Tx0M の正規直交基底 E0 = (e1, . . . , en) を固定し、等長写

像 F : M −→ M に対して、F∗E0 = (F∗e1, . . . , F∗en) は FrM の元である。

y ∈ M に対し、x0 から y への測地線 Ex0 (tv) (v ∈ Tx0M , Ex0 (v) = y)をと

ると、F (Ex0 (tv)) = EF (x0)(tF∗v)だから、F (y) = EF (x0)(F∗v)となり、F は

F∗E0 で定まる。従って、(M, g)から自分自身への等長変換の全体 Isom(M)

は FrM に埋め込まれる。さて、Isom(M)が閉部分集合であることは容易に

わかるが、部分多様体となることは自明ではない。

これは、Myers-Steenrodの定理と呼ばれている。証明にはもう少し予備知

識も必要である。現在、多少抽象的ではあるがより簡明な証明として小林 []

のものがある。

【例 0.6.2】 n次元単位球面の等長変換群は O(n+ 1)で、O(n+ 1)の次元は
n(n + 1)

2
である。また、n次元ユークリッド空間の等長変換群はO(n)�Rnで、

その次元も
n(n + 1)

2
である。しかしm 
= n, m � 1, n � 1のとき、Sm×Snの

リーマン計量を gSm , gSn の直和として、Isom(Sm×Sn) = O(m+1)×O(n+1)

となる。

コンパクト連結２次元多様体M には、次のようなリーマン計量 g が存在

する。各点 x ∈ M における長さ１の接ベクトル vに対し、近傍 x ∈ Uv ⊂ M

が定まり、v1 ∈ Tx1M , v2 ∈ Tx2M に対し、等長変換 Fv1v2 : Uv2 −→ Uv1 で

(Fv1v2)∗v2 = v1 となる。

このようなリーマン計量は、局所的にはきわめて対称性が高く、特に定曲

率であることがわかる。

多様体の与えられたリーマン計量を変形してより良いリーマン計量を得る

という問題の立て方が非常に自然である。この場合、多様体上でリーマン計

量を変形するためには、多様体、リーマン計量と概念が純粋に定義される必

要があった。

もともと与えられたリーマン計量 gおよび正値の関数 f に対し、fgもリー

マン計量であるが、fgのスカラー曲率が一定とできるかという問題のは山辺

の問題と呼ばれ、いくつかの場合には肯定的に解かれている。
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３次元多様体に対しては、リッチ曲率流を考えてリーマン計量を変形する

ことにより、３次元多様体を標準的なものに分解し、それぞれの部分がよく

わかる幾何構造を持つようにできるという研究が Perelman 等により行われ

ている。これが正しければ、Thurstonの予想が肯定的に解かれ、その結果ポ

アンカレの予想も肯定的に解かれる。

0. 7 リーマン計量の存在

コンパクトな多様体はユークリッド空間へ埋め込まれる (定理??)から、リー

マン計量をもつが、リーマン計量の存在自体はもう少し簡明に証明できる。

定理 0.7.1 n次元コンパクト多様体上には、リーマン計量が存在する。

証明 n次元コンパクト多様体M の座標近傍系 {(Ui, ϕi)}をとる。有限部分
被覆 {(Ui, ϕi)}i=1,...,k であって、U1 ⊃ V i ⊃ Vi となる {(Vi, ϕi)}i=1,...,k が開

被覆であり、Ui に台を持ち V i 上で正となる非負関数 µi : M −→ R をとる。

ϕi = (x(i)
1 , . . . , x

(i)
n ) とするとき、x ∈ Ui に対し、v =

nX
i=1

v
(i)
i

∂

∂x
(i)
j

∈ TxM

を µi(x)qi(v) =
Pn

i=1(v(i)
i )2 で定義する。v ∈ TxM (x ∈ M \ Ui) のとき

µi(x)qi(v) = 0と考えて、µiqi は TM 上の C∞ 級関数であり、各 TxM 上で

は２次形式である。q(v) =
kX

i=1

µiqi(v) とおくと、q は TM 上の C∞ 級関数

であり、各 TxM 上では正値２次形式である。２次形式であることは、次の

ように容易にわかる。

q(av) =
kX

i=1

µiqi(av) = a2
kX

i=1

µiqi(v) = a2q(v)

q(u + v) − q(u) − q(v) =
kX

i=1

µi{qi(u + v) − qi(u) − qi(v)}

であるが、{qi(u+ v)− qi(u)− qi(v)}が u, vについて双１次形式であるから、

その和も双１次形式である。さて、q(v) = 0, v ∈ TxM ならば、x ∈ Vi とな

る iに対して、v =
nX

i=1

v
(i)
i

∂

∂x
(i)
j

, qi(v) =
nX

i=1

(v(i)
i )2 = 0であり、v = 0とな
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る。 ■

有限群の作用を持つとき、その作用で不変なリーマン計量も存在する。

【問題 0.7.2】 F をコンパクト多様体M の微分同相写像からなる有限群と

する。M 上のリーマン計量 g で F の任意の元 f について f ∗g = g を満たす

ものがあることを示せ。

ヒント：１つのリーマン計量を取り、有限群の作用で移りあう点でのリーマ

ン計量を平均する。

【解】 F = {f1 = id, f2, . . . , fk} とする。q : TM −→ Rをリーマン計量を

与える各接空間で２次形式を与える写像とする。bq(v) =
1
k

kX
i=1

q((fi)∗v)とお

く。(fi)∗ : TxM −→ Tfi(x)M は線形写像だから、q((fi)∗v)は TxM 上では正

値２次形式であり、その平均 bq も TxM 上では正値２次形式である。従ってbq はM 上のリーマン計量 g をあたえる。

(f ∗q)(v) = q(f∗v) =
1
k

kX
i=1

q((fi)∗f∗v) =
1
k

kX
i=1

q((fif)∗v)

=
1
k

kX
i=1

q((fi)∗v) = q(v)

から、f ∗g = g が従う。ここで、群 F が {f1f, f2f, . . . , fkf}と一致すること
を用いた。

1
k
は証明には必要がないが、平均を取るということは例えばコン

パクト群ならば無限群でも定義される。従ってコンパクト群の作用で不変な

リーマン計量があることの証明も同様である。

【問題 0.7.3】 リーマン多様体の間の等距離変換はリーマン計量をリーマ

ン計量に写す微分同相写像であることを示せ。すなわち f : M −→ N が、

dgN
(f(x), f(y)) = dgM

(x, y) を満たせば、f は微分可能で gN (f∗v1, f∗v2) =

gM (v1, v2)を満たすことを示せ。

【解】 リーマン多様体の間の等距離変換は同相写像であるが、測地線を測地

線に写すことがわかる。従って、F : TM −→ TN が定まる。方向微分が方

向微分に写るが写像が各方向に微分可能であることが分かる。ひとつの測地

線 γ(t) (t ∈ [−ε, ε]) で v =
d γ

d t
(0) ∈ TxM が与えられているとすると、v の

TM における近傍は γ(−ε)の小近傍から γ(ε) の小近傍への測地線の定める
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接ベクトルの全体として表される。この測地線の像の測地線は F (v) の TN

における近傍に含まれるから F は連続である。

Ex : TxM −→ M は局所微分同相である。v1, v2 ∈ TxM に対して、Ex(sv1),

Ex(sv2)を結ぶ最短測地線分 �s は Ex
−1 により TxM の C∞ 級曲線族となる。

Ex(sv1), Ex(sv2)を 1−t : tに内分する �s上の点を ps,tとし、ws,t = Ex
−1(ps,t)

とすると lim
s→0

ws,t

s
= tv1 + (1 − t)v2 となる。

このことから、F は線形である。従って、f は微分可能で F が接写像であ

る。このとき、gN (f∗v1, f∗v2) = gM (v1, v2)となる。

リーマン多様体をユークリッド空間にうまく埋め込んでリーマン計量がユー

クリッドの計量からひきおこされたものと一致するようにできるかどうかは

Nashにより解決された。

0. 8 ユークリッド空間の超曲面の測地線

f(x) = 0で与えられた超曲面の測地線は比較的わかりやすい。超曲面上を

できるだけまっすぐに進むということは、速度の変化は、超曲面の法線の方

向であることである。

測地線の微分方程式は次のように立てられる。

d xi

d t
= vi

d vi

d t
= a(x(t),v(t))

∂f

∂xi
(x(t))

ここで、f(x(t)) = 0 を微分して
X

i

∂f

∂xi
(x(t))vi(t) = 0 を得る。このとき、

速さが不変であることも次のようにしてわかる。

d
d t

(
X

i

vi
2) = 2

X
i

d vi

d t
vi = 2

X
i

a(x(t),v(t))
∂f

∂xi
(x(t))vi(t) = 0.

f(x(t)) = 0を２回微分して、

X
i,j

∂2f

∂xi∂xj
(x(t))vi(t)vj(t) +

X
i

∂f

∂xi
(x(t))

d vi

d t
(t) = 0

を得る。この式に
d vi

d t
= a(x,v)

∂f

∂xi
(x(t)) を代入して、
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X
i,j

∂2f

∂xi∂xj
vi(t)vj(t) + a(x,v)

X
i

(
∂f

∂xi
)2 = 0

を得る。従って、

a(x,v) = −

X
i,j

∂2f

∂xi∂xj
(x(t))vi(t)vj(t)

X
i

(
∂f

∂xi
(x(t)))2

と書かれる。

測地線の微分方程式は次のようになる。

d xi

d t
= vi

d vk

d t
= −

∂f

∂xk
(x(t))X

i

(
∂f

∂xi
(x(t)))2

X
i,j

∂2f

∂xi∂xj
(x(t))vi(t)vj(t)

たとえば z = h(x1, x2)とグラフ表示される曲面では、f = −h(x1, x2) + z

ととることができ、

d vi

d t
= −

∂h

∂xi

1 + (
∂h

∂x1
)2 + (

∂h

∂x2
)2

` ∂2h

∂x1
2
v1

2 + 2
∂2h

∂x1∂x2
v1v2 +

∂2h

∂x2
2
v2

2
´

(i = 1, 2)となる。

前に示した測地線の方程式はもっと複雑そうに見えるが、同じものになる。

実際、Rn+1 内の曲面 z = h(x)に対し、x = (x1, . . . , xn)を局所座標とし

てとると、gij = δij +
∂h

∂xi

∂h

∂xj
であるが、これから

1
2

∂gij

∂xk
− ∂gik

∂xj
= − ∂2h

∂xi∂xj

∂h

∂xk
+

1
2

∂2h

∂xi∂xk

∂h

∂xj
− 1

2
∂2h

∂xj∂xk

∂h

∂xi

となる。従って、次の i, j についての和をとるときに後ろの２項は打ち消し

あうことから、

X
i

gik
d2 ci

d t2
=

X
i,j

`1
2

∂gij

∂xk
− ∂gik

∂xj

´d cj

d t

d ci

d t
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は、 X
i

gik
d2 ci

d t2
= −

X
i,j

∂2h

∂xi∂xj

∂h

∂xk

d cj

d t

d ci

d t

と書かれる。

gij = δij +
∂h

∂xi

∂h

∂xj
について、(

∂h

∂x1
, . . . ,

∂h

∂xn
) は固有値 1 +

X
i

(
∂h

∂xi
)2 に

対する固有ベクトルである。実際、

X
j

gij
∂h

∂xj
=

X
j

(δij +
∂h

∂xi

∂h

∂xj
)

∂h

∂xj
=

∂h

∂xi
(1 +

X
i

(
∂h

∂xj
)2)

である。従って、gik の逆行列 g�k について

X
k

g�k ∂h

∂xk
=

1

1 +
X

i

(
∂h

∂xj
)2

∂h

∂x�

となり、

d v�

d t
= −

∂h

∂x�

1 +
X

i

(
∂h

∂xi
)2

X
i,j

∂2h

∂xi∂xj
vivj

を得る。

前に示したものは、リーマン計量 gのみに依存していたことが重要である。


