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1. 2 逆写像定理、陰関数定理

逆写像定理、陰関数定理は多様体の定義のために必要不可欠な定理である。

定理 1. 2.1 (逆写像定理). n次元ユークリッド空間Rnの開集合UとUからRn

への写像F : U −→ Rnが与えられているとする。F はU 上Cr級 (r � 1) であ

るとする。すなわち、F =


f1(x1, . . . , xn)

...

fn(x1, . . . , xn)

と書くとき、f1(x1, . . . , xn), . . . ,

fn(x1, . . . , xn)が、Cr 級 (r � 1) であるとする。U 上の点 x0 = (x0
1, . . . , x

0
n)

において次の行列（ヤコビ行列）が可逆であるとする。

DF (x0) =


∂f1
∂x1

. . .
∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fn
∂x1

. . .
∂fn
∂xn


このとき、y0 = f(x0)の近傍 V , V 上で定義された Cr 級写像 G : V −→ U

で、G ◦ F = idG(V ), F ◦G = idV を満たすものが存在する。

この Gは F の局所的な逆写像と呼ばれる。

定義 1. 2.2. 正整数 rに対し、関数 fi(x1, . . . , xn)がCr 級とは、正整数 s � r

に対し、fi(x1, . . . , xn)のすべての s階の偏微分が存在し、連続であることで

ある。

1階偏微分は
∂fi
∂xj

, 2階偏微分は
∂2fi

∂xj1∂xj2
, s階偏微分は

∂sfi
∂xj1 . . . ∂xjs

の

ように書かれる。偏微分が連続であれば、偏微分の順序によらないので、r 階

偏微分は
∂rfi

∂xr11 . . . ∂xrn
n

(r1 + · · · + rn = r) のように書かれる。Cr 級のこと

を r回連続微分可能とも呼ぶ。任意の正整数 rに対して、Cr 級のとき、C∞級
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あるいは無限回連続微分可能であるという。

定理 1. 2.3 (陰関数定理). 正整数 m, n について、m < n とする。n 次元

ユークリッド空間の開集合 U と U からRmへの写像 F : U −→ Rmが与えら

れているとする。F =


f1(x1, . . . , xn)

...

fm(x1, . . . , xn)

 は U 上 Cr 級 (r � 1)であるとす

る。x0 = (x0
1, . . . , x

0
n)においてヤコビ行列 DF (x0) =


∂f1
∂x1

. . .
∂f1
∂xn

...
...

∂fm
∂x1

. . .
∂fm
∂xn


の階数（ランク）が m であるとする。すなわち、適当に m 個の列を取る

と、それらの列は線形独立であるとする。そこで、座標 x1, . . . , xn の順序

を入れ替えて、


∂f1

∂xn−m+1
. . .

∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fm

∂xn−m+1
. . .

∂fm
∂xn

 は可逆であるとする。このとき、
(x0

1, . . . , x
0
n−m) ∈ Rn−mの近傍W ⊂ Rn−mとCr 級写像 g : W −→ Rmで、

g(x0
1, . . . , x

0
n−m) = (x0

n−m+1, . . . , x
0
n),

F (x1, . . . , xn−m, g(x1, . . . , xn−m)) = F (x0)

を満たすものが存在する。

問 1. 2.4. (1) f : R2 −→ Rを f(x, y) = x3 −x+ y2で定義するとき、f の

ヤコビ行列を求めよ。

(2) (1)の f について、z ∈ Rの逆像 f−1(z)の各成分が「滑らかな曲線」

となるための z の条件を求めよ。

(3) F : R3 −→ R2 を F (x, y, z) = (x3 − zx + y2, z)で定義するとき、F

のヤコビ行列を求めよ。

(4) (3)の F について、(s, t) ∈ R2 の逆像 F−1(s, t)の各成分が、「滑らか

な曲線」となるための (s, t)の条件を求めよ。
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但し、Rn の「滑らかな曲線」C とは、C の各点 xに対し、xの近傍 U と C∞ 級

写像 f : U −→ Rn−1 で、U 上で rank Df = n − 1, U ∩ C = f−1(f(x))とするも

のがあることである。（１次元部分多様体であること）

解答。(1) Df = (
∂f

∂x
,
∂f

∂y
) = (3x2 − 1, 2y). （チェインルールを書くため

に、行ベクトルで書くほうが良い。）

(2) 滑らかでなくなる可能性のある点を求め、その点の像を考えると z がそ

の補集合にあることが（十分）条件である。（その十分条件を示すだけでもよ

い。この問の場合、必要条件にもなっている。その理由を考えることも大切で

ある．）

Df のランクが 0であることは、Df = (0, 0)であることゆえ、3x2 − 1 = 0,

2y = 0から、(± 1√
3
, 0)が滑らかでなくなる可能性のある点（臨界点）である。

その像は f(± 1√
3
, 0) = ∓ 2

3
√

3
. 条件は z �= ± 2

3
√

3
.

（f−1(
2

3
√

3
)は、(− 1√

3
, 0) の近傍で、１点から４つの線分がでているもの

と同相で、局所ユークリッド的でない。f−1(− 2
3
√

3
)は、(

1√
3
, 0)が孤立点で、

局所的にRと同相でない。）

(3) F =

(
f1

f2

)
として、DF =


∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f1
∂z

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∂f2
∂z

 =

(
3x2 − z 2y −x

0 0 1

)
.

（チェインルールを書くために、２行３列の行列で書くほうが良い。）

(4) 滑らかでなくなる可能性のある点を求め、その点の像を考えると (s, t) が

その補集合にあることが条件である。（この問の場合は、必要条件にもなって

いる。）

DF の (2, 3) 成分は 1 だから、rankDF < 2 と 3x2 − z = 0 かつ

2y = 0 は同値。これは、z = 3x2 かつ y = 0 であり、その像は、{(
s

t

)
=

(
−2x3

3x2

) ∣∣∣∣ x ∈ R

}
. これは

{
(s, t) ∈ R

∣∣ (s
2
)2 =

( t
3
)3}

と同

じ集合である。条件は
(s
2
)2 �= ( t

3
)3
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（
(s
2
)2 =

( t
3
)3
のとき、s > 0 ならば F−1(s, t)の点 (−2−

1
3 s

1
3 , 0, t) におい

て、１点から４つの線分がでているものと同相で、局所ユークリッド的でない。

s < 0ならば F−1(s, t)の点 (2−
1
3 |s| 13 , 0, t) は孤立点で、局所的にRと同相で

ない。また F−1(0, 0)は xy 平面の x軸の負の方向に接して２つの枝が分かれ

ている。これは局所的にR上の R2 に値を持つ C∞ 級関数のグラフとならな

いから、滑らかな曲線ではない。

問 1. 2.5. R3 の次の部分集合が「滑らかな曲面」であるかどうか論ぜよ。

(1) C =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ x2 + y2 = z2
}

(2) X =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣ z2 = −{x2 + y2 − 1}{(x+ 3)2 + y2 − 1}·
{(x− 3)2 + y2 − 1}{x2 + y2 − 25}

}

(3) Y =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ z2 = −{(x+ 1)2 + y2 − 1}{(x− 1)2 + y2 − 1}}
但し、R3 の「滑らかな曲面」S とは、S の各点 x に対し、x の近傍 U と C∞ 級

関数 f : U −→ Rで、U 上で rank Df = 1, U ∩ S = f−1(f(x))とするものがある

ことである。（２次元部分多様体であること）

解答。滑らかでなくなる可能性のある点を求める。（この問の場合、そこで２

次元多様体でなくなっている。その理由を考えることも大切である．）

(1). Cについて、f(x, y, z) = x2+y2−z2とおくと、Df = (2x, 2y,−2z)で

ある。(0, 0, 0)を除いて、f(x, y, z) = 0は滑らかな曲面である。図形の (0, 0, 0)

の近傍から (0, 0, 0)を除くと連結でなくなる。従って、(0, 0, 0)においては局

所的に２次元ユークリッド空間と同相でない。C は滑らかな曲面ではない。

(2). X について、定義式の左辺から右辺を引いたものを f(x, y, z) =

g1g2g3g4 +z2, g1 = x2 +y2−1, g2 = (x+3)2 +y2−1, g3 = (x−3)2 +y2−1,

g4 = x2 + y2 − 25 とおく。f = 0を満たす (x, y, z)の (x, y)の存在範囲は、

g1g2g3g4 � 0の範囲であるから、半径 5の円の周または内部で (±3, 0), (0, 0)

を中心とする単位円の周または外側である。Df =
(∂f
∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
について、
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∂f

∂x
= 2xg2g3g4 + 2(x+ 3)g1g3g4 + 2(x− 3)g1g2g4 + 2xg1g2g3

= 2x(g2g3g4 + g1g3g4 + g1g2g4 + g1g2g3) − 6 · 2 · 6xg1g4
= 2x(g2g3g4 + g1g3g4 + g1g2g4 + g1g2g3 − 36g1g4),

∂f

∂y
= 2y(g2g3g4 + g1g3g4 + g1g2g4 + g1g2g3)

∂f

∂z
= 2z

である。z �= 0 のところでは滑らかな曲面になっているから、z = 0 かつ、

g1g2g3g4 = 0において、
∂f

∂x
,
∂f

∂y
がともに 0になることがあるかどうかを考

える。

g1 = 0 の点では、g2g3g4 �= 0 であり、この点で
(∂f
∂x
,
∂f

∂y

)
= 0 とすると

(x, y) = 0となるが、これは g1 = 0の点ではない。従って、g1 = 0, z = 0の

点においては滑らかな曲面である。

g4 = 0 の点では、g1g2g3 �= 0 であり、この点で
(∂f
∂x
,
∂f

∂y

)
= 0 とすると

(x, y) = 0となるが、これは g4 = 0の点ではない。g4 = 0, z = 0の点におい

ては滑らかな曲面である。

g2 = 0の点では、g1g3g4 �= 0であるから、
∂f

∂y
= 0とすると y = 0となる。こ

の点は (−4, 0, 0)または (−2, 0, 0)である。この点では、
∂f

∂x
= −8g1g4{(−7)2−

1− 36} = −8 · 12g1g4 または
∂f

∂x
= −8g1g4{(−5)2 − 1− 36} = 8 · 12g1g4と

なり、0ではない。従って、g2 = 0, z = 0の点においては滑らかな曲面である。

g3 = 0の点では、g1g2g4 �= 0であるから、
∂f

∂y
= 0とすると y = 0となる。

この点は (2, 0, 0)または (4, 0, 0)である。この点では、
∂f

∂x
= −8g1g4{52−1−

36} = 8 · 12g1g4 または
∂f

∂x
= −8g1g4{72 − 1− 36} = −8 · 12g1g4となり、0

ではない。従って、g3 = 0, z = 0の点においては滑らかな曲面である。

従って、X は滑らかな曲面である。（種数３の向きづけ可能な閉曲面と呼ば

れる。）

(3). Y について。定義式の左辺から右辺を引いたものを f(x, y, z) = g1g2+z2,

g1 = (x + 1)2 + y2 − 1, g2 = (x − 1)2 + y2 − 1 とすると、f = 0を満たす

(x, y, z)の (x, y)の存在範囲は (±1, 0)を中心とする単位円の周または内部で
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ある。

∂f

∂x
= 2(x+ 1)g2 + 2(x− 1)g1 = 2x(2x2 + 2y2) + 2(4x) = 2x(2x2 + 2y2 + 4)

∂f

∂y
= 2y(g2 + g1) = 2y(2x2 + 2y2)

∂f

∂z
= 2z

Df = 0とすると (x, y, z) = (0, 0, 0)である。(x, y, z) �= (0, 0, 0)となる点で

Y は滑らかな曲面であるが、(0, 0, 0)の近傍で Y はR2 と同相ではない。なぜ

なら、Y の (0, 0, 0)の近傍から (0, 0, 0)を除くと連結でない。

逆写像定理から陰関数定理を導くことができる。

陰関数定理の F : U −→ Rm に対して、F̂ : U −→ Rn−m × Rm

を F̂ (x1, . . . , xn) =


x1

...

xn−m
F (x1, . . . , xn)

 で定義する。F̂ のヤコビ行列は、


1 0 . . . 0 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

...
...

. . . . . . 0
...

...

0 . . . 0 1 0 . . . 0
∂f1
∂x1

. . . . . .
∂f1

∂xn−m
∂f1

∂xn−m+1
. . .

∂f1
∂xn

...
...

...
. . .

...
∂fm
∂x1

. . . . . .
∂fm
∂xn−m

∂fm
∂xn−m+1

. . .
∂fm
∂xn



である。この行列は、

( ∂fi
∂xj

)
i=1,...,m;j=n−m+1,...,n

が可逆であることから、可逆である。従って、逆

写像定理から、(x0
1, . . . , x

0
n−m, F (x0)) の近傍 V と Cr 級写像 G : V −→ U

で、G ◦ F̂ = idG(V ), F̂ ◦G = idV を満たすものがある。

Rn を前の n − m 個の座標と後ろの m 個の座標に分割して、Rn � x =

(x1,x2) ∈ Rn−m ×Rm と書き、
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F̂ (x1,x2) = (x1, F (x1,x2)), G(y1,y2) = (G1(y1,y2), G2(y1,y2))

とする。

F̂ ◦G = idV は、

(G1(y1,y2), F
(
G1(y1,y2), G2(y1,y2)

)
) = (y1,y2)

であるから、Rn−m 成分をみて G1(y1,y2) = y1 である。これを Rm 成分に

代入すると、F (y1, G2(y1,y2)) = y2 を得る。y1 = x1, y2 = F (x0
1,x

0
2) とし

て、g(x1) = G2(x1, F (x0
1,x

0
2)) とおくと、F (x1, g(x1)) = F (x0) をみたす。

この証明から、陰関数定理の仮定のもとで、U の点の座標として、(x1, F (x))

がとれることがわかる。

問 1. 2.6 (リプシッツ連続性). Rn の開集合 U 上で定義された C1 級写像

G : U −→ Rm, G(x) = (g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)) が U に含まれ

る凸な閉集合 A上で
∣∣ ∂gi
∂xj

∣∣ � K を満たすとする。ここで、x, x + v ∈ Aに

対し、‖G(x + v) −G(x)‖ � √
mnK‖v‖

解答。gi は連続微分可能ゆえに U 上で全微分可能である。従って、

gi(x + v) − gi(x) =
n∑
i=1

∂gi
∂xj

vj + εi(x,v)‖v‖

で、 lim
v→0

εi(x,v) = 0. これを、x + (t+ s)v, x + tvに対して当てはめると、

d
d t
gi(x + tv) =

n∑
j=1

∂gi
∂xj

(x + tv) vj

である。従って、

gi(x + v) − gi(x) =
[
gi(x + tv)

]t=1

t=0

=
∫ 1

0

{ d
d t
gi(x + tv)} d t

=
∫ 1

0

{
n∑
i=1

∂gi
∂xj

(x + tv) vj} d t
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さて、x + v, xが Aに含まれれば、t ∈ [0, 1]に対して、x + tv ∈ Aだから、

最後の積分の絶対値は K
n∑
j=1

|vj | で評価される。
n∑
j=1

|vj | �
√
n‖v‖ だから、

|gi(x + v)− gi(x)| � √
nK‖v‖. 従って、‖G(x + v)−G(x)‖ � √

mnK‖v‖.

問 1. 2.7 (チェイン ルール). f : Rm −→ Rn, g : R� −→ Rmはともに連続微

分可能な写像とする。すなわち、f(y) = (f1(y1, . . . , ym), . . . , fn(y1, . . . , ym)),

g(x) = (g1(x1, . . . , x�), . . . , gm(x1, . . . , x�)) の各成分が連続微分可能とする。

f , gのヤコビ行列は, n行m列の行列Df =
( ∂fi
∂yj

)
i=1,...,n;j=1,...,m

, m行 �列の

行列Dg =
( ∂gj
∂xk

)
j=1,...,m;k=1,...,�

である。この時、合成写像 f ◦g : R� −→ Rn

も連続微分可能な写像であることを示し、f ◦ gのヤコビ行列D(f ◦ g) につい
てD(f ◦ g)(x) = Df(g(x))Dg(x)を示せ。

解答。fi (i = 1, . . . , n)が連続微分可能であることは、
∂fi
∂yj

(y)が存在し、y

について連続であることである。このとき、fiは全微分可能となる。すなわち、

fi(y + v) − fi(y) =
m∑
j=1

∂fi
∂yj

vj + εfi
(y,v)‖v‖

として、 lim
v→0

εfi
(y,v) = 0 である。また、g = (g1, . . . , gm)が連続微分可能で

あることは、
∂gj
∂xk

(x)が存在し、xについて連続であることであるが、同様に、

gj(x + u) − gj(x) =
�∑

k=1

∂gj
∂xk

uk + εgj
(x,u)‖u‖

とするとき、 lim
u→0

εgj
(x,u) = 0 を満たす。また、xの近傍での

∣∣ ∂gj
∂xk

∣∣がK 以

下ならば、gは、その近傍でリプシッツ連続である。

‖g(x + u) − g(x)‖ ≤ K
√
�m ‖u‖.

従って、‖u‖ � εならば、
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fi(g(x + u)) − fi(g(x))

=
m∑
j=1

∂fi
∂yj

(gj(x + u) − gj(x))

+εfi
(g(x), g(x + u) − g(x))‖g(x + u) − g(x)‖

=
m∑
j=1

∂fi
∂yj

(
�∑

k=1

∂gj
∂xk

uk + εgj
(x,u)‖u‖)

+εfi
(g(x), g(x + u) − g(x))K

√
�m‖u‖

=
�∑

k=1

{
m∑
j=1

∂fi
∂yj

∂gj
∂xk

}uk

+{
m∑
j=1

∂fi
∂yj

εgj
(x,u) + εfi

(g(x), g(x + u) − g(x))K
√
�m}‖u‖

ここで、u → 0のとき、εgj
(x,u) → 0, g(x+u) → g(x)だから εfi

(g(x), g(x+

u)− g(x)) → 0である。従って，最後の中括弧は {•} → 0であるから、fi ◦ g
は x で全微分可能であり、偏微分係数は

m∑
j=1

∂fi
∂yj

◦ g ∂gj
∂xk

である。
∂fi
∂yj

◦ g,

∂gj
∂xk

は連続であり、行列の積は連続であるから、
m∑
j=1

∂fi
∂yj

◦ g ∂gj
∂xk

は xについ

て連続である。従って、f ◦ gは連続微分可能である。ヤコビ行列D(f ◦ g)が
ヤコビ行列 Df ◦ g と Dg の行列の積になることは上の偏微分係数の式そのも

のである。

問 1. 2.8 (Cr 写像の合成). f : Rm −→ Rn, g : R� −→ Rm がともに Cr 級

写像とする。この時、合成写像 f ◦ g : R� −→ Rn も Cr 級写像であることを

示せ。

r = 1の場合は前の問である。r � 2とする。数学的帰納法によることにして、

この問の命題が r − 1に対しては正しいとする。f , g が Cr 級とすると、Df ,

Dgは Cr−1 級である。帰納法の仮定から (Df) ◦ gは Cr−1 級である。行列の

積は C∞ 級だから、(Df) ◦ g Dgは Cr−1 級である。D(f ◦ g) = (Df) ◦ gDg
だから、D(f ◦ g)が Cr−1 級であり、f ◦ gは Cr 級となる。
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1. 3 逆写像定理の証明

逆写像定理の証明は、まず、x0、F (x0)が、Rn の原点で、x0におけるヤコ

ビ行列が単位行列の場合の逆写像定理を示す。ヤコビ行列が一般の可逆行列の

場合は、可逆行列の作用や平行移動により、単位行列の場合に帰着される。

1. 3. 1 特別な場合の逆写像定理

定理 1. 3.1 (ヤコビ行列が単位行列のときの逆写像定理). n 次元ユークリッ

ド空間 Rn の原点 0 を含む開集合 U と U から Rn への Cr 級 (r � 1) 写像

F : U −→ Rn が与えられ、F (0) = 0, F (x) =


f1(x1, . . . , xn)

...

fn(x1, . . . , xn)

 と書く

とき、DF(0) =


∂f1
∂x1

. . .
∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fn
∂x1

. . .
∂fn
∂xn

 =


1 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 1

 を満たすとす
る。このとき、0 の近傍 V , V 上で定義された Cr 級写像 G : V −→ U で、

G ◦ F = idG(V ), F ◦G = idV を満たすものが存在する。

DF は 0において、単位行列であるから、F は恒等写像と近い。次のような

思考実験を行なう。0に近い yに対し、F (x) = yとなる xを求めたいが、ま

ず第１近似として x1 = yとしてみる。そうすると、F は恒等写像と近いのだ

から F (x1) − yは、0に近い。そのずれを、x2 = x1 − (F (x1)− y)と補正し

てみる。F (x2)− yは 0でないだろうから、x3 = x2 − (F (x2) − y)とさらに

補正してみる。このように x1, x2, . . .をとると、‖x2 −x1‖, ‖x3 − x2‖, . . .は

急速に減少し、xk は収束することが示される。

F (0) = 0, x1 = 0 − (F (0) − y)だから、x0 = 0とおく。

H(x) = y − F (x)とおくと、H のヤコビ行列 DH は 0において、零行列



1. 3 逆写像定理の証明 17

であり、偏微分
∂fi
∂xj

は U 上連続 (� 1)であるから、H の成分 hi について、

∂hi
∂xj

は 0に近い。正実数 εを ε � 1
2n
ととる。すると正実数 δ で x � δ なら

ば
∣∣∂hi
∂xj

∣∣ � εとなるものをとることができる。

hi の偏微分の評価から H のリプシッツ定数の評価が、問 1. 2.6により得ら

れる。

‖H(x + v) −H(x)‖ � εn‖v‖

さて、yが、‖y‖ � δ

2
を満たすとする。

x0 = 0, x1 = y, xk+1 = xk − (F (xk) − y) (k � 2)

をとる。xk, xk+1 について、‖xk−1‖ � δ, ‖xk‖ � δ ならば、

‖xk+1 − xk‖ = ‖xk − (F (xk) − y) − xk−1 + (F (xk−1) − y)‖
= ‖xk − F (xk) − xk−1 + F (xk−1)‖ = ‖H(xk) −H(xk−1)‖
� εn‖xk − xk−1‖ � 1

2
‖xk − xk−1‖

最後の不等式は ε � 1
2n
としたからである。これにより、

‖xk+1 − xk‖ � 1
2k

‖x1 − x0‖ =
1
2k

‖y‖

従って、

‖xk+1‖ �
k∑
�=0

‖x�+1 − x�‖ � 1
2�

‖y‖ < 2‖y‖ � δ

従って、こうして得られる xk+1 は ‖xk+1‖ � δ を満たす。こうしてH のリプ

シッツ評価式は順に成立していることもわかる。こうして、xk はコーシー列で

あり、xに収束する。収束先の xに対して、x = x− (F (x)− y) であるから、

F (x) = yを満たす。

このような xで ‖x‖ � δを満たすものは、一意に定まる。実際、F (x1) = y1,

F (x2) = y2 とすると、
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F (x1) − F (x2) = x1 + (F (x1) − x1) − (x2 + (F (x2) − x2))

= x1 −H(x1) − (x2 −H(x2))

だから、

‖F (x1) − F (x2)‖ � ‖x1 − x2‖ − ‖H(x1) −H(x2)‖
� ‖x1 − x2‖ − 1

2
‖x1 − x2‖ � 1

2
‖x1 − x2‖

である。従って、‖x1 − x2‖ � 2‖y1 − y2‖で、xは y により一意に定まる。

G(y) = xとすると、Gは ‖y‖ � δ

2
で定義されており、リプシッツ連続である。

定義された Gが、C1 であることは次のように示す。

F (x2) − F (x1) = DF(x1)(x2 − x1) + r(x1,x2)‖x2 − x1‖

lim
x2→x1

r(x1,x2) = 0 であるが、書き直すと、

y2 − y1

=DF(G(y1))(G(y2) −G(y1)) + r(G(y1), G(y2))‖G(y2) −G(y1)‖

従って、

G(y2) −G(y1)

=DF(G(y1))
−1(y2 − y1) − r(G(y1), G(y2))

‖G(y2) −G(y1)‖
‖y2 − y1‖ ‖y2 − y1‖

である。もしも、DF = 1 − DH で DH の各成分の絶対値が
1
2n

以下であるとすると、DHk の各成分の絶対値は
1

2kn
以下である。従

って、
∞∑
k=0

DHk は絶対収束し、DF−1 を与える。従って、G(V ) におい

て DF は可逆である。また、
‖G(y2) −G(y1)‖

‖y2 − y1‖ � 2 である。従って、

lim
y2→y1

r(G(y1), G(y2))
‖G(y2) −G(y1)‖

‖y2 − y1‖ = 0ゆえ、G(y)は全微分可能であ

る。全微分は、DF(G(y1))
−1で、y1 に対して連続である。従って、Gは C1 級

である。さて、DF(G(y))
−1 は、
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V
G−−→ U

DF−−−→ GL(n;R) •−1

−−−−−→ GL(n;R)

y �−→ G(y) �−→ DF(G(y)) �−→ DF(G(y))
−1

という合成写像である。ここで、仮定からDF はCr−1 級写像、•−1は C∞級

写像である。r � 2とすると、r − 1 � 1であり、上に示した Gが C1 級であ

ることから、DG = DF(G(y))
−1は C1 級となり，Gは C2 級となる。同様に、

Gが Cs級が示されると、s � r− 1のとき、DG = DF(G(y))
−1は Cs 級とな

り、Gは Cs+1 級であることがわかる。従って Gは Cr 級である。

これで、ヤコビ行列が単位行列のときの逆写像定理が示された。

1. 3. 2 一般の場合の逆写像定理

一般の場合の逆写像定理の証明は、容易である。A = DF(x0) とし、L(x) =

A(x− x0) + F (x0)とおく。Aは可逆行列（正則行列）であるから、Lは逆写

像 L−1(y) = A−1(y − F (x0)) + x0 をもつ。

U
F−−−−→ Rn

+x0 ↑ ↑ L
U0 −−−−→

F0

Rn

F0 = x �−→ L−1F (x + x0) とおくと、F (x) = L(F0(x − x0)) であるが、

DF0(0) = DL−1
(F (x0))DF(x0) = A−1A = 1 であるから、F0 は 0の近傍 V0

上定義された局所的な逆写像 G0 : V −→ Rn をもつ。

そこで、　G(y) = G0(L−1(y)) + x0とおくと、Gは F (x0)の近傍 V で定

義され、

F (G(y)) =L(F0(G0(L−1(y)) + x0 − x0))

=L(F0(G0(L−1(y)))) = L(L−1(y)) = y,

G(V )上で、

G(F (x)) =G0(L−1(L(F0(x− x0)))) + x0

=G0(L−1(L(F0(x− x0)))) + x0

=G0(F0(x− x0)) + x0 = x − x0 + x0 = x

である。Gは Cr 級写像の合成であるから、Cr 級である。


