
多様体上に微分形式が定義され、外微分、ドラーム複体、積分の理論が出

来上がった。

多様体上では、アイソトピーによる変形を考えることが自然である。アイ

ソトピーの微分であるベクトル場と微分形式の関係を見ていこう。

23 多様体上のフローとベクトル場

M をコンパクト多様体とする。加法群RのM 上への作用、すなわち微分

可能写像 ϕ : R ×M −→ M で、ϕ(t, x) = ϕt(x)と書くとき、ϕsϕt = ϕs+t,
ϕ0 = idM を満たすものをM 上のフローと呼ぶ。フロー ϕtはM 上のベクト

ル場 ξで生成される。ベクトル場 ξに対し、ϕtは
dϕt(x)

d t
= ξ(ϕt(x))を満た

す多様体上の常微分方程式の解として定義される。座標近傍 (U, (x1, . . . , xn))

をとって書くと、ϕt(x) = (ϕ(1)
t (x), . . . , ϕ(n)

t (x)), ξ(x) =
n∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi
に対

して、
dϕ(i)

t (x)
d t

= ξi(ϕt(x))となっている。
M 上の関数 f に対し、(ϕt∗f)(x) = (f ◦ϕt)(x) = f(ϕt(x))をみると、f の

フローに沿う変化がわかる。その tについての微分が f のフローに沿う変化

率であるが、これは座標近傍 (U, (x1, . . . , xn))上では、

d(ϕt∗f)(x)
d t

=
( ∂f
∂xi

)
(ϕt(x))

dϕ(i)
t (x)
d t

=
( ∂f
∂xi

)
(ϕt(x))

ξi(ϕt(x))

と書かれる。ξを方向微分として f に作用させたものを ξ(f)と書くが、これ

は
(d(ϕt∗f)(x)

d t
)
t=0
に他ならないから、

ξ(f) =
(d(ϕt∗f)(x)

d t
)
t=0

=
( ∂f
∂xi

)
(x)
ξi(x)

となる。

接空間 Tx(M) の基底
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
については、

∂

∂xi
は、曲線 t �−→

(x1, . . . , xi−1, xi+ t, xi+1, . . . , xn)に沿う微分である。一方、余接空間 T ∗
x (M)

の基底 dx1, . . . , dxn については、dxj は xの近傍で xj であるような関数

の同値類である。xj の曲線 t �−→ (x1, . . . , xi−1, xi + t, xi+1, . . . , xn)に沿う
微分は δij , すなわち i = j のとき 1で i �= j のとき 0である。従って、接空
間 Tx(M), 余接空間 T ∗

x (M)は双対ベクトル空間であり、接空間 Tx(M)の基

底
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
, 余接空間 T ∗

x (M)の基底 dx1, . . . , dxnは双対基底である。

dxj(
∂

∂xi
) = δij のように書くことにする。

関数 f の全微分 d f は, d f =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi であったから、前ページの ξ(f)

は

ξ(f) =
( ∂f
∂xi

)
(x)
ξi(x) = (d f)(ξ)

と書かれる。

微分１形式のフローに沿う変化率は次のように考えられる。座標近傍 (U, (x1, . . . , xn))

において、α =
n∑
i=1

fi dxiに対し、ϕt∗α =
n∑
i=1

fi(ϕt(x)) dϕ(i)
t である。ここで、

( d
d t
)
t=0

fi(ϕt(x)) =
n∑
j=1

∂fi
∂xj

ξj

67



である。一方、dϕ(i)
t =

n∑
j=1

∂ϕ
(i)
t

∂xj
dxj だから、

( d
d t
)
t=0

dϕ(i)
t =

n∑
j=1

( d
d t
)
t=0

∂ϕ
(i)
t

∂xj
dxj

=
n∑
j=1

∂

∂xj

(dϕ(i)
t

d t
)
t=0

dxj =
n∑
j=1

∂ξi
∂xj

dxj

従って、次が得られる。

( d
d t
)
t=0

ϕt
∗α =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂fi
∂xj

ξj dxi +
n∑
i=1

n∑
j=1

fi
∂ξi
∂xj

dxj

( d
d t
)
t=0

ϕt
∗αを αの ξによるリー微分と呼び、Lξαと書く。

リー微分は多様体上で定義されるもっとも自然な微分作用素であり、一般

の微分形式に対しても同様に定義される。

一般の微分 p形式 αに対し、ϕt∗αを考えることができる。これは、tに対
し各点 x上で余接空間 T ∗

x (M)の p次外積
∧p

T ∗
x (M)の点を与えるものであ

るから、その微分
( d
d t
)
t=0

ϕt
∗α が微分 p形式として得られる。

定義 23.1 微分 p形式 αに対し、微分 p形式
( d
d t
)
t=0

ϕt
∗αは、αの ξによる

リー微分と呼ばれ、Lξαと書かれる。

【問題23.2】 微分 p形式α,微分 q形式β,ベクトル場 ξに対して、Lξ(α∧β) =
(Lξα) ∧ β + α ∧ (Lξβ) を示せ。
【問題 23.2の解答】

Lξ(α ∧ β) =
` d

d t

´
t=0

ϕt
∗(α ∧ β)

=
` d

d t

´
t=0

(ϕt
∗α ∧ ϕt∗β)

= (
` d

d t

´
t=0

ϕt
∗α) ∧ β + α ∧ (

` d

d t

´
t=0

ϕt
∗β)

= (Lξα) ∧ β + α ∧ (Lξβ)

【問題 23.3】 微分 p形式 α,ベクトル場 ξに対して次が成立することを示せ。

d(Lξα) = Lξ dα

【問題 23.3の解答】

d(Lξα) = d(
` d

d t

´
t=0

ϕt
∗α) =

` d

d t

´
t=0

ϕt
∗(dα) = Lξ(dα)

微分１形式 αに対して

Lξα =
( d
d t
)
t=0

ϕt
∗α =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂fi
∂xj

ξj dxi +
n∑
i=1

n∑
j=1

fi
∂ξi
∂xj

dxj

を書き換えることを考える。

Tx(M)に値をとる ξと T ∗
x (M)に値をとる αに対して、M 上の関数 α(ξ) =

n∑
i=1

fiξi が考えられるが、これの全微分 d(α(ξ))は、

d(α(ξ)) = d
n∑
i=1

fiξi =
n∑
j=1

n∑
i=1

fi
∂ξi
∂xj

dxj +
n∑
j=1

n∑
i=1

∂fi
∂xj

ξi dxj
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と計算される。この和のうち
n∑
j=1

n∑
i=1

fi
∂ξi
∂xj

dxj は、Lξα =
( d
d t
)
t=0

ϕt
∗αに

現れたものと同じである。そこで、

Lξα− d(α(ξ)) =
n∑
i=1

n∑
j=1

∂fi
∂xj

ξj dxi −
n∑
j=1

n∑
i=1

∂fi
∂xj

ξi dxj

をみると、これは α =
n∑
i=1

fi dxi の外微分

dα =
n∑
i=1

d fi ∧ dxi =
n∑
i=1

n∑
j=1

∂fi
∂xj

dxj ∧ dxi

と ξ =
n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
の成分から得られた “積” であるとみることができる。∧2 T ∗

xM の元と TxM の元の間の積を

(dxi ∧ dxj ,
∂

∂xk
) �−→

n∑
k=1

δki dxj −
n∑
k=1

δkj dxi

と考えると、dαと ξから上の項が得られる。この積は、外積 dxi ∧ dxj につ

いて、先頭の dxiと
∂

∂xk
の積を取り、外積の２番目以降の項は、先頭に移動

させて積を取るものである。後に述べるようにこれを iξ(dα)と書くと、

Lξα = d(α(ξ)) + iξ(dα)

となる。

定義 23.4 (内部積) T ∗
x (M)の p次外積

∧p T ∗
x (M)の基底 dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

と Tx(M)の基底
∂

∂xk
の内部積を

∧p−1 T ∗
x (M)の元として次で定義する。

i ∂
∂xk

(dxi1∧· · ·∧dxip) =
p∑
j=1

(−1)j−1
n∑
k=1

δkij dxi1∧· · ·∧dxij−1∧dxij+1∧· · ·∧dxip

内部積は微分 p形式 α =
∑

i1<···<ip
fi1···ip dxi1 ∧ · · · ∧ dxip , ベクトル場 ξ =

n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
に対し、次のように計算される。

iξα =
∑

i1<···<ip

p∑
j=1

(−1)j−1fi1···ipξij dxi1 ∧ · · · ∧ dxij−1 ∧ dxij+1 ∧ · · · ∧ dxip

注意 23.5 定義 23.4は座標近傍から定まる基底を用いているので、座標近傍のとり

方によらないことを確かめなければならない。これは、次の問題で確かめる。

【問題23.6】 (1)微分 p形式α,微分 q形式 βの外積α∧βに対し, iξ(α∧β) =
(iξα) ∧ β + (−1)pα ∧ (iξβ)が成立することを示せ。

(2) F : U −→ V をユークリッド空間の開集合U , V の間の微分同相写像とす
る。V 上の微分 1形式 α, V 上のベクトル場 ξに対し、F ∗(iξα) = iF−1∗ξF

∗α
を示せ。
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(3) F : U −→ V をユークリッド空間の開集合U , V の間の微分同相写像とす
る。V 上の微分 p形式 α, V 上のベクトル場 ξに対し、F ∗(iξα) = iF−1∗ξF

∗α
を示せ。
【問題 23.6の解答】(1) α =

X
i1<···<ip

fi1···ip dxi1 ∧ · · · ∧ dxip ,

β =
X

j1<···<jq
gj1···jq dxj1 ∧ · · · ∧ dxjq , ξ =

nX
i=1

ξi
∂

∂xi
に対し、

iξ(α ∧ β)

= iξ(
X

i1<···<ip

X
j1<···<jq

fi1···ipgj1···jq dxi1 ∧ · · · ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjq )

=

pX
k=1

X
i1<···<ip

X
j1<···<jq

(−1)kfi1···ipgj1···jqξik

dxi1 ∧ · · · ∧ dxik−1 ∧ dxik+1 ∧ · · · ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjq

+

qX
k=1

X
i1<···<ip

X
j1<···<jq

(−1)p+kfi1···ipgj1···jqξjk

dxi1 ∧ · · · ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1 ∧ dxjk+1 ∧ · · · ∧ dxjq
= (iξα) ∧ β + (−1)pα ∧ (iξβ)

(2) F (y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn)とし、α =

nX
i=1

fi dxi, ξ =

nX
i=1

ξi
∂

∂xi
とするとき、

iξα =

nX
i=1

fiξi である。一方、F ∗α =

nX
i=1

nX
j=1

(fi ◦ F )
∂xi
∂yj

dyj , F
−1∗ξ =

nX
i=1

nX
j=1

(ξi ◦

F )
∂yj
∂xi

∂

∂yj
だから、

iF−1∗ξF
∗α =

nX
i=1

nX
j=1

(fi ◦ F )
∂xi
∂yj

(ξi ◦ F )
∂yj
∂xi

=

nX
i=1

(fi ◦ F )(ξi ◦ F ) = F ∗(iξα)

となる。
(3) 微分０形式に対しては両辺０で正しい。V 上の微分 p形式 α, 微分 q形式 β, V

上のベクトル場 ξ に対し、F ∗(iξα) = iF−1∗ξF
∗α, F ∗(iξβ) = iF−1∗ξF

∗β を仮定す
ると,

F ∗(iξ(α ∧ β)) = F ∗((iξα) ∧ β + (−1)pα ∧ (iξβ))
= F ∗(iξα) ∧ F ∗β + (−1)pF ∗α ∧ F ∗(iξβ)
= iF−1∗ξF

∗α ∧ F ∗β + (−1)pF ∗α ∧ iF−1∗ξF
∗β

= iF−1∗ξ(F
∗α ∧ F ∗β)

= iF−1∗ξF
∗(α ∧ β)

(2)により、微分１形式に対して正しいから、帰納法により、fi1···ip dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

の形の単項式に対して正しい。単項式に対して正しいならば、単項式の線形和に対し

て正しいこともわかるから任意の微分 p形式に対して正しい。

微分０形式（関数）f , 微分１形式 αに対しすでに 69ページで計算したよ
うに次が成立する。

Lξf = ξ(f) = d f(ξ) = iξ(d f)
Lξα = d(α(ξ)) + iξ(dα) = d(iξα) + iξ(dα)

一般の微分形式に対して次が成立する。

命題 23.7 (カルタンの公式) 微分 p形式 α, ベクトル場 ξに対して次が成立

する。

Lξα = d(iξα) + iξ(dα)

証明 微分 p形式、微分 q形式に対して公式が成立していると仮定する。微
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分 p形式 α、微分 q形式 β の外積に対して

d(iξ(α ∧ β)) + iξ(d(α ∧ β))
= d((iξα) ∧ β + (−1)pα ∧ (iξβ)) + iξ((dα) ∧ β + (−1)pα ∧ (dβ))
= d(iξα) ∧ β + (−1)p−1(iξα) ∧ dβ + (−1)p(dα) ∧ (iξβ) + α ∧ d(iξβ)

+(iξ(dα)) ∧ β + (−1)p+1(dα) ∧ (iξβ) + (−1)p(iξα) ∧ (dβ) + α ∧ (iξ(dβ))
= d(iξα) ∧ β + α ∧ d(iξβ) + (iξ(dα)) ∧ β + α ∧ (iξ(dβ))
= (d(iξα) + iξ(dα)) ∧ β + α ∧ (d(iξβ) + iξ(dβ))
= (Lξα) ∧ β + α ∧ (Lξβ) = Lξ(α ∧ β)

69ページで計算したように、微分１形式に対して公式は正しいから、帰納法
により、fi1···ip dxi1 ∧ · · · ∧ dxip の形の単項式に対して正しい。単項式に対し
て正しいならば、単項式の線形和に対して正しいこともわかるから任意の微

分 p形式に対して正しい。 ■

ベクトル場 ξ =
n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
, η =

n∑
i=1

ηi
∂

∂xi
に対し、括弧積（ブラケット積）

[ξ, η]は [ξ, η] =
n∑
j=1

n∑
i=1

(
ξi
∂ηj
∂xi
− ηi ∂ξj

∂xi

) ∂

∂xj
のように書かれる

【問題 23.8】 微分１形式 α, ベクトル場 ξ, η に対し、LξLηα − LηLξα =
L[ξ,η]αを示せ。

【問題 23.8の解答】α =
nX
i=1

fi dxi に対し、Lξα =
nX
i=1

nX
j=1

` ∂fi
∂xj

ξj + fj
∂ξj
∂xi

´
dxi

だから、

LξLηα =

nX
i=1

nX
k=1

nX
j=1

„
∂

∂xk

` ∂fi
∂xj

ηj + fj
∂ηj
∂xi

´
ξk +

` ∂fj
∂xk

ηk + fk
∂ηk
∂xj

´∂ξj
∂xi

«
dxi

=
nX
i=1

nX
k=1

nX
j=1

„
∂2fi

∂xj∂xk
ηjξk +

∂fi
∂xj

∂ηj
∂xk

ξk +
∂fj
∂xk

∂ηj
∂xi

ξk + fj
∂2ηj
∂xi∂xk

ξk

+
∂fj
∂xk

ηk
∂ξj
∂xi

+ fk
∂ηk
∂xj

∂ξj
∂xi

«
dxi

LηLξα =
nX
i=1

nX
k=1

nX
j=1

„
∂

∂xk

` ∂fi
∂xj

ξj + fj
∂ξj
∂xi

´
ηk +

` ∂fj
∂xk

ξk + fk
∂ξk
∂xj

´∂ηj
∂xi

«
dxi

=

nX
i=1

nX
k=1

nX
j=1

„
∂2fi

∂xj∂xk
ξjηk +

∂fi
∂xj

∂ξj
∂xk

ηk +
∂fj
∂xk

∂ξj
∂xi

ηk + fj
∂2ξj
∂xi∂xk

ηk

+
∂fj
∂xk

ξk
∂ηj
∂xi

+ fk
∂ξk
∂xj

∂ηj
∂xi

«
dxi

であるが、それぞれの第１項は等しい。LξLηαの第３項、第５項は LηLξαの第５項、
第３項に等しい。従って、

LξLηα− LηLξα

=

nX
i=1

nX
k=1

nX
j=1

„
∂fi
∂xj

(
∂ηj
∂xk

ξk − ∂ξj
∂xk

ηk) + fj(
∂2ηj
∂xi∂xk

ξk − ∂2ξj
∂xi∂xk

ηk)

+fk(
∂ηk
∂xj

∂ξj
∂xi

− ∂ξk
∂xj

∂ηj
∂xi

)

«
dxi

=

nX
i=1

nX
k=1

nX
j=1

„
∂fi
∂xj

(
∂ηj
∂xk

ξk − ∂ξj
∂xk

ηk) + fj
∂

∂xi
(
∂ηj
∂xk

ξk − ∂ξj
∂xk

ηk)

«
dxi

= L[ξ,η]α

問題 23.8で述べた２つのベクトル場についてのリー微分の順序交換の式
は、微分１形式だけでなく、任意の微分 p形式に対して成立する。

【問題 23.9】 微分 p形式 α, ベクトル場 ξ, η に対して次が成立することを
示せ。

(LξLη − LηLξ)α = L[ξ,η]α
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【問題23.9の解答】微分０形式 fに対しては、LξLηf−LηLξf = ξ(η(f))−η(ξ(f)) =
[ξ, η](f) = L[ξ,η]f が成立する。微分１形式に対しては問題 23.8により正しい。
微分 p 形式 α, 微分 q 形式 β に対して、(LξLη − LηLξ)α = L[ξ,η]α, (LξLη −

LηLξ)β = L[ξ,η]β が成立するとする。外積 α ∧ β に対して、
(LξLη − LηLξ)(α ∧ β)

= Lξ(Lη(α ∧ β)) − Lη(Lξ(α ∧ β))
= Lξ((Lηα) ∧ β + α ∧ (Lηβ)) − Lη((Lξα) ∧ β + α ∧ (Lξβ))
= (Lξ(Lηα)) ∧ β + (Lηα) ∧ (Lξβ) + (Lξα) ∧ (Lηβ) + α ∧ (Lξ(Lηβ))

−(Lη(Lξα)) ∧ β − (Lξα) ∧ (Lηβ) − (Lηα) ∧ (Lξβ) − α ∧ (Lη(Lξβ))
= (Lξ(Lηα) − Lη(Lξα)) ∧ β + α ∧ (Lξ(Lηβ) − Lη(Lξβ))
= (L[ξ,η]α) ∧ β + α ∧ (L[ξ,η]β)
= L[ξ,η](α ∧ β)

が成立する。従って、帰納法により、単項式に対して、成立し、その線形和に対して

成立する。

リー微分ではなく、内部積については、微分 p形式 α, ベクトル場 ξ, η に
対しては、iξ(iηα) = −iη(iξα) が成立するすることが容易にわかる。リー微
分と、内部積に対して、次が成立する。

【問題 23.10】 iξLηα− Lηiξα = i[ξ,η]αを示せ。

【問題 23.10の解答】微分１形式 α =

nX
i=1

fi dxi に対して、

iξLηα− Lηiξα

= iξ(

nX
i=1

nX
j=1

` ∂fi
∂xj

ηj + fj
∂ηj
∂xi

´
dxi) −

nX
i=1

nX
j=1

ηi
∂

∂xi
(fjξj)

=

nX
i=1

nX
j=1

` ∂fi
∂xj

ηjξi + fj
∂ηj
∂xi

ξi
´ −

nX
i=1

nX
j=1

ηi(
∂fj
∂xi

ξj + fj
∂ξj
∂xi

)

=

nX
i=1

nX
j=1

`
fj(ξi

∂ηj
∂xi

− ηi
∂ξj
∂xi

)
´

= i[ξ,η]α

微分 p形式 α, 微分 q 形式 β に対して、(iξLη − Lηiξ)α = i[ξ,η]α, (iξLη − Lηiξ)β =
i[ξ,η]β が成立するとする。外積 α ∧ β に対して、

(iξLη − Lηiξ)(α ∧ β)
= iξ(Lη(α ∧ β)) − Lη(iξ(α ∧ β))
= iξ((Lηα) ∧ β + α ∧ (Lηβ)) − Lη((iξα) ∧ β + (−1)pα ∧ (iξβ))
= (iξ(Lηα)) ∧ β + (−1)p(Lηα) ∧ (iξβ) + (iξα) ∧ (Lηβ) + (−1)pα ∧ (iξ(Lηβ))

−(Lη(iξα)) ∧ β − (iξα) ∧ (Lηβ) − (−1)p(Lηα) ∧ (iξβ) − (−1)pα ∧ (Lη(iξβ))
= (iξ(Lηα) − Lη(iξα)) ∧ β + (−1)pα ∧ (iξ(Lηβ) − Lη(iξβ))
= (i[ξ,η]α) ∧ β + (−1)pα ∧ (i[ξ,η]β)
= i[ξ,η](α ∧ β)

が成立する。従って、帰納法により、単項式に対して、成立し、その線形和に対して

成立する。

【問題 23.11】 (1) R3 上の微分３形式 ω = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 を考える。線

形ベクトル場 ξ =
3∑

i,j=1

aijxj
∂

∂xi
が Lξω = 0を満たすための条件を求めよ。

(2) R3上の微分２形式 α = x1 dx2 ∧ dx3 − x2 dx1 ∧ dx3 + x3 dx1 ∧ dx2を

考える。線形ベクトル場 ξ =
3∑

i,j=1

aijxj
∂

∂xi
が Lξα = 0を満たすための条件

を求めよ。
【問題 23.11の解答】(1)

Lξω = d(iξω) + iξ(dω) = d(iξω)
= d(ξ1 dx2 ∧ dx3 − ξ2 dx1 ∧ dx3 + ξ3 dx1 ∧ dx2)

=

3X
i=1

∂ξi
∂xi

ω =

3X
i=1

aiiω
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だから、
3X
i=1

aii = 0が条件である。

(2)

Lξα = d(iξα) + iξ(dα)
= d(x1ξ2 dx3 − x1ξ3 dx2 − x2ξ1 dx3 + x2ξ3 dx1 + x3ξ1 dx2 − x3ξ2 dx1) + 3iξω
= ξ2 dx1 ∧ dx3 + x1 d ξ2 ∧ dx3 − ξ3 dx1 ∧ dx2 − x1 d ξ3 ∧ dx2

−ξ1 dx2 ∧ dx3 − x2 d ξ1 ∧ dx3 + ξ3 dx2 ∧ dx1 + x2 d ξ3 ∧ dx1

+ξ1 dx3 ∧ dx2 + x3 d ξ1 ∧ dx2 − ξ2 dx3 ∧ dx1 − x3 d ξ2 ∧ dx1)
+3ξ1 dx2 ∧ dx3 − 3ξ2 dx1 ∧ dx3 + 3ξ3 dx1 ∧ dx2

= ξ1 dx2 ∧ dx3 − ξ2 dx1 ∧ dx3 + ξ3 dx1 ∧ dx2

x1(a21 dx1 + a22 dx2) ∧ dx3 − x1(a31 dx1 + a33 dx3) ∧ dx2

−x2(a11 dx1 + a12 dx2) ∧ dx3 + x2(a32 dx2 + a33 dx3) ∧ dx1

+x3 d(a11 dx1 + a13 dx3) ∧ dx2 − x3(a22 dx2 + a23 dx3) ∧ dx1

= (a11 + a22 + a33)(x1 dx2 ∧ dx3 − x2 dx1 ∧ dx3 + x3 dx1 ∧ dx2)

だから、
3X
i=1

aii = 0が条件である。

(2) は次のようにして (1) から導くこともできる。Lξω = d(iξω) = 0 とする。

ε =
3X

i,j=1

δijxj
∂

∂xi
とする。[ε, ξ] = 0であるから、

0 = i[ε,ξ]ω = iεLξω − Lξiεω = −Lξiεω = −Lξα
従って、Lξα = 0となる。逆に、Lξα = 0ならば、0 = d(Lξα) = Lξ(dα) = 3Lξω
で Lξω = 0となる。
この計算を見ると、n次元ユークリッド空間上の n形式 dx1 ∧ · · · ∧ dxn, ベクトル

場 ε =
nX

i,j=1

δijxj
∂

∂xi
に対して

α = iεω =
nX
i=1

(−1)ixi dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

とおくと、ξ =

nX
i,j=1

aijxj
∂

∂xi
について、Lξω = 0となる条件と Lξα = 0となる条件

はともに
nX
i=1

aii = 0であることがわかる。

【問題 23.12】 ２次元球面 S2に対して問題 14.3（37ページ）のステレオグ
ラフ射影 πN : S2 \ {pN} −→ R2, πS : S2 \ {pS} −→ R2 を考える。

(1) R2 上の多項式係数のベクトル場の ξ = P (v1, v2)
∂

∂v1
+ Q(v1, v2)

∂

∂v2
について (πN−1)∗ξ が S2 上の微分可能ベクトル場に拡張するための条件を

求めよ。

(2) R2 上の多項式係数の微分１形式 α = P (v1, v2) d v1 +Q(v1, v2) d v2 に
ついて πN

∗α が S2上の微分可能微分形式に拡張するための条件を求めよ。

【問題23.12の解答】(u1, u2) = (
v1

v12 + v22
,

v2
v12 + v22

), (v1, v2) = (
u1

u1
2 + u2

2
,

u2

u1
2 + u2

2
)

となっている。
(1)

∂u1

∂v1

∂

∂u1
+
∂u2

∂v1

∂

∂u2
=

∂

∂v1
(

v1
v12 + v22

)
∂

∂u1
+

∂

∂v1
(

v2
v12 + v22

)
∂

∂u2

=
v2

2 − v1
2

(v12 + v22)2
∂

∂u1
+

−2v1v2
(v12 + v22)2

∂

∂u2

= (u2
2 − u1

2)
∂

∂u1
− 2u1u2

∂

∂u2
∂u1

∂v2

∂

∂u1
+
∂u2

∂v2

∂

∂u2
=

∂

∂v2
(

v1
v12 + v22

)
∂

∂u1
+

∂

∂v2
(

v2
v12 + v22

)
∂

∂u2

=
−2v1v2

(v12 + v22)2
∂

∂u1
+

v1
2 − v2

2

(v12 + v22)2
∂

∂u2

= −2u1u2
∂

∂u1
+ (u1

2 − u2
2)

∂

∂u2
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だから

πS∗(πN−1)∗ξ = P (
u1

u1
2 + u2

2
,

u2

u1
2 + u2

2
)((u2

2 − u1
2)

∂

∂u1
− 2u1u2

∂

∂u2
)

+Q(
u1

u1
2 + u2

2
,

u2

u1
2 + u2

2
)(−2u1u2

∂

∂u1
+ (u1

2 − u2
2)

∂

∂u2
)

P , Qの次数の大きい方を k とし, k 次の部分を Pk, Qk とすると、πS∗(πN−1)∗ξ の
−k + 2次の項が次で計算される。

(u2
2 − u1

2)Pk(u1, u2) − 2u1u2Qk(u1, u2)

(u1
2 + u2

2)k
∂

∂u1

+
−2u1u2Pk(u1, u2) + (u1

2 − u2
2)Qk(u1, u2)

(u1
2 + u2

2)k
∂

∂u2

k > 2 とすると、係数の分母は 2k 次だから、係数が (u1, u2) = (0, 0) に連続に拡
張するためには、分子（k + 2 次）がともに 0 であることが必要であるが、これは
Pk = Qk = 0でなければ不可能である。（次の k = 2の計算を参照。）
k = 2とすると、

(u2
2 − u1

2)P2(u1, u2) − 2u1u2Q2(u1, u2) = A(u1
2 + u2

2)2

−2u1u2P2(u1, u2) + (u1
2 − u2

2)Q2(u1, u2) = B(u1
2 + u2

2)2

から、
P2(u1, u2) = (u2

2 − u1
2)A− 2u1u2B

Q2(u1, u2) = −2u1u2A− (u2
2 − u1

2)B

のときに拡張する。P , Qの２次の項は上の形に限るから、これを引き去った１次同
次の項を考える。P1(u1, u2) = a1u1 + a2u2, Q1(u1, u2) = b1u1 + b2u2 とすると、

(u2
2 − u1

2)P1(u1, u2) − 2u1u2Q1(u1, u2)
= (u2

2 − u1
2)(a1u1 + a2u2) − 2u1u2(b1u1 + b2u2)

= −a1u1
3 − (a2 + 2b1)u1

2u2 + (a1 − 2b2)u1u2
2 + a2u2

3

= −a1u1(u1
2 + u2

2) − (a2 + 2b1)(u1
2 + u2

2)u2

+(2a1 − 2b2)u1u2
2 + (2a2 + 2b1)u2

3

−2u1u2P1(u1, u2) + (u1
2 − u2

2)Q1(u1, u2)
= −2u1u2(a1u1 + a2u2) + (u1

2 − u2
2)(b1u1 + b2u2)

= b1u1
3 + (−2a1 + b2)u1

2u2 + (−2a2 − b1)u1u2
2 − b2u2

3

= b1u1(u1
2 + u1

2) + (−2a1 + b2)(u1
2 + u2

2)u2

+(−2a2 − 2b1)u1u2
2 + (2a1 − 2b2)u2

3

従って P1(u1, u2) = a1u1 + a2u2, Q1(u1, u2) = −a2u1 + a1u2 となればよい。0次
のベクトル場は拡張する。
従って、求めるベクトル場の一般形は

{(v22 − v1
2)A− 2v1v2B + a1v1 + a2v2 + c1} ∂

∂v1

+{−2v1v2A− (v2
2 − v1

2)B − a2v1 + a1v2 + c2} ∂

∂v2

(2)

dv1 =
∂v1
∂u1

du1 +
∂v1
∂u2

du2 =
∂

∂u1
(

u1

u1
2 + u2

2
) du1 +

∂

∂u2
(

u1

u1
2 + u2

2
) du2

=
u2

2 − u1
2

(u1
2 + u2

2)2
du1 +

−2u1u2

(u1
2 + u2

2)2
du2

dv2 =
∂v2
∂u1

du1 +
∂v2
∂u2

du2 =
∂

∂u1
(

u2

u1
2 + u2

2
) du1 +

∂

∂u2
(

u2

u1
2 + u2

2
) du2

=
−2u1u2

(u1
2 + u2

2)2
du1 +

u1
2 − u2

2

(u1
2 + u2

2)2
du2

だから

πS
−1∗(πN )∗α

= P (
u1

u1
2 + u2

2
,

u2

u1
2 + u2

2
)(

u2
2 − u1

2

(u1
2 + u2

2)2
du1 +

−2u1u2

(u1
2 + u2

2)2
du2)

+Q(
u1

u1
2 + u2

2
,

u2

u1
2 + u2

2
)(

−2u1u2

(u1
2 + u2

2)2
du1 +

u1
2 − u2

2

(u1
2 + u2

2)2
du2)
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Pk, Qk を最高次の部分として、πS−1∗(πN )∗αの −k − 2次の項が次で計算される。

(u2
2 − u1

2)Pk(u1, u2) − 2u1u2Qk(u1, u2)

(u1
2 + u2

2)2+k
du1

+
−2u1u2Pk(u1, u2) + (u1

2 − u2
2)Qk(u1, u2)

(u1
2 + u2

2)2+k
du2

k = 0 とすると、係数の分母は 2k + 4 次だから、係数が (u1, u2) = (0, 0) に連続に

拡張するためには、分子（k + 2次）がともに 0であることが必要であるが、これは

Pk = Qk = 0でなければ不可能である。従って、多項式係数の微分形式は S2 に拡張

しない。

定義 23.13 (微分形式のベクトル場における値) 微分 p 形式 α, ベクトル場
ξ1, . . . , ξp に対し、α(ξ1, . . . , ξp) = iξp

· · · iξ1α と定義する（関数 f に対し

iξ d f = ξ(f)である）。

注意 23.14 α(ξ1, . . . , ξp) =
1

p!
iξp · · · iξ1αとする定義もある。

【問題 23.15】 微分 p形式 α, 微分 q形式 βに対し、(α∧β)(ξ1, . . . , ξp+q) =∑
j1···jpk1···kq

sign

(
1 · · · · · · p+ q

j1 · · · jpk1 · · · kq

)
α(ξj1 , . . . , ξjp)β(ξk1 , . . . , ξkq

) を示せ。た

だし、j1 · · · jpk1 · · · kqは1 · · · p+qを並べ替えたもので、sign

(
1 · · · · · · p+ q

j1 · · · jpk1 · · · kq

)
は置換の符号である。

【問題23.15の解答】iξp+q · · · iξ1(α∧β)に対しライプニッツ・ルール（問題 23.6）を用

いると、(iξjp
· · · iξj1

α)(iξkq
· · · iξk1

β)の±1倍の和となることがわかる。iξiη = −iηiξ
により順序を変えて iξkq

· · · iξk1
iξjp

· · · iξj1
(α∧β)における (iξjp

· · · iξj1
α)(iξkq

· · · iξk1
β)

の符号は１であるから、iξp+q · · · iξ1(α∧β)における (iξjp
· · · iξj1

α)(iξkq
· · · iξk1

β)の

符号は sign

„
1 · · · · · · p+ q
j1 · · · jpk1 · · · kq

«
となる。

【問題 23.16】 命題 23.7, 問題 23.10を用いて、次を示せ（これらを外微分、
リー微分の定義とすることもある）。

(1)微分１形式 αに対し、(dα)(ξ1, ξ2) = ξ1(α(ξ2))−ξ2(α(ξ1))−α([ξ1, ξ2]).
(2) 微分 p形式 αに対し、

(dα)(ξ1, . . . , ξp+1)

=
p+1∑
i=1

(−1)i−1ξi(α(ξ1, . . . , ξi−1, ξi+1, . . . , ξp+1))

+
∑
i<j

(−1)i+jα([ξi, ξj ], ξ1, . . . , ξi−1, ξi+1, . . . , ξj−1, ξj+1, . . . , ξp+1)

(3)

(Lξα)(ξ1, . . . , ξp)

= ξα(ξ1, . . . , ξp)−
p∑
i=1

α(ξ1, . . . , ξi−1, [ξ, ξi], ξi+1, . . . , ξp)

【問題 23.16の解答】
(1) 問題 23.10の式 iξ1Lξ2α− Lξ2 iξ1α = i[ξ1,ξ2]α について命題 23.7を用いると、

iξ1 iξ2 dα+ iξ1 d iξ2α− iξ2 d iξ1α− d iξ2 iξ1α = i[ξ1,ξ2]α が得られる。
αが微分１形式のとき、定義 23.13により書き換えると (dα)(ξ2, ξ1)+ ξ1(α(ξ2))−

ξ2(α(ξ1)) = i[ξ1,ξ2]α となるが、ξ1, ξ2 を入れ替えて、(dα)(ξ1, ξ2) = ξ1(α(ξ2)) −
ξ2(α(ξ1)) − α([ξ1, ξ2]) を得る。
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(2) 問題 23.10の式 iξ2iξ1 dα = iξ1 d iξ2α− iξ2 d iξ1α+ d iξ1 iξ2α− i[ξ1,ξ2]α を用
いて、

iξp+1 · · · iξ1 dα

=

p+1X
i=1

(−1)i−1iξi d(iξp+1 · · · iξi+1 iξi−1 · · · iξ1α)

+
X
i<j

(−1)i+jiξp+1 · · · iξj+1 iξj−1 · · · iξi+1 iξi−1 · · · iξ1 i[ξi,ξj ]α

を pについての帰納法で示す。p− 1次以下の微分形式に対して正しいと仮定する。α
を微分 p形式とする。
微分 p− 1形式 iξ1αについて、

iξp+1 · · · iξ2 d iξ1α

=

p+1X
i=2

(−1)iiξi d(iξp+1 · · · iξi+1 iξi−1 · · · iξ2 iξ1α)

+
X

1<i<j

(−1)i+jiξp+1 · · · iξj+1iξj−1 · · · iξi+1 iξi−1 · · · iξ2i[ξi,ξj ]iξ1α

また、微分 p− 1形式 iξ2αについて、

−iξp+1 · · · iξ3iξ1 d iξ2α

= −iξ1 d(iξp+1 · · · iξ3 iξ2α) −
p+1X
i=3

(−1)iiξi d(iξp+1 · · · iξi+1 iξi−1 · · · iξ3iξ1 iξ2α)

−
X
2<j

(−1)jiξp+1 · · · iξj+1 iξj−1 · · · iξ3 i[ξ1,ξj ]iξ2α

−
X

2<i<j

(−1)i+jiξp+1 · · · iξj+1iξj−1 · · · iξi+1 iξi−1 · · · iξ3 iξ1 i[ξi,ξj ]iξ2α

微分 p− 1形式 iξ1 iξ2αについて、

iξp+1 · · · iξ3 d iξ1 iξ2α
= −iξp+1 · · · iξ3 d iξ2iξ1α

= −
p+1X
i=3

(−1i−1iξi d(iξp+1 · · · iξi+1 iξi−1 · · · iξ3 iξ2iξ1α)

−
X

2<i<j

(−1)i+jiξp+1 · · · iξj+1 iξj−1 · · · iξi+1 iξi−1 · · · iξ3 i[ξi,ξj ]iξ2 iξ1α

従って、

iξp+1 · · · iξ3(iξ2 iξ1 dα)
= iξp+1 · · · iξ3(iξ1 d iξ2α− iξ2 d iξ1α+ d iξ1 iξ2α− i[ξ1,ξ2]α)

=

p+1X
i=1

(−1)i−1iξi d(iξp+1 · · · iξi+1 iξi−1 · · · iξ1α)

+
X
i<j

(−1)i+jiξp+1 · · · iξj+1 iξj−1 · · · iξi+1 iξi−1 · · · iξ1 i[ξi,ξj ]α

(3)
iξp · · · iξ1Lξα

= iξp · · · iξ2 i[ξ1,ξ]α+ iξp · · · iξ2Lξiξ1α
= iξp · · · i[ξ1,ξ]α+ iξp · · · iξ3i[ξ2,ξ]iξ1α+ iξp · · · iξ3Lξiξ2 iξ1α
= . . .

=

nX
i=1

iξp · · · iξi+1 i[ξi,ξ]iξi−1 · · · iξ1α+ Lξiξp · · · iξ1α

= ξα(ξ1, . . . , ξp) −
pX
i=1

α(ξ1, . . . , ξi−1, [ξ, ξi], ξi+1, . . . , ξp)

24 リー群

群 G が多様体の構造をもち、群演算 G × G −→ G が C∞ 級写像となる
とき、Gはリー群と呼ばれる。このとき、陰関数定理を用いると、逆元をと
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る演算 G −→ Gは C∞級写像となることがわかる（多様体入門・問題 4.3.3
参照）。

Gの元 gによる左移動 Lg : G −→ Gは Lg(h) = ghで定義される。

リー群Gの単位元1における接ベクトル v ∈ T1Gに対し、各点h ∈ Gにおい
て接ベクトル (Lh)∗v ∈ ThGを与える対応は左不変ベクトル場 ξ ((Lg)∗ξ = ξ)
を定める。左不変ベクトル場の全体 gと T1Gは同型なベクトル空間である。

左不変ベクトル場 ξ, ηのブラケット積 [ξ, η]は、左不変ベクトル場となる（多
様体入門・問題 8.2.6参照）。
単位元 1における余接空間T ∗

1Gの p次外積
∧p T ∗

1Gの元 aに対し、(Lh)∗a
は
∧p T ∗

h−1Gの元である。各点 h−1 ∈ Gにおいて (Lh)∗aを与える対応は左
不変 p形式 α ((Lg)∗α = α) を定める。

【問題 24.1】 左不変形式 αと左不変ベクトル場 ξの内部積 iξαは左不変形

式となることを示せ。
【問題 24.1の解答】問題 23.6(3)により,

(Lg)
∗(iξα) = i(Lg

−1)∗ξ(Lg)
∗α = iξα

左不変形式 αの外微分 dαは左不変形式であるが、このような計算には前
節の計算が役に立つ。

便利な事情は、次の事柄である。

g ∼= T1Gの基底 {e1, . . . , en} を１つとる。ブラケット積 [ei, ej ]はそれぞ
れ [ei, ej ] =

∑
k

ckijek の形で計算されているとする。余接空間 T1G には、

{e1, . . . , en} の双対基底 {e∗1, . . . , e∗n}を考えることができる。これに対して
d(e∗k)を問題 23.16(1)により計算すると次のようになる。

(d(e∗k))(ei, ej) = ei(e∗k(ej))− ej(e∗k(ei))− e∗k([ei, ej ])

ここで、e∗k(ej) = δkj , e∗k(ei) = δkiは定数関数だから、その方向微分 ei(e∗k(ej)),
ej(e∗k(ei))は 0である。従って

(d(e∗k))(ei, ej) = −e∗k([ei, ej ]) = −e∗k(
∑
k

ckijek) = −ckij

となる。

GL(N ; R)の部分群として行列で表されるリー群 Gに対して、行列 A ∈
T1(G) ⊂ T1(GL(N ; R) ∼= RN2

で表される左不変ベクトル場 A ∈ gが G上

に生成するフローは ϕAt (B) = BetA と書かれる。従って、左不変ベクトル

場 A ∈ gの B ∈ Gにおける値は、A(B) =
( d
d t
)
t=0

BetA = BA ∈ TBG ⊂
TB(GL(N ; R) ∼= RN2

と書かれる。ここで、左不変ベクトル場 A1, A2 のブ

ラケット積は次のように計算される。

[A1, A2](B) =
( d
d t
)
t=0

(ϕA1−t)∗A2(ϕ
A1
t (B))

=
( d
d t
)
t=0

(ϕA1−t)∗A2(BetA1)

=
( d
d t
)
t=0

(BetA1A2e
−tA1) = B(A1A2 −A2A1)

従って、左不変ベクトル場A1, A2のブラケット積は行列の交換子 [A1, A2] =
A1A2 −A2A1と一致する。

【問題 24.2】 (1) SO(3) のリー代数 so(3) ∼= T1SO(3) は 3 × 3 交代行列
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(tA + A = 0) で表される。基底 e1 =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

, e2 =

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

,

e3 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

に対し、[ei, ej ]を計算せよ。左不変微分１形式の基底を

双対基底 e∗1, e
∗
2, e

∗
3 とするとき、d e∗i を求めよ。

(2) SL(2; R)のリー代数 sl(2; R) ∼= T1SL(2; R)はトレースが 0の 2× 2行

列 (TrA = 0)で表される。基底H =

(
1 0
0 −1

)
, S =

(
0 0
1 0

)
, U =

(
0 1
0 0

)
に対し、これらのブラケット積を計算せよ。左不変微分１形式の基底を双対

基底H∗, S∗, U∗ とするとき、それらの外微分を求めよ。
【問題 24.2の解答】(1) [e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1.

d e∗1 = −e∗2 ∧ e∗3, d e∗2 = e∗1 ∧ e∗3, d e∗3 = −e∗1 ∧ e∗2.
(2) [H,S] = −S, [H,U ] = U , [S,U ] = −H.

dH∗ = S∗ ∧ U∗, dS∗ = H∗ ∧ S∗, dU∗ = −H∗ ∧ U∗.

Gがコンパクトリー群とすると、G自体の作用でG上の微分形式を平均す

ることができる。

一般に m次元多様体M に n次元コンパクトリー群 Gが滑らかに作用し

ているとする. すなわち、写像 ev : G × M � (g, x) �−→ Lgx ∈ M で、

Lg1(Lg2x) = Lg1g2x, L1x = xを満たすものが与えられているとする。

左不変微分形式を考えたのと同様にG上の右不変微分形式を考えることが

できる。G上には右不変 n形式 (n = dimGがある（右不変 1形式の基底 e∗1,

. . . , e∗nに対して、µ = e∗1∧· · ·∧e∗nをとればよい）。µを定数倍して、
∫
G

µ = 1

と仮定する。µは任意の h ∈ Gに対して Rh
∗µ = µを満たす。

M 上の微分 p形式 αに対し、ev∗ αは G×M 上の微分 p形式である。平

均するために、p+ n形式 (πG∗µ)∧ (ev∗ α)を考える。さらに直積G×M 上
で Gについてだけ積分し、微分 p形式 αの平均m(α)を

m(α)(x) =
∫
G×{x}

(πG∗µ) ∧ (ev∗ α)

で定義する。ここで、Gの G×M 上の作用を Lh(g, x) = (gh−1, h · x)と定
義すると、ev ◦Lh = evを満たす。従って、

Lh
∗((πG∗µ) ∧ (ev∗ α)) = (Lh∗πG∗µ) ∧ (Lh∗ ev∗ α)

= (πG∗Rh−1
∗µ) ∧ (ev∗ α)

= (πG∗µ) ∧ (ev∗ α)

従って、

(Lh∗(m(α)))(x) = (Lh)∗(
∫
G×{Lhx}

(πG∗µ) ∧ (ev∗ α))

=
∫
G×{x}

Lh
∗((πG∗µ) ∧ (ev∗ α))

=
∫
G×{x}

(πG∗µ) ∧ (ev∗ α)

=m(α)(x)

さて、αが閉 p形式、Gは弧状連結とする。pサイクル cに対して、
∫
c

m(α) =∫
G×c

(πG∗µ) ∧ (ev∗ α) =
∫
G

∫
{g}×c

(πG∗µ) ∧ (ev∗ α). ここで、Gが連結だか
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ら、
∫
Lg(c)

α =
∫
c

αである。よって、

∫
{g}×c

(πG∗µ) ∧ (ev∗ α) = (πG∗µ) ∧
∫
{g}×c

(ev∗ α)

= (πG∗µ) ∧
∫
Lg(c)

α = (πG∗µ) ∧
∫
c

α

であり、
∫
c

m(α) =
∫
c

αを得る。ドラームの定理により、m(α)のコホモロ

ジー類は αのコホモロジー類と一致する。

この議論により、コンパクト多様体M にコンパクト群Gが作用している

とき、M のドラームコホモロジー群は、M の G不変微分形式のドラーム・

コホモロジー群に等しい。

さて、コンパクト連結リー群に対し、Gの左不変微分形式は有限次元であ

り、G不変微分形式のドラーム・コホモロジー群が、有限次元ベクトル空間

のコチェイン複体上の外微分の計算から求まることになる。

【例 24.3】 問題 24.2(1)で述べた SO(3)の左不変微分形式のなすコチェイ
ン複体は

0 d−−→R[1] d−−→ R[e∗1]⊕R[e∗2]⊕R[e∗3]
d−−→ R[e∗2 ∧ e∗3]⊕R[e∗1 ∧ e∗3]⊕R[e∗1 ∧ e∗2] d−−→ R[e∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3] d−−→ 0

となり、問題24.2(1)の計算から、Hk
DR(SO(3)) ∼= R (k = 0, 3),Hk

DR(SO(3)) ∼=
0 (k �= 0, 3)がわかる。

25 平面場

多様体M 上の微分１形式 αは、各点 xに対し、余接空間 T ∗
x (M)の元を定

める。余接空間 T ∗
x (M)は接空間 Tx(M)の双対空間であるから、αの x ∈M

での値が 0でなければ kerαは接空間 Tx(M)の n− 1次元部分空間である。
多様体M 上の関数 f の全微分 d f が x0で 0でないとする。陰関数定理に

より、xの近傍で {x ∣∣ f(x) = f(x0)}は n− 1次元の部分多様体となる。実
際には、x0の近傍は n− 1次元の等位面で埋め尽くされ、ker d f はこの等位
面の接空間と一致する。

関数の全微分でなくてもその関数倍の形の微分１形式 g d f は、g(x0) �= 0
ならば、同じ n− 1次元部分多様体の族を定める。
α = g d f が x0 の近傍で 0でないとする。α ∧ dα = 0となる。実際、

α ∧ dα = g d f ∧ (d g ∧ d f) = 0

逆に次が成立する。

定理 25.1 多様体M 上の微分１形式 αが x0 の近傍で 0にならないとする。
α ∧ dα = 0と仮定すると、x0 の近傍上の関数 f , g で g d f �= 0となるもの
があり、α = g d f と書かれる。

証明 αに対してx0のまわりの座標近傍 (U,ϕ = (x1, . . . , xn))でα =
n∑
i=1

fi dxi

について、fn = 1とするものがとれる。この座標近傍上でn−1枠場 (ξ1, . . . , ξn−1)
を次のように作る。

ξi =
∂

∂xi
− fi ∂

∂xn
(i = 1, . . . , n− 1)
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仮定から α ∧ dα = 0であるが、これは

(
n∑
i=1

fi dxi) ∧ d(
n∑
k=1

fk dxk) =
n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

fi
∂fk
∂xj

dxi ∧ dxj ∧ dxk

と計算される。一方、

[ξi, ξj ] = [
∂

∂xi
− fi ∂

∂xn
,
∂

∂xj
− fj ∂

∂xn
]

=
(− ∂fj

∂xi
+
∂fi
∂xj

+ fi
∂fj
∂xn

− fj ∂fi
∂xn

) ∂

∂xn

α ∧ dαの dxi ∧ dxj ∧ dxnの係数は−∂fj
∂xi

+
∂fi
∂xj

+ fi
∂fj
∂xn

− fj ∂fi
∂xn

である。

従って、[ξi, ξj ] = 0となる。
ξ1, . . . , ξn−1 はRn−1 の局所的な作用を生成し、xを通るRn−1 の局所的

な作用の局所的軌道と x0 を通る
∂

∂xn
の軌道との交点を ϕ−1(0, . . . , 0, f(x))

とすると、ξ1, . . . , ξn−1 は ker d f を張るベクトル場（n − 1枠場）となる。
各点で α は d f の非零関数倍であるからある０にならない関数 g があって

α = g d f と書かれる。 ■

α = g d f が x0 の近傍で 0にならないならば、

dα = d g ∧ d f =
d g
g
∧ α

と書かれる。従って、α ∧ dα = 0 ならば, ある微分１形式 β が存在して

dα = β ∧ αと書かれる。
一般に次が成立する。

命題 25.2 多様体M 上の微分１形式 α, 微分 p形式 βを考える。αは 0にな
らないとする。α∧ β = 0ならば、微分 p− 1形式 γで β = γ ∧αを満たすも
のが存在する。

証明 T ∗
x (M) で通常の基底 dx1, . . . , dxn を取り替えることを考える。こ

の場合 e1 を α の x における値とするような、基底 e1, . . . , en をとること
が出来る。微分 p 形式は

∧p T ∗
x (M) に値を持つが、

∧p T ∗
x (M) の通常の基

底 {dxi1 ∧ · · · ∧ dxip}i1<···<ip は、基底 {ej1 ∧ · · · ∧ ejp}j1<···<jp に置き換
えられる。このような取替えは、x のまわりの座標近傍上で e2, . . . , en が
T ∗M への C∞写像となるように定義できる。このような基底の下で α = e1,
β =

∑
j1<···<jp

gj1···jpej1 ∧· · ·∧ejp と表示されるが、α∧β = 0であれば、1 < j1

となる gj1···jp は 0である。従って、β = e1 ∧ (
∑

j2<···<jp
g1j2···jpej2 ∧ · · · ∧ ejp)

となる。

M の上のような近傍による被覆 Uiを考え、それに従属した１の分割 λi を

とる。各 Ui 上で β = α ∧ γi となる微分 p − 1 形式 γi が与えられている。

γ =
∑
i

λiγi とおく。

α ∧ γ = α ∧
∑
i

λiγi =
∑
i

λiα ∧ γi =
∑
i

λiβ = β

となる。 ■

定理 25.1の条件は α∧dα = 0はある微分 1形式 βが存在して dα = β ∧α
と書かれることがわかった。
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多様体の点 xの近傍で定義された関数 F : U −→ Rの等位面となることを

一般化して多様体の点 xの近傍で定義された写像 F : U −→ Rq によって定

義される部分多様体の族になる場合を考える。

このとき、F のランクが q であるとする。このとき ϕ : U −→ Rn で近傍

F がRn = Rp ×Rq (p+ q = n) の射影Rn −→ Rq に一致するものが取れ

る。Rp の座標を (x1, . . . , xp), Rq の座標を (y1, . . . , yq)として、部分多様体
の接空間は ker dy1 ∩ · · · ∩ ker dyq で表される。

(aij)i,j=1,...,q を U からGL(q; R)への写像として、dy1, . . . , dyq の 1次結

合 αi =
q∑
j=1

aij dyj (j = 1, . . . , q)を考えても同じように部分多様体の族の接

空間は kerα1 ∩ · · · ∩ kerαq と書かれる。ここで、

dyj =
q∑

k=1

q∑
k=1

(a−1)jkak� dy� =
q∑

k=1

(a−1)jkαk

であるから

dαi =
q∑
j=1

d aij ∧ dyj

=
q∑
j=1

d aij ∧ (
q∑

k=1

(a−1)jkαk)

=
q∑

k=1

(
q∑
j=1

(a−1)jk d aij) ∧ αk

すなわち dαi =
q∑

k=1

βik ∧ αk となる微分 1形式 βik が存在する。

また、kerα1 ∩ · · · ∩ kerαq = ker γ1 ∩ · · · ∩ ker γq と書かれるとき、γi =
q∑
j=1

cijαj となるような GL(q; R)値の関数 cij が存在するが、次のようにし

て d γi =
q∑

k=1

δik ∧ γj となるようなとなる微分 1形式 δikが存在することがわ

かる。

d γi =
q∑
j=1

d cij ∧ αj

=
q∑
j=1

d cij ∧ αj +
q∑
j=1

cij dαj

=
q∑
j=1

d cij ∧ (
q∑

k=1

(c−1)jkγk) +
q∑
j=1

cij

q∑
k=1

βjk ∧ αk

=
q∑

k=1

(
q∑
j=1

(c−1)jk d cij +
q∑
j=1

cijβjk) ∧ αk

すなわち、p次元の接平面場を kerα1 ∩ · · · ∩ kerαq として局所的に記述する

微分 1形式 α1, . . . , αq について、dαi =
q∑

k=1

βik ∧ αk となる微分 1形式 βik

が存在するという条件は、q個の微分 1形式 α1, . . . , αq のとり方に依存しな
いことがわかった。

定理 25.3 (フロベニウスの定理) 多様体Mp+q 上の p次元接平面場が、x ∈
M の近傍 U の各点で 1 次独立な微分１形式 α1, . . . , αq により、kerα1 ∩
· · · ∩ kerαq と表示されているとする。この接平面場が、xの近傍 V で定義さ

れたランク q の写像 F : V −→ Rq により定義される p次元部分多様体の族
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の接平面場となるための必要十分条件は dαi =
q∑

k=1

βik ∧ αk となる微分 1形

式 βik が存在することである。

証明 前の議論で、必要条件であることは述べた。十分条件であることを示す。

座標近傍 (U, (x1, . . . , xp; y1, . . . , yq))において、p次元接平面場は (y1, . . . , yq)

への射影に横断的であるとする。このとき、接平面場は
∂

∂xi
+

q∑
�=1

b�i
∂

∂y�
(i = 1,

. . . , p) により張られる。このとき、α1, . . . , αq を、kerα1 ∩ · · · ∩ kerαq を

変えないようにとりかえて、α� = dy� −
p∑
i=1

b�i dxi (� = 1, . . . , q)と置くこ

とができる。

p 次元部分多様体の族の接平面場となるとき、ベクトル場 ξi =
∂

∂xi
+

q∑
�=1

b�i
∂

∂y�
(i = 1, . . . , p) は可換となる。なぜなら、ベクトル場 ξ は p 次

元部分多様体の接空間に接しているので、ブラケット積 [ξi, ξj ]は、各点で p

次元部分多様体の接空間に値を持つ。従って [ξi, ξj ]は ξi (i = 1, . . . , p)の 1
次結合とならなければいけない。一方、[ξi, ξj ]の ∂

∂xk
(k = 1, . . . , p) の成分

は 0であるから、この 1次結合は 0である。

ベクトル場 ξi =
∂

∂xi
+

q∑
�=1

b�i
∂

∂y�
(i = 1, . . . , p)が可換である条件を求め

ると次のようになる。

[
∂

∂xi
+

q∑
�=1

b�i
∂

∂y�
,
∂

∂xj
+

q∑
m=1

bmj
∂

∂ym
]

=
q∑

m=1

∂bmj
∂xi

∂

∂ym
−

q∑
�=1

∂b�i
∂xj

∂

∂y�
+

q∑
�,m=1

b�i
∂bmj
∂y�

∂

∂ym
−

q∑
�,m=1

bmj
∂b�i
∂ym

∂

∂y�

=
q∑

m=1

(
∂bmj
∂xi

− ∂bmi
∂xj

+
q∑
�=1

b�i
∂bmj
∂y�

−
q∑
�=1

b�j
∂bmi
∂y�

)
∂

∂ym

α� = dy� −
p∑
i=1

b�i dxi (� = 1, . . . , q) について, β�i =
p∑
j=1

f�ij dxj +

q∑
j=1

g�ij dyj が、定理の条件を満たすとすると、

d(dy� −
p∑
i=1

b�i dxi)

=−
p∑
i=1

p∑
j=1

∂b�i
∂xj

dxj ∧ dxi −
p∑
i=1

q∑
j=1

∂b�i
∂yj

dyj ∧ dxi

=
q∑
i=1

(
p∑
j=1

f�ij dxj +
q∑
j=1

g�ij dyj) ∧ (dyi −
p∑
k=1

bik dxk)

であるから、係数は次を満たす。

g�ij = g�ji

∂b�i
∂yj

= f�ji +
q∑

k=1

g�kjbki

∂b�i
∂xj
− ∂b�j
∂xi

=
q∑

k=1

f�kjbki − f�kibkj
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このとき、

∂bmj
∂xi

− ∂bmi
∂xj

+
q∑
�=1

b�i
∂bmj
∂y�

−
q∑
�=1

b�j
∂bmi
∂y�

=−
q∑

k=1

(fmkjbki − fmkibkj)

+
q∑
�=1

b�i(fm�j +
q∑

k=1

gmk�bkj)−
q∑
�=1

b�j(fm�i +
q∑

k=1

gmk�bki)

=
q∑
�=1

q∑
k=1

gmk�b�ibkj −
q∑
�=1

q∑
k=1

gmk�bkib�j

=
q∑
�=1

q∑
k=1

gm�kb�ibkj −
q∑
�=1

q∑
k=1

gmk�bkib�j = 0

最後の行は、gmk� = gm�k を用いた。 ■

微分 p形式 αに対してもその xにおける零化空間 kerαを

kerα = {v ∈ Tx(M)
∣∣ ivα = 0 ∈

p−1∧
T ∗
x (M)}

により定義できる。

kerαは線形空間である。α =
∑

i1<···<ip
fi1···ip dxi1 ∧ · · ·∧dxip は線形空間で

ある。実際 ξ =
n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
, η =

n∑
i=1

ηi
∂

∂xi
に対し、iξα =

p∑
j=1

fi1···ipξij dxi1 ∧

· · ·∧dxij−1 ∧dxij+1 ∧ · · ·∧dxip = 0, iηα =
p∑
j=1

fi1···ipηij dxi1 ∧ · · ·∧dxij−1 ∧

dxij+1 ∧ · · · ∧ dxip = 0とすると、a, b ∈ Rに対し、

iaξ+bηα

=
p∑
j=1

fi1···ip(aξij + bηij ) dxi1 ∧ · · · ∧ dxij−1 ∧ dxij+1 ∧ · · · ∧ dxip

= a

p∑
j=1

fi1···ipξij dxi1 ∧ · · · ∧ dxij−1 ∧ dxij+1 ∧ · · · ∧ dxip

+b
p∑
j=1

fi1···ipηij dxi1 ∧ · · · ∧ dxij−1 ∧ dxij+1 ∧ · · · ∧ dxip = 0

【例 25.4】 (1) n次元多様体の 0とならない微分 n形式Ωに対し、kerΩ = 0
である。

(2) T0R
4 において ker(dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4) = 0. T0R

6 において

ker(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + dx4 ∧ dx5 ∧ dx6) = 0.

n次元多様体M が各点で 0とならない微分形式Ω を持つとする（向き付

けを持つことと同値である）。ベクトル場 ξ の Ω に対するダイバージェンス

div ξとは、次を満たす関数である。LξΩ = (div ξ)Ω.

Rn の微分 n 形式、dx1 ∧ · · · ∧ dxn, ベクトル場 ξ =
n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
に対し、

div ξ =
n∑
i=1

∂ξi
∂xi
となる。

注意 25.5 モーザーにより、コンパクト向き付け可能多様体M 上の２つの各点で

0 とならない微分 n 形式 Ω0, Ω1 に対し、F0 が恒等写像であるようなアイソトピー

Ft : M −→M で、F1
∗Ω0 = Ω1 とするものが存在することが示されている。

【問題 25.6】 Rn 上の微分２形式 ωが、kerω = 0を満たすなら、nは偶数
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(n = 2m)で、T0R
nの基底 e1, . . . , e2mで ω(0) = e1∧ e2 + · · ·+e2m−1∧ e2m

と書かれる。

注意 25.7 ダルブーの定理により、多様体上の閉２形式 ωが、kerω = 0を満たすな

ら、多様体の次元は上の問により偶数 (n = 2m)となるが、さらに各点のまわりの座

標近傍 (U, ϕ = (x1, . . . , x2m))で、ω = dx1 ∧ dx2 + · · · + dx2m−1 ∧ dx2m となるも

のが存在する。

定義 25.8 多様体上の閉２形式ωで kerω = 0を満たすものをシンプレクティ
ク形式と呼ぶ。シンプレクティク形式を指定した多様体をシンプレクティク

多様体と呼ぶ。

ベクトル場 ξがシンプレクティク形式 ωを保つとすると、Lξω = 0となる
が、カルタンの公式により Lξω = d iξω + iξ dω = d iξωであるから、iξωは
閉 1形式となる。R2m 上のシンプレクティク形式 ωに対しては、iξω = d f
となる関数 f が存在する。これを ξのハミルトン関数と呼ぶ。

ξ(f) = (d f)(ξ) = iξiξω = 0だから、ξ の生成するフローに沿って f の値

は不変である。すなわちフローの軌道は f の等位面上にある。

閉微分１形式 αに対し、iξω = αとなる ξ は一意的に定まる。このような

ξは Lξω = 0を満たす。
R2m 上のシンプレクティク形式 ω = dx1 ∧ dx2 + · · · + dx2m−1 ∧ dx2m

に対し、f(x1, . . . , x2m) の（全微分 d f の）定める ω を保つベクトル場は、
∂f

∂x2

∂

∂x1
− ∂f

∂x1

∂

∂x2
+ · · ·+ ∂f

∂x2m

∂

∂x2m−1
− ∂f

∂x2m−1

∂

∂x2m
である。
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