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定義 [向き付けを持つ多様体] 多様体 M の座標近傍系 {(Ui, ϕi)} に対し，γij : ϕj(Ui ∩ Uj) −→
ϕi(Ui ∩Uj)を座標変換とする．γij のヤコビ行列式がすべて正であるような座標近傍系が存在する

とき多様体は向き付けを持つという．γij のヤコビ行列式がすべて正であるような座標近傍系を１

つとってあるとき、多様体は向き付けられているという。

定義 [台] 多様体M 上の微分 p形式 αの台 supp α = {x ∈ M
˛̨

α(x) �= 0}

定義 [積分] 向き付けられた座標近傍 (U, ϕ = x = (x1, . . . , xn))のコンパクト部分集合K に台をも

つ微分 n形式 αの積分
Z

ϕ−1
αは、

Z
ϕ(U)

f(x)dx1 · · · dxn として定義される。

コンパクトで向き付けられた多様体M 上の微分 n 形式 α の積分を、向き付けられた座標近傍系

{(Ui, ϕi)}に従属する１の分割 {λi}を用いて、
Z

M

α =
X

i

Z
ϕi

−1
λiα で定義する。

定義 [境界を持つ多様体] 境界を持つ多様体は、多様体の定義において、ϕi : Ui −→ Rn を ϕi :

Ui −→ R50 ×Rn−1 として得られる。ϕi の値域が {0} ×Rn−1 と交わらない場合は、もともとの

多様体の定義と変わらない。∂M =
[

ϕi
−1({0}×Rn−1) ⊂ M は n− 1次元多様体となる。M の

座標近傍系が、向き付けを定めているとき、ϕi|∂M は、像が Rn−1 にある座標近傍系として、向

き付けを定めている。これを、M の向き付けから定まる ∂M の向き付けと呼ぶ。

定義 [内部積] Rn の開集合上のベクトル場 ξ =
nX

i=1

ξi
∂

∂xi
と微分 p形式 α =

X
i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧

· · · ∧ dxip の内部積 (interior product)iξαは以下で定義される (i(ξ)αと書く文献も多い)。

iξα =
X

i1<···<ip

pX
j=1

(−1)j−1fi1···ipξij dxi1 ∧ · · · ∧ dxij−1 ∧ dxij+1 ∧ · · · ∧ dxip

問題１．Rn 上のベクトル場 ξ =
n∑

i=1

ξi
∂

∂xi
について、

n∑
i=1

∂ξi

∂xi
= 1とする。

ω = iξdx1 ∧ · · · ∧ dxn に対し、dω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn を示せ。

問題２．R3 上の微分２形式 ω = x1dx2 ∧ dx3 − x2dx1 ∧ dx3 + x3dx1 ∧ dx2 を考える。

単位球面の埋め込み ι : S2 −→ R3について S2に {(x1, x2, x3)
∣∣ x1

2 + x2
2 + x3

2 � 1}の
境界としての向きを入れる。

∫
S2

ι∗ωを計算せよ。

注意：ξ =
3∑

i=1

xi
∂

∂xi
は S2 に沿って ‖ξ‖ = 1であり、iξdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = ωである。

問題３．向き付けをもつ連結 n次元閉多様体M1, M2 の間の写像 F : M1 −→ M2 に対

し、次を満たす整数mが存在することを示せ。

M2 上の任意の n形式 αに対して、
∫

M1

F ∗α = m

∫
M2

αが成立する。

（閉多様体は境界をもたないコンパクト多様体のこと。このmを F の写像度という。）

ヒント：向き付けをもつ連結 n次元閉多様体に対し、Hn
DR(M) ∼= Rであり、同型はM



上の積分で与えられる。F : M1 −→ M2 の正則値 y ∈ M2 をとると、yの座標近傍 V で

F−1(V )の連結成分 U1, . . . , Ukについて、F |U1, . . . , F |Ukが微分同相となるものが取れ

ることを示す。αが V に台を持つときに題意を示す。

定義 [ガウス写像] M を向き付け可能な曲面（２次元多様体）とし、M のR3 への埋め込み（また

は、はめ込み）ιが与えられているとする。M の各点 pに対し、n(p)を ι(M)の単位法ベクトルと

する。すなわち、n(p) ∈ Tι(p)R
3 は ι∗(TpM) ⊂ Tι(p)R

3 に直交し、‖n(p)‖ = 1とする。n(p)は p

について連続にとられているとする。写像 Ti(p)R
3とR3を同一視して得られる写像 n : M −→ S2

をガウス写像という。

問題４．(1) T 2 = {(cosu(2 + cos v), sin u(2 + cos v), sin v) ∈ R3
∣∣ u, v ∈ R}とすると

き、n(u, v)を求めよ。T 2 上で

x1√
x1

2 + x2
2
(
√

x1
2 + x2

2 − 2)
∂

∂x1
+

x2√
x1

2 + x2
2
(
√

x1
2 + x2

2 − 2)
∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3

と一致することを確かめよ。

(2) 問題２の ωに対し、
∫

T 2
n∗ωを計算せよ。

(3) in(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3)を T 2 上で積分せよ。

(4) 問題２の ωに対し、
∫

T 2
ωを計算せよ。

問題５．(1) 向き付けられた連結閉多様体M のR3への埋め込み（または、はめ込み）の

連続な族 ιtに対し、nt : M −→ S2 をそれ付随するガウス写像とする．
∫

M

nt
∗ωは 4πの

倍数であることを示せ。

(2) 向き付けられた連結閉多様体M のR3 への埋め込み（または、はめ込み）ιに対し,
定義されるガウス写像 nに対し、(0, 0,±1)が正則値であるとする。M 上の関数 x3はM

上のモース関数であることを示せ。

(3) ガウス写像 nの写像度の絶対値は x3についての（極大値の個数＋極小値の個数－鞍

点の個数）の絶対値と一致することを示せ。

ヒント：n−1(±1, 0, 0)の点の近傍で、Mは {(x1, x2, x3(x1, x2))}の形に書かれる。これに対

し、n(x1, x2) =

„
−

∂x3

∂x1r
1 + (

∂x3

∂x1
)2 + (

∂x3
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«

(±1, 0, 0)の近傍における S2の座標関数を (x1, x2, x3) �−→ (
x1

x3
,
x2

x3
)とするとn(x1, x2) =

(
∂x3

∂x1
,
∂x3

∂x2
)であるから、ヤコビ行列は
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となる。


