
コンパクト多様体のドラームコホモロジー群は有限次元のベクトル空間で

あることがわかった。これは、多様体M 上の微分 p形式 αに対して、dβ = α

となる微分 p− 1形式 β の存在に対して、次の結論を与える。このような β

が存在するための必要十分条件は dα = 0かつ [α] = 0 ∈ Hp
DR(M)であるこ

とである。

これは、一方で多くのことを物語っている。たとえば、Hp
DR(M) ∼= 0がわ

かっていれば、αが具体的に与えられたとき、dα− 0となるかどうかは、具
体的に局所座標系をとって計算されるから、これを計算して 0となれば、β
の存在がわかる。Hp

DR(M) ∼= Rdならば、α1, . . . , αd+1という d+ 1個の閉
p形式が与えられたとき、その非自明な１次結合で dβ と書かれるものがあ
ることがわかる。

しかし、現在のところ、与えられた閉形式 αに対して、[α] = 0となるかど
うかを判定する道具は、マイヤービエトリス完全列を使うか、チェック・ド

ラーム複体を追いかけて、チェック複体上でコホモロジー類を計算すること

しか提示していない。

ドラーム理論はもっと重要なことも含んでいて、[α] = 0かどうかの判定は
有限個の積分を計算することでできることがわかる。

16 閉微分１形式

多様体M 上の微分 1形式に対しては、見通し良く説明できる。
連結な多様体M の１点 x0 をとる。点 x ∈ M に対し xと x0 を結ぶ曲線

γx : [0, 1] −→M (γx(0) = x0, γx(1) = x)をとり、連結な多様体M 上の関数

f とその全微分 α = d f に対して、

f(x)− f(x0) = f(γx(1))− f(γx(0)) =
∫ 1

0

d f ◦ γx
d t

d t

であるが、多様体上の微分形式の定義 7.6（22ページ）、微分形式の引き戻し

の命題 9.6（25ページ）によれば、
d(f ◦ γx)

d t
d t = γx

∗ d f である。すなわち、∫
γx

α =
∫
γx

d f を α = d f を γx で引き戻した γx
∗α = γx

∗ d f の [0, 1]上の

積分
∫ 1

0

γx
∗α =

∫ 1

0

γx
∗ d f として定義すると、f(x)− f(x0) =

∫ 1

0

γx
∗αで

ある。

閉微分 1形式 αに対して、積分
∫
γx

α =
∫ 1

0

γx
∗α の値が、x0 と xを結ぶ

曲線のとり方によらなければ、f(x) =
∫
γx

αと定義すると α = d f となる。

これは、多様体の１点 y の座標近傍上の点 xに対し、x0 と xを結ぶ曲線を

x0 と yを結び、問題 2.8（5ページ）のような yと xを結ぶ曲線の結合とし

てとることにすれば、問題 2.8の結果からわかる。
さて、x0, xを結ぶ２つの曲線 γ

(1)
x , γ(2)

x に対して、γ = γ
(2)
x γ

(1)
x を γ

(1)
x に

沿って x0から xに行き、γ(2)
x を逆向きにたどって、xから x0 にもどる閉曲

線とすると、x0と xを結ぶ曲線のとり方によらないということは、このよう

な閉曲線 γ に沿う積分が 0になるということである。次のことがわかる。

α = d f となる関数が存在することと、任意の閉曲線 γに対して、
∫
γ

α = 0

となることは同値である。

従って、[α] ∈ H1
DR(M)が 0でなければ、ある閉曲線 γ に対して

∫
γ

α �= 0

となる。
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ここで、M がコンパクトなら、閉 1形式 αに対しては、次のことが成り立

つ。H1
DR(M) ∼= Rk とする。M 上の k 個の閉曲線 γ1, . . . , γk が存在して、∫

γi

α = 0 (i = 1, . . . , k)ならば α = d f となる関数 f が存在する。

これは、k次元ベクトル空間 V とベクトル空間W が与えられ、さらに双線

形形式 〈·, ·〉 : V ×W −→ Rで 0でない任意の v ∈ V に対し、〈v, w〉 �= 0 とな
る w ∈W があるという場合、V の基底 v1, . . . , vk に対し、W の元 w1, . . . ,
wk で

(〈vi, wj〉)i,j=1,...,k
が正則行列になるものがあるという命題である。

今の場合に即して書くと、実際H1
DR(M) ∼= Rkの基底となる [α1], . . . , [αk]

をとったとする。
( ∫

γj

αi
)
i,j=1,...,m

が正則であるとする。(
∫
γ1

αm+1, . . . ,

∫
γm

αm+1)

に対し、(a1, . . . , am)が一意的に定まり、

(
∫
γ1

αm+1, . . . ,

∫
γm

αm+1) =
m∑
i=1

ai(
∫
γ1

αi, . . . ,

∫
γm

αi)

となる。すなわち、
∫
γj

(αm+1 −
m∑
i=1

aiαi) = 0 (j = 1, . . . , m) となる。

αm+1 −
m∑
i=1

aiαi �= 0 だから、γm+1 を
∫
γm+1

(αm+1 −
m∑
i=1

aiαi) �= 0 を満

たすようにとる。
( ∫

γj

αi
)
i,j=1,...,m+1

のランクは、最後の行を (
∫
γj

(αm+1 −
m∑
i=1

aiαi))j=1,...,mに取り替えたものと等しい。このとき、
∫
γj

(αm+1−
m∑
i=1

aiαi) =

0 (j = 1, . . . , m)と γm+1のとりかたから、ランクはm+ 1となる。従って、

[α1], . . . , [αk]に対して、
( ∫

γj

αi
)
i,j=1,...,k

が正則であるような γ1, . . . , γkが

取れたことになる。

さて、閉 1形式 αに対して、
∫
γi

α = 0 (i = 0, . . . , k)とすると、[α] = 0 ∈
H1
DR(M)であることがわかる。従って、α = d f と書かれる。

【例 16.1】 n次元トーラス Tn = Rn/Znの１次元ドラームコホモロジー群

はRnと同型で基底として、[dx1], . . . , [dxn]がとれる。ただし、Rnの基底

を e1, . . . , en ととり、座標を (x1, . . . , xn)としている。γi : [0, 1] −→ Rn を

γi(t) = tei で定義すると
∫
γi

d zj = δij (δii = 1, i �= j ならば δij = 0) であ

る。Tn 上の閉１形式 αに対して、
∫
γi

α = 0 (i = 1, . . . , n)ならば α = d f

となる関数 f がある。一般に、α −
n∑
i=1

(
∫
γi

α) dxi = d f をみたす関数 f が

存在する。

17 単体からの写像に沿う積分

前節の考察を次数の高い閉微分形式に対して拡張するために、単体からの

写像に沿う積分を考える。

直方体から多様体M への写像 κ : [a1, b1]× · · · × [ap, bp]に沿ってM 上の

微分形式を積分することを考える。ここまでの引き戻しについての議論から

次のように考えれば良い。

微分 p形式 αを κで引き戻すと、直方体 [a1, b1]× · · · × [ap, bp]上の微分 p
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形式 κ∗αが得られる。pは直方体の次元と一致しているので、

κ∗α = f(t1, . . . , tp) dt1 ∧ · · · ∧ dtp

と書かれる。そこで、
∫
κ

α =
∫

id

κ∗α =
∫ b1

a1

· · ·
∫ bp

ap

f(t1, . . . , tp) dt1 · · ·dtp
と定義する。

直方体からの写像に沿う積分と同様に、単体からの写像に沿う積分が定義

される。

p次元単体∆p は、

∆p = {(x1, . . . , xp) ∈ Rn
∣∣ 1 � x1 � · · · � xp � 0}

で定義される。∆p 上の p形式 f(x1, . . . , xp) dx1 ∧ · · · ∧ dxp の積分を∫
∆p

f(x1, . . . , xp) dx1 ∧ · · · ∧ dxp

=
∫ 1

x1=0

( · · · ( ∫ xi−1

xi=0

( · · · ( ∫ xp−1

xp=0

f(x1, . . . , xp) dxp
) · · · ) dxi

) · · · ) dx1

で定義する。また、p次元単体∆p から多様体M への写像 σ : ∆p −→M に

沿うM 上の微分 p形式の積分
∫
σ

α を次で定義する。

∫
σ

α =
∫

∆p

σ∗α

多様体M への有限個の写像 σi : ∆p −→M (i = 1, . . . , j)の形式的線形和
j∑
i=1

aiσi (ai ∈ R)を pチェインと呼ぶ。pチェイン上の積分は、

∫
Pj

i=1 aiσi

α =
j∑
i=1

ai

∫
σi

α =
j∑
i=1

ai

∫
∆p

σi
∗α

で定義される。

直方体からの写像に対して述べたストークスの定理（問題 4.9（11ページ））
を単体からの写像に対してストークスの定理を定式化するために、つぎの写

像を定義する。

k = 0, . . . , pに対して、εk : ∆p−1 −→ ∆p を次で定義する。

ε0(x1, . . . , xp−1) = (1, x1, . . . , xp−1),
εk(x1, . . . , xp−1) = (x1, . . . , xk, xk, . . . , xp−1) (0 < k < p),
εp(x1, . . . , xp−1) = (x1, . . . , xk, . . . , xp−1, 0)

このとき、境界 ∂σを ∂σ =
p∑
k=0

(−1)kσ ◦ εk により定義する。

このとき次が成立する。

定理 17.1 (単体からの写像についてのストークスの定理) C∞ 級多様体 M

への C∞級写像 σ : ∆p −→M と、M 上の微分 p− 1形式 αに対し、次が成

立する。 ∫
σ

dα =
∫
∂σ

α
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証明 ∆p 上の p − 1形式 σ∗αは σ∗α =
p∑
k=1

(−1)k−1fk dx1 ∧ · · · ∧ dxk−1 ∧

dxk+1 ∧ · · · ∧ dxp と書かれ、dα =
p∑
k=1

∂fk
∂xk

dx1 ∧ · · · ∧ dxp である. αk =

(−1)k−1fk dx1 ∧ · · · ∧ dxk−1 ∧ dxk+1 ∧ · · · ∧ dxp に対して、
∫

∆p

∂fk
∂xk

dx1 ∧

· · · ∧ dxp =
∫

Pp
i=0(−1)iεi

αk を示せばよい。

まず、k = pに対して、∫
∆p

∂fp
∂xp

dx1 ∧ · · · ∧ dxp

=
∫ 1

x1=0

( · · · ( ∫ xp−1

xp=0

∂fp
∂xp

dxp
) · · · )dx1

=
∫ 1

x1=0

( · · · ( ∫ xp−2

xp−1=0

(fp(x1, · · · , xp−1, xp−1)

−fp(x1, · · · , xp−1, 0
)
dxp−1

) · · · )dx1

=
∫
εp−1−εp

(−1)p−1αp

i �= p− 1, pならば、
∫
εi

(−1)pαp = 0であるから、∫
εp−1−εp

(−1)p−1αp =
∫

(−1)p−1εp−1+(−1)pεp

αp =
∫

Pp
i=0(−1)iεi

αp

k < pに対しては、次の積分の順序交換の式を用いる。{(u, v) ∈ R2
∣∣ w �

u � v � 0}上の関数 f(u, v)の積分について次が成立することに注意する。∫
{w�u�v�0}

f(u, v) du d v =
∫ w

u=0

( ∫ u

v=0

f(u, v) d v
)
du

=
∫ w

v=0

( ∫ w

u=v

f(u, v) du
)
d v∫

∆p

∂fk
∂xk

dx1 ∧ · · · ∧ dxp のなかの累次積分

F (x1, · · · , xk+1) =
∫ xk+1

xk+2=0

· · ·
∫ xp−1

xp=0

∂fk
∂xk

(x1, . . . , xp) dxp · · · dxk+2 につい

て、 ∫ xk−1

xk=0

( ∫ xk

xk+1=0

F (x1, · · · , xk+1) dxk+1

)
dxk

=
∫ xk−1

xk+1=0

( ∫ xk−1

xk=xk+1

F (x1, · · · , xk+1) dxk
)
dxk+1

であり、ここで、∫ xk−1

xk=xk+1

F (x1, · · · , xk+1) dxk

=
∫ xk+1

xk+2=0

· · ·
∫ xp−1

xp=0

(fk(x1, . . . , xk−1, xk−1, xk+1, . . . , xp)

−fk(x1, . . . , xk−1, xk+1, xk+1, . . . , xp)) dxp · · · dxk+2

従って、 ∫
∆p

∂fk
∂xk

dx1 ∧ · · · ∧ dxp

=
∫ 1

x1=0

· · ·
∫ xk−2

xk−1=0

∫ xk−1

xk+1=0

∫ xk+1

xk+2=0

· · ·
∫ xp−1

xp=0

(fk(x1, . . . , xk−1, xk−1, xk+1, . . . , xp)
−fk(x1, . . . , xk−1, xk+1, xk+1, . . . , xp))

dxp · · ·dxk+2 dxk+1 dxk−1 · · ·dx1

48



積分変数を x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xpから x1, . . . , xk−1, xk, . . . , xp−1にとり

かえれば、最後の式は、
∫
εk−1−εk

(−1)k−1αk と等しい。i �= k − 1, kならば、∫
εi

(−1)kαk = 0であるから、

∫
εk−1−εk

(−1)k−1αk =
∫

(−1)k−1εk−1+(−1)kεk

αk =
∫

Pp
i=0(−1)iεi

αk

■

定理 17.1の意味するものは何であろうか。S∞
p (M)をM の C∞ 級のチェ

インのなすベクトル空間とする。すなわち、

S∞
p (M) = {

∑
aiσi

∣∣ ai ∈ R, σi : ∆p −→Mは C∞ 級写像で、和は有限和}

S∞
p ×Ωp −→ Rという双線形写像が、

S∞
p (M)×Ωp(M) 
 (

∑
aiσi, α) �−→

∫
c

α ∈ R

により定義されており、c =
∑

aiσi ∈ S∞
p (M), α ∈ Ωp−1(M) に対して∫

c

dα =
∫
∂c

αを満たしている。外微分 dは微分形式全体Ω∗に対して定義さ

れ、d ◦ d = 0という性質から、ドラーム複体を定義している。境界作用素 ∂

は C∞級チェインに対して定義されていて、次を満たす。∂ ◦ ∂ = 0. 従って

0 ∂←− S∞
0 (M) ∂←− S∞

1 (M) ∂←− S∞
2 (M) ∂←− · · ·

は複体をなす。C∞ 級特異単体複体と呼ばれる。この複体のホモロジー群が
ker ∂/ im ∂ として定義される。

もしも α = dβと書かれれば、
∫
c

α =
∫
c

dβ =
∫
∂c

βは ∂c = 0となるよう

な cに対しては常に 0でなければならない。実は、この逆が成立する。∂c = 0
となる任意の c ∈ S∞

p (M)に対して、
∫
c

α = 0ならば、α = dβ と書かれる。

さらに、c = ∂bとすると、dα = 0ならば、
∫
c

α =
∫
∂b

α =
∫
b

dα = 0と

なる。従って、ホモロジー群 ker ∂/ im ∂の基底をなす元の集合に属するすべ

ての cに対して
∫
c

α = 0ならば、α = dβ と書かれる。ホモロジー群はコホ

モロジー群とベクトル空間としての次元は等しく、ホモロジー群 ker ∂/ im ∂

の基底をなす元は dimHp
DR(M)と同じ個数の有限個で取れる。これが、閉１

形式についての命題の高次元化である。

実際、公理的ホモロジー理論によれは、いくつかの公理を満たすホモロ

ジー理論、コホモロジー理論は同型となり、S∞
∗ (M)の p次元ホモロジー群

ker ∂/ im ∂の次元とΩ∗(M)の p次元コホモロジー群Hp
DR(M)の次元が一致

することも導かれる。

18 単体的ドラーム理論

この節では、M が３角形分割を持つとして、単体複体に対して、単体的ド

ラーム理論を展開し、Ω∗(M)の p次元コホモロジー群が、単体複体のコホモ

ロジー群と一致すること、単体複体のコホモロジー群とホモロジー群は、双対

空間になっていて、次元が等しいことを示す。これにより、Hp
DR(M) ∼= Rdの
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とき、M 上の pサイクル c1, . . . , cdが存在し、閉 p形式 αに対して、α = dβ

と書かれることと
∫
ci

α = 0 (i = 1, . . . , d)が同値となる。

まず、有限単体複体を定義しよう。

RN の基底を {e1, · · · , eN}とする。
頂点 {ei0 , · · · , eik} (ei0 < · · · < eik) を頂点とする k次元単体（これらの点

の凸包）を 〈ei0 · · · eik〉 で表すことにする。すなわち、

〈ei0 · · · eik〉 = {
k∑
�=0

ti�ei�
∣∣ti� � 0,

k∑
�=0

ti� = 1}

この単体の点
k∑
�=0

ti�ei� に対し、(ti0 , . . . , tik)をその点の重心座標という。

有限単体複体K とはこれらの単体からなる有限集合で、一つの k次元単体

〈ei0 · · · eik〉を含めば、その面となる k−1次元単体 〈ei0 · · · , ei�−1ei�+1 · · · , eik〉
(0 ≤ � ≤ k) を含む（従って、次元の低い面をすべて含む）ものである。|K|
でK に属する単体の和集合を表す。|K|の点は重心座標で表されている。

有限単体複体 K の k チェインとは、K の単体の実数係数（有限）線形結

合のことである。kチェイン全体の集合を Ck(K)と書く。

Ck(K) = {
∑

aiσi
∣∣ ai ∈ R, σi はK の k単体 }

であり、Ck(K)は、k単体の個数と同じの次元のベクトル空間となる。k単体

σ = 〈ei0 · · · eik〉に対し、その境界∂σを∂σ =
k∑
j=0

(−1)j〈ei0 · · · eij−1eij+1 · · · eik〉

により定義する。これにより、境界準同型 ∂ : Ck(K) −→ Ck−1(K)が定義さ
れるが、∂ ◦ ∂ = 0となる。実際、

(∂ ◦ ∂)〈ei0 · · · eik〉

= ∂

k∑
j=0

(−1)j〈ei0 · · · eij−1eij+1 · · · eik〉

=
k∑
j=0

(−1)j∂〈ei0 · · · eij−1eij+1 · · · eik〉

=
k∑
j=0

(−1)j(
j−1∑
�=0

(−1)�〈ei0 · · · ei�−1ei�+1 · · · eij−1eij+1 · · · eik〉

+
k∑

�=j+1

(−1)�−1〈ei0 · · · eij−1eij+1 · · · ei�−1ei�+1 · · · eik〉)

=
∑
s<t

((−1)s+t + (−1)s+t−1)〈ei0 · · · eis−1eis+1 · · · eit−1eit+1 · · · eik〉 = 0

そこで

C∗(K) : 0 ∂←− C0(K) ∂←− C1(K) ∂←− C2(K) ∂←− · · ·
という複体が得られる。ここでHk(K) = ker ∂/ im ∂により実係数ホモロジー

群が得られる。

また、有限単体複体K のコホモロジーは次で定義される。

Ck(K) を K の k 次元単体上の実数値関数のなすベクトル空間とする。

Ck(K) の元 c の k 次元単体 〈ei0 · · · eik〉 での値を c(i0, . . . , ik) と書くこと
にする。Ck(K) の元 c, Ck(K) の元

∑
aiσi に対し、c(

∑
aiσi) ∈ R を

c(
∑

aiσi) =
∑

aic(σi) と定義すると、Ck(K) の元は Ck(K) 上の線形形
式である。これにより、Ck(K)は Ck(K)の双対ベクトル空間である。
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δ : Ck(K) −→ Ck+1(K)を

(δc)(i0, . . . , ik+1) =
k+1∑
�=0

(−1)�c(i0, . . . , i�−1, i�+1, . . . , ik+1)

で定義する。この定義は、(δc)(σ) = c(∂σ)としたものである。そうすると
∂ ◦ ∂ = 0から δ ◦ δ = 0がわかる。有限単体複体K のコホモロジーは、K の

コチェイン複体

C∗(K) : 0 δ−→ C0(K) δ−→ C1(K) δ−→ C2(K) δ−→ · · ·

のコホモロジーとしてH∗(K) = ker δ/ im δで定義される。

ここで dimHk(K) = dimHk(K)が容易にわかる。すなわち、C∗(K)に単
体から与えられる基底をとり、Ck(K) は列ベクトルで表されるとする。境界
準同型 ∂ を下の図のように行列A, B で表すと、∂ ◦ ∂ = 0だから、AB は零
行列である。

Ck−1(K) ←− Ck(K) ←− Ck+1(K)
A B

Ck−1(K) −→ Ck(K) −→ Ck+1(K)

Ck(K)はCk(K)上の線形形式の空間だから行ベクトルで表されると考え、同
じA, Bが行ベクトルに作用すると考えたものが δである。行ベクトルを列ベ

クトルに同一視し, Ck(K)と Ck(K)の間の積はユークリッドの内積とみる。
ベクトル v1, . . . , vk に対し、〈v1, . . . , vk〉で、ベクトル v1, . . . , vk の張る

部分ベクトル空間 {
k∑
i=1

aivi
∣∣ ai ∈ R}を表すことにする。

Aの行ベクトルをa1, . . . , a�とする (A =


a1

...
a�

)と、ker ∂ = 〈ta1, . . . ,
ta�〉⊥,

B の列ベクトルを b1, . . . , bn とする (B =
(
b1 · · · bn

)
) と、im ∂ =

〈b1, . . . , bn〉であり、

〈b1, . . . , bn〉 ⊂ 〈ta1, . . . ,
ta�〉⊥

である。一方、ker δ = 〈b1, . . . , bn〉⊥, im δ = 〈ta1, . . . ,
ta�〉であり、

〈ta1, . . . ,
ta�〉 ⊂ 〈b1, . . . , bn〉⊥

である。

この書き方で、V = 〈ta1, . . . ,
ta�〉⊥ ∩ 〈b1, . . . , bn〉⊥とすると、

〈ta1, . . . ,
ta�〉⊥/〈b1, . . . , bn〉 ∼= V ∼= 〈b1, . . . , bn〉⊥/〈ta1, . . . ,

ta�〉

すなわち、

ker ∂/ im ∂ ∼= ker δ/ im δ

さらに、Ck(K)と Ck(K)の間の積を、行ベクトルを列ベクトルに同一視
のもとで, ユークリッドの内積とみたが、そのユークリッドの内積の V 上への

制限が、Hk(K)とHk(K)の間の積を引き起こし、これは、Ck(K)とCk(K)
の間の積から引き起こされたものに一致する。

有限単体複体K のドラーム複体Ω∗(K) を次のように定義する。
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Ωk(K)の元 ω とはK のすべての単体 σ から、その上の k次微分形式 ωσ

への対応であり、m次元単体 σ = 〈ei0 · · · eim〉 とその面となるm− 1次元単
体 τ = 〈ei0 · · · ei�−1ei�+1 · · · eim〉 に対し、ωσ の τ への制限が ωτ と一致する

(ωσ|τ = ωτ )ものである。
外微分 d : Ωk(K) −→ Ωk+1(K) について、d ◦ d = 0であり、有限単体複

体K のドラーム・コホモロジーH∗
DR(K) = ker d / imdが定義される。

多様体 M の微分可能な単体分割とは、単体複体 K からの同相写像 ϕ :
K −→M で、各単体の上で微分可能なものとする。

チェック・ドラーム理論により、Ω∗(M)と C∗(K)のコホモロジー群が同
型であることがわかる。また、これから説明する単体的ドラーム理論から、

Ω∗(K)と C∗(K)のコホモロジー群が同型であることがわかる。

多様体M が微分可能な単体分割 ϕ : K −→ M を持つとする。このとき、

チェック・ドラーム理論が適用できるM の開被覆を次のようにとることがで

きる。

Kの各頂点 eiに対し、Uiを eiのまわりの開星状体 star(ei)とする。Ui0···ik =
k⋂
�=0

Ui� とすると、Ui0···ik について、従って ϕ(Ui0···ik)に対してポアンカレの

補題が成立する。三角形分割をうまく取れば ϕ(Ui0···ik)は、ユークリッド空
間と微分同相になるようにすることもできる。従って、

⊕
i1<···<ip

Ωp(Ui0···ik)

についてチェック・ドラーム理論が成立する。

Ui0···ik が空でないのは 〈ei0 · · · eik〉がK の k次元単体であることと同値で

あり、開被覆 {Ui} = {star(ei)}についてのチェック複体はK のコチェイン

複体 C∗(K)と一致する。

単体的ドラーム理論の重要なところは単体上の積分が、有限単体複体K の

ドラーム複体 Ω∗(K)と K のコチェイン複体 C∗(K)の関係を与えることで
ある。

∆k = {(x1, . . . , xk)
∣∣ 1 � x1 � · · · � xk � 0}から σ = 〈ei0 · · · eik〉 への写

像を σと書く. σは、

σ(x1, . . . , xk) = (1− x1)ei0 + (x1 − x2)ei1 + · · ·+ (xk − xk−1)eik−1 + xkeik

と定義する

ω ∈ Ωk(K)とKの k次元単体 σ = 〈ei0 · · · eik〉に対し、
∫
σ

ω ∈ Rを対応さ

せる対応はKの k次コチェインを与える。この写像を I : Ω∗(K) −→ C∗(K)
と書く。単体からの写像についてのストークスの定理 17.1から I はコチェイ

ン写像 (I ◦ d = δ ◦ I)となる。

定理 18.1 (単体的ドラームの定理) I は有限単体複体 K のドラームコホモ

ロジーH∗
DR(K)とK のコホモロジーH∗(K)の間の同型写像を誘導する。

証明のためにコチェイン写像 s : C∗(K) −→ Ω∗(K) で、I ◦ s = idC∗(K)を

構成する。チェック・ドラーム理論により、H∗
DR(K)と H∗(K)が同型であ

り、有限次元ベクトル空間となることがわかっているので I が同型写像を誘

導することがわかる。
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k次元単体 〈ei0 , · · · , eik〉 に対し考える k次微分形式は

ωi0···ik = k!
k∑
�=0

(−1)�ti� dti0 ∧ · · · ∧ dti�−1 ∧ dti�+1 ∧ · · · ∧ dtik

とすると良い。この微分形式は 〈ei0 · · · eik〉 を含むすべての単体上で定義され
ている。係数が ti について１次であることに注意する。

この ωi0···ik に対して、
∫
〈ei0 ,··· ,eik

〉
ωi0···ik = 1 となる。実際、

∫
〈ei0 ,··· ,eik

〉
ωi0···ik

=
∫

∆k

k!
k∑
�=0

(−1)�(x� − x�+1) d(1− x1) ∧ · · · ∧ d(x�−1 − x�)

∧ d(x�+1 − x�+2) ∧ · · · ∧ d(xk)

=
∫

∆k

k!
k∑
�=0

(−1)�(x� − x�+1)(−1)� dx1 ∧ · · · ∧ ddx�−1 ∧ dx� ∧ · · · ∧ dxk

=
∫

∆k

k!
k∑
�=0

dx1 ∧ · · · ∧ ddx�−1 ∧ dx� ∧ · · · ∧ dxk = 1

sの構成を可能にしている事実は次の通りである。

sの像をωi0···ikを用いてつくると、これがコチェイン写像となる (d◦s = s◦δ)
ためには、dωi0···ik = (k+ 1)! dti0 ∧ · · · ∧ dtik （この係数は tiについて零次）

が ωj0···jk+1 の和にかかれる必要がある。特に、k = 0のとき、dωi = dtiにつ
いて、そうでなければならない。ところが、Kのm次元単体 σ = 〈ej0 · · · ejm〉
上で、

dtj� = (
m∑
a=0

tja) dtj� = (
∑

ja∈{j0,··· ,jm}−{j�}
tja) dtj� + tj� dtj�

= (
∑

ja∈{j0,··· ,jm}−{j�}
tja) dtj� + tj� d(1−

∑
ja∈{j0,··· ,jm}−{j�}

tja)

=
∑

ja∈{j0,··· ,jm}−{j�}
(tja dtj� − tj� dtja)

これは ωjaj� (ja < j�)および ωj�ja (j� < ja)の和である。実際

dtj� =
∑

{i0,i1}−{i1}={j�}
ωi0i1 −

∑
{i0,i1}−{i0}={j�}

ωi0i1

同様にdωi0···ikについてもKのm次元単体σ = 〈ej0 · · · ejm〉 ({i0, · · · , ik} ⊂
{j0, · · · , jm}, i0 < · · · < ik, j0 < · · · < jm)上で、

(k + 1)! dti0 ∧ · · · ∧ dtik = (k + 1)!((
m∑
a=0

tja) dti0 ∧ · · · ∧ dtik)

= (k + 1)!(
∑

ja∈{j0,··· ,jm}−{i0,··· ,ik}
tja dti0 ∧ · · · ∧ dtik +

k∑
�=0

ti� dti0 ∧ · · · ∧ dtik)

ここで、

ti� dti0 ∧ · · · ∧ dtik
= ti� dti0 ∧ · · · ∧ dti�−1 ∧ d(1−

∑
ja∈{j0,··· ,jm}−{i�}

tja) ∧ dti�+1 ∧ · · · ∧ dtik

=−
∑

ja∈{j0,··· ,jm}−{i0,··· ,ik}
(−1)�ti� dtja ∧ dti0 ∧ · · · ∧ dti�−1 ∧ dti�+1 ∧ · · · ∧ dtik
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従って、

(k + 1)! dti0 ∧ · · · ∧ dtik
= (k + 1)!(

∑
ja∈{j0,··· ,jm}−{i0,··· ,ik}

tja dti0 ∧ · · · ∧ dtik

−
∑

ja∈{j0,··· ,jm}−{i0,··· ,ik}

k∑
�=0

(−1)�ti� dtja ∧ dti0 ∧ · · · ∧ dti�−1 ∧ dti�+1 ∧ · · · ∧ dtik)

= (k + 1)!
∑

{b0,···bk+1}−{bu}={i0,··· ,ik}
(−1)u

k+1∑
v=0

(−1)vtbv
dtb0 ∧ · · · ∧ dtbv−1 ∧ dtbv+1 ∧ · · · ∧ dtbk+1

ここで、b0 < · · · < bk+1とする。結局、次の関係式が成立する。

dωi0···ik =
∑

{b0,··· ,bk+1}−{bu}={i0,··· ,ik}
(−1)uωb0···bk+1

定理 18.1の証明　 s : C∗(K) −→ Ω∗(K) で、I ◦s = idC∗(K) を定義する。

c ∈ C0(K)に対しては、対応するΩ0(K)の元は |K|上の関数であり、リー
ゾナブルな取り方は、頂点 ei で c(i)をとる関数を線形に拡張したものであ
る。すなわち、K のm次元単体 σ = 〈ej0 , · · · , ejm〉 上で、

s(c)σ =
m∑
�=0

c(j�)tj�

これについて、外微分をとると

ds(c)σ =
m∑
�=0

c(j�) dtj�

=
m∑
�=0

c(j�)(
∑

{i0,i1}−{i1}={j�}
ωi0i1 −

∑
{i0,i1}−{i0}={j�}

ωi0i1)

=
∑

{i0,i1}⊂{j0,··· ,jm}
(c(i0)ωi0i1 − c(i1)ωi0i1)

=
∑

{i0,i1}⊂{j0,··· ,jm}
(c(i0)− c(i1))ωi0i1

ここで i0 < i1とする。これを δcの像にする必要があるが、それは δc(i0, i1) =
c(i0)− c(i1)であるから、c1 ∈ C1(K)に対し、

s(c1)σ =
∑

{i0,i1}⊂{j0,··· ,jm}
c1(i0, i1)ωi0i1

とすればよい。

一般に c ∈ Ck(K) に対し、次のように s を定義する。K の m 次元単体

σ = 〈ej0 · · · ejm〉 (m ≥ k)上で、

s(c)σ =
∑

{i0,··· ,ik}⊂{j0,··· ,jm}
c(i0, · · · , ik)ωi0···ik

これは Ωk(K)の元となる。
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sがコチェイン写像であること (d ◦s = s ◦ δ) が次のように確かめられる

d s(c)σ
=

∑
{i0,··· ,ik}⊂{j0,··· ,jm}

c(i0, · · · , ik) dωi0···ik

=
∑

{i0,··· ,ik}⊂{j0,··· ,jm}
c(i0, · · · , ik)

∑
{b0,···bk+1}−{bu}={i0,··· ,ik}

(−1)uωb0···bk+1

=
∑

{b0,···bk+1}⊂{j0,··· ,jm}
(
k+1∑
u=0

(−1)uc(b0, · · · , bu−1, bu+1, · · · bk+1))ωb0···bk+1

=
∑

{b0,···bk+1}⊂{j0,··· ,jm}
(δc)(b0, · · · bk+1)ωb0···bk+1 = s(δ(c))σ

■

19 多様体上の積分

これまで、微分 p形式の直方体からの写像に沿う積分を考えてきた。この

積分は、符号を除いて直方体の像のみに依っている。この積分の正負の符号

は、直方体からの写像には自然に向きが定まっているために定まると考えら

れる。

コンパクト n次元多様体の微分形式を考える。コンパクト n次元多様体を

n次元直方体からの C1級写像の像でうまく覆うことは出来そうであるから、

コンパクト n次元多様体上の微分 n形式は、多様体上で積分できそうである。

これは、一般には正しくないが、多様体に向きが定まっているときには積分

することができる。

定義 19.1 多様体M の座標近傍系 {(Ui, ϕi)}に対し，γij : ϕj(Ui ∩ Uj) −→
ϕi(Ui ∩ Uj)を座標変換とする．γij のヤコビ行列式がすべて正であるような
座標近傍系が存在するとき多様体は向き付けを持つという．

多様体上の積分の定義のためには、向き付けを持つだけでは不足で、向き

付けを定める必要がある。

定義 19.2 多様体M が定義 19.1の意味で向き付けを持つとする。γij のヤコ
ビ行列式がすべて正であるような座標近傍系を１つとってあるとき、多様体

は向き付けられているという。

(x1, . . . , xn)を座標とする n次元ユークリッド空間には、この座標の順に

よる向きが定まっていると考える。これは、ユークリッド空間の開集合 U 上

の微分 n 形式を U 内の直方体 [a1, b1] × · · · × [an, bn] 上で積分するときに∫
id

f dx1 ∧ · · · ∧dxn =
∫ b1

a1

· · ·
∫ bn

an

f dt1 · · ·dtnと定め、これの−1倍とはし

ないことによる。

積分の定義のためにも次の定義をしておく。

定義 19.3 多様体M 上の微分 p形式 αの台 (support)suppαは、次で定義さ
れる。

suppα = {x ∈M ∣∣ α(x) �= 0}

(U,ϕ = x = (x1, . . . , xn)) を座標近傍とする。U のコンパクト部分集合
K に台をもつ微分 n 形式 α の積分を次のように考えることができる。微
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分 n 形式 α は、α = f(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxn と表される。ϕ(K) が ϕ(U) に
含まれる直方体 [a1, b1] × · · · × [an, bn] に含まれているならば、α の κ =
ϕ−1|[a1, b1]× · · · × [an, bn]に沿う積分∫

κ

α =
∫

[a1,b1]×···×[an,bn]

f(x) dx1 · · ·dxn

は、αの ϕ−1に沿う積分と呼んでよいものであろう。ϕ(K)が、１つの U 内

の直方体に含まれなくとも、ϕ(K)はコンパクトだから有限個の内部が交わ

らない直方体で覆うことができる。結局、
∫
ϕ−1

αが、
∫
ϕ(U)

f(x) dx1 · · ·dxn

あるいは、f(x)を ϕ(U)の外部に 0として拡張し、
∫

Rn

f(x) dx1 · · ·dxn と
して、定義されることになる。

定義 19.2のように、M が向き付けられているとする。

命題 19.4 向き付けられた座標近傍系の座標近傍 (U,ϕ = x = (x1, . . . , xn)),
(V, ψ = y = (y1, . . . , yn))に対し、U ∩ V のコンパクト部分集合K に台を持

つ微分 n形式 αの積分を考えると、∫
ϕ−1

α =
∫
ψ−1

α

となる。

証明 (V, ϕ = y = (y1, . . . , yn))において、α = g(y) dy1 ∧ · · · ∧ dyn と書か
れていれば、ϕ◦ψ−1 : ψ(U ∩ V ) −→ ϕ(U ∩ V ) は、

(ϕ◦ψ−1)(y) = (x1(y), . . . , xn(y))

と書かれており、

g(y) dy1 ∧ · · · ∧ dyn
= f(x1(y), . . . , xn(y)) dx1 ∧ · · · ∧ dxn

= f(x1(y), . . . , xn(y)) det


∂x1

∂y1
· · · ∂x1

∂yn
...

. . .
...

∂xn
∂y1
· · · ∂xn

∂yn

 dy1 ∧ · · · ∧ dyn

である。∫
ϕ−1|ψ(U∩V )

α

=
∫
ϕ(U∩V )

f(x) dx1 · · ·dxn

=
∫
ψ(U∩V )

f(x1(y), . . . , xn(y))
∣∣∣∣det


∂x1

∂y1
· · · ∂x1

∂yn
...

. . .
...

∂xn
∂y1
· · · ∂xn

∂yn


∣∣∣∣ dy1 · · ·dyn

=
∫
ψ(U∩V )

g(y) dy1 · · ·dyn

=
∫
ψ−1|ψ(U∩V )

α

■

56



ここで、積分の変数変換において、detD(ϕ◦ψ−1)は正なので、絶対値が
必要がなくなることが効いている。

コンパクトで向き付けられた多様体 M 上の微分 n 形式 α の積分を考え

よう。

命題 19.5 向き付けられた座標近傍系 {(Ui, ϕi)}に従属する１の分割 {λi}お
よび同じ向き付けを与える座標近傍系{(Vj , ψj)}に従属する１の分割 {µj} に
対し、 ∑

i

∫
ϕi

−1
λiα =

∑
i

∫
ψj

−1
µjα

証明 {Ui ∩ Uj}はM の開被覆であり、λjµj はそれに従属した１の分割で

ある。∑
i

∫
ϕi

−1
λiα = (

∑
j

µj)
∑
i

∫
ϕi

−1
λiα =

∑
i

∑
j

∫
ϕi

−1
λiµjα

=
∑
i

∑
j

∫
ψj

−1
λiµjα = (

∑
i

λi)
∑
j

∫
ψj

−1
µjα =

∑
i

∫
ψj

−1
µjα

ここで、３番目の等号は、命題 19.4による。 ■

定義 19.6 コンパクトで向き付けられた多様体M 上の微分 n形式 αの積分

を、向き付けられた座標近傍系 {(Ui, ϕi)}に従属する１の分割 {λi}を用いて、
次の和で定義する。 ∫

M

α =
∑
i

∫
ϕi

−1
λiα

命題 19.5 により、この積分の値は座標近傍系、１の分割のとり方によら
ない。

定理 19.7 コンパクトで向き付けを持つ連結n次元多様体Mに対し、Hn
DR(M) ∼=

Rである。写像 Ωn(M) 
 α �−→
∫
M

α ∈ Rを対応させるは、0でない準同

型写像である。

証明 0でない準同型写像であることは、微分 n形式 αを向き付けを持つ座

標近傍の１つ (U, (x1, . . . , xn))上に台を持ち、0でない非負の関数 f につい

て α = f dx1 ∧ · · · ∧ dxnとなるようにとれば、
∫
M

α > 0となるからわかる。

連結多様体に対しては dimHn
DR(M)は 0または 1であることを示す。

三角形分割を使うならば、K の n− 1単体は、高々２つの n単体の境界と

なっている。ただ１つの n単体の境界になっていることとM の境界の点で

あることは同値である。dimHn
DR(M) = dimHn(K)だから、連結多様体に

対しては dimHn(K) が 0または 1であることを示す。nサイクル
∑

aiσiを

考える。
∑

ai∂σi = 0であるとする。M は境界を持たないとする。１つの
n−1単体 τ は、２つの σi, σj の境界であり、ai = aj または ai = −aj となっ
ている。従って、隣り合う単体 σi, σj の係数 ai, aj は、等しいかまたは符号
が異なる形で定まっている。すなわち、ai の間には n− 1単体の個数だけの
関係式が定まる。これらの関係式の解 ai は高々１次元である。なぜなら、0
でない解があれば、連結だから n単体を順にたどることで１つの n単体の係

数を定めるとすべての n単体の係数が定まるからである。

このほかに、連結なコンパクト多様体は、極大値がただ１つであるような

モース関数を持つことを使って示すこともできる。このとき、問題 13.6（36
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ページ）の分解として、Nj−1 ∩Bj は空集合またはmj 次元 (mj < n− 2) の
球面 Smj と n −mj 次元開球体 Bn−mj の直積 Bn−mj × Smj と微分同相に

なる（Nk−1 ∩ Bk だけが B1 × Sn−1 と微分同相になる）ものが取れる。問

題 13.6の解に用いたマイヤー・ビエトリス完全列をみると、dimHn
DR(M)は

高々１次元であることがわかる。 ■

この証明から、M がコンパクト連結多様体で境界を持てば、Hn(K) ∼= 0
となることがわかる。

いたるところ 0にならない n形式 ω が存在するすると、M は向き付け可

能になる。実際 ϕi
−1∗ω = fi dx1 ∧ · · · ∧ dxnについて、fiは 0にならない関

数であるが、fiが正になるようなϕiだけをあつめると、向き付けられた座標

近傍系となる。

M が境界を持たないコンパクト連結多様体で、向き付け不可能のときには、∫
M

αは定義されない。このとき、Hn
DR(M) ∼= Hn(K) ∼= 0となっている。

M の２重被覆 M̂ で、連結で向き付け可能なものがあり、ϕ : M̂ −→ M̂ で、

ϕは固定点を持たず、ϕ2 = idcM M̂/ϕ ∼= M となるものがある。ϕは M̂ の向き

を反対にする。αをM 上の n形式とし、π : M̂ −→M についてπ∗αを考える
と π = π◦ϕだからϕ∗π∗α = π∗αであり、

∫
cM
ϕ∗π∗α =

∫
cM
π∗αである。ϕは

向きを反対にする微分同相写像だから積分の定義から
∫

cM
ϕ∗π∗α = −

∫
cM
π∗α

であるから、
∫

cM
π∗α = 0となる。従ってドラームの定理から、π∗α = dβと

書かれる。β1 =
1
2
(β + ϕ∗β)とすると、ϕ∗β1 = β1だから β1 = π∗β2 と書か

れる。

π∗(dβ2) = dπ∗β2 = dβ1 =
1
2

d(β + ϕ∗β)

=
1
2
(dβ + ϕ∗ dβ) =

1
2
(π∗α+ ϕ∗π∗α) = π∗α

だから、dβ2 = αとなる。

定理 19.8 (ストークスの定理) 境界を持つコンパクトで向き付けられた n次

元多様体M 上の微分 n − 1形式 αに対し、
∫
M

dα =
∫
∂M

α である。ただ

し、∂M にはM の境界としての向き付けを与えている。

コンパクトな境界を持つ多様体は、多様体の定義において、ϕi : Ui −→ Rn

を ϕi : Ui −→ R�0×Rn−1として得られる。ϕiの値域が {0}×Rn−1と交わ

らない場合は、もともとの多様体の定義と変わらない。∂M =
⋃
ϕi

−1({0}×
Rn−1) ⊂M は n− 1次元多様体となる。M の座標近傍系が、向き付けを定
めているとき、ϕi|∂M は、像がRn−1にある座標近傍系として、向き付けを

定めている。これを、M の向き付けから定まる ∂M の向き付けと呼ぶ。

証明 M の座標近傍系による被覆の有限部分被覆をとり、それに従属する１

の分割 λi をとる。∫
M

dα =
∫
M

d(
∑

λiα) =
∑∫

M

d(λiα)

と分解して、各 Uiに台を持つ αi = λiαに対して、
∫
M

dαi =
∫
∂M

αi を示せ

ば良い。また、ϕi−1∗αiの台はϕi(Ui)に含まれる直方体 [a1, b1]×· · ·× [an, bn]

に含まれるとしてよい。ϕi(Ui) ∩ {0} ×Rn−1 = ∅ の場合、
∫
∂M

αi = 0とな

るが、ϕi−1∗αi を [a1, b1] × · · · × [ak−1, bk−1] × [ak+1, bk+1] · · · × [an, bn]に
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制限したものは 0だから、問題 4.9 （11ページ）の結果により、
∫
M

dαi =∫
ϕi

−1|[a1,b1]×···×[an,bn]

dαi = 0であり、等号が成立する。また、ϕi(Ui)∩{0}×
Rn−1 �= ∅の場合、a1 < 0, b1 = 0となっており、k � 1に対し、ϕi−1∗αi を
[a1, b1]× · · · × [ak−1, bk−1]× [ak+1, bk+1] · · · × [an, bn]に制限したものは 0と
なる。従って、問題 4.9の結果により、∫

M

dαi =
∫
ϕi

−1|[a1,b1]×···×[an,bn]

dαi =
∫
ϕi

−1|{0}×[a2,b2]×···×[an,bn]

αi

であり、等号が成立する。 ■

【問題 19.9】 R3上の微分２形式ω = x1 dx2∧dx3−x2 dx1∧dx3 +x3 dx1∧
dx2 を考える。

(1)単位球面の埋め込み ι : S2 −→ R3についてS2にB3 = {(x1, x2, x3)
∣∣ x1

2+

x2
2 + x3

2 � 1}の境界としての向きを入れる。
∫
S2
ι∗ωを計算せよ。

(2)問題 13.3（34ページ）(3)の (π−1
S )∗(ω|S2)について、

∫
R2

(π−1
S )∗(ω|S2)

を計算せよ。
【問題 19.9の解答】(1)

Z
S2
ω =

Z
∂B3

ω =

Z
B3

dω =

Z
B3

3 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = 4π

(2)

Z
R2

(π−1
S )∗(ω|S2) =

Z
R2

4 du1 ∧ du2

(1 + u1
2 + u2

2)2
=

Z
R2

4 du1 du2

(1 + u1
2 + u2

2)2

=

Z 2π

0

Z ∞

0

4r dr dθ

(1 + r2)2
= 4π

【問題 19.10】 T 2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3
∣∣ (
√
x1

2 + x2
2 − 2)2 + x3

2 = 1} に
H = {(x1, x2, x3)

∣∣ (
√
x1

2 + x2
2 − 2)2 + x3

2 � 1}の境界としての向きを入
れる。

(1)
∫
T 2
x1 dx2 ∧ dx3を計算せよ。

(2)
∫
T 2

√
x1

2 + x2
2 − 2√

x1
2 + x2

2
(x1 dx2 − x2 dx1) ∧ dx3 + x3 dx1 ∧ dx2 を計算

せよ。
【問題 19.10の解答】(1)

Z
T2
x1 dx2 ∧ dx3 =

Z
∂H

x1 dx2 ∧ dx3 =

Z
H

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = 4π2

(2)

d(

√
x1

2 + x2
2 − 2√

x1
2 + x2

2
(x1 dx2 − x2 dx1) ∧ dx3 + x3 dx1 ∧ dx2)

= (−2)(−1

2
)

1√
x1

2 + x2
2 3

(2x1 dx1 + 2x2 dx2)(x1 dx2 − x2 dx1) ∧ dx3

+

√
x1

2 + x2
2 − 2√

x1
2 + x2

2
(2 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3)

+dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

= (3 − 2√
x1

2 + x2
2
) dx1 ∧ dx2 ∧ dx3
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Z
T2

√
x1

2 + x2
2 − 2√

x1
2 + x2

2
(x1 dx2 − x2 dx1) ∧ dx3 + x3 dx1 ∧ dx2

=

Z
H

(3 − 2√
x1

2 + x2
2
) dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

=

Z
H

(3 − 2

r
)r d r d θ dx3

=

Z 1

−1

Z 2π

0

»
3

2
r2 − 2

–2−
√

1+x32

2−
√

1−x32
d θ dx3

= 2π

Z 1

−1

3

2
{(2 −

p
1 − x3

2)2 − (2 −
p

1 + x3
2)2} − 2 · 2

p
1 − x3

2 dx3

= 2π · 8
Z 1

−1

p
1 − x3

2 dx3 = 8π2

これは次のように計算したものと一致する。

ι(u, v) = (cosu(2 + cos v), sinu(2 + cos v), sin v)

とおく。

ι∗(

√
x1

2 + x2
2 − 2√

x1
2 + x2

2
(x1 dx2 ∧ dx3 − x2 dx1 ∧ dx3) + x3 dx1 ∧ dx2)

= cosu cos v d(sinu(2 + cos v)) ∧ d sin v − sinu cos v d(cosu(2 + cos v)) ∧ d sin v
+sin v d(cosu(2 + cos v)) ∧ d(sinu(2 + cos v))

= cosu cos v(2 + cos v) d sinu ∧ d sin v − sinu cos v(2 + cos v) d cosu ∧ d sin v
+sin v sinu(2 + cos v) d cosu ∧ d cos v + sin v cosu(2 + cos v) d cos v ∧ d sinu

= (cosu)2(cos v)2(2 + cos v) du ∧ d v + (sinu)2(cos v)2(2 + cos v) du ∧ d v
+(sin v)2(sinu)2(2 + cos v) du ∧ d v + (sin v)2(cosu)2(2 + cos v) du ∧ d v

= (2 + cos v) du ∧ d v

この積分も、もちろん 8π2 になる。

20 写像度

向き付けをもつコンパクトn次元多様体M1, M2の間の写像F : M1 −→M2

とM2上の n形式 αに対して、
∫
M1

F ∗αと
∫
M2

αの値を考えてみよう。

F : M1 −→M2の臨界値の集合 C は測度０である。M1はコンパクトとし

たので臨界点の集合はM1 のコンパクト部分集合で、臨界値の集合は、測度

０のコンパクト集合となる。M2 \Cは空でない開集合である。M2 \Cの点 y

に対し、F−1(y) = {x1, . . . , xk}とする。逆写像定理により、F は x1, . . . , xk

の近傍 U1, . . . , Uk から yの近傍 V への微分同相写像である。F (M \
k⋃
i=1

Ui)

はM2のコンパクト集合で、yを含まない。従って開集合M2 \F (M \
k⋃
i=1

Ui)

の中に yの座標近傍W ⊂ V をとることができる。
W に台を持つ αで積分

∫
M2

αが正のものをとる。F ∗αは F−1(W )に台を

もつ n形式である。F−1(W ) =
k⋃
i=1

(F−1(W )∪Ui)で、F |F−1(W )∪Uiは微
分同相写像であるから、∫

F−1(W )∪Ui

(F ∗α)|F−1(W ) ∪ Ui = ±
∫
W

α|W

となる。従ってある整数mが存在し、
∫
M1

F ∗α = m

∫
M2

αが成立する。

[α]はHn
DR(M2)の生成元であり、F ∗ : Hn

DR(M2) −→ Hn
DR(M1)はR −→

Rの準同型だから、M2上の任意の n形式 αに対し、
∫
M1

F ∗α = m

∫
M2

αが

成立する。
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定義 20.1 向き付けをもつコンパクト n次元多様体M1, M2 の間の写像 F :

M1 −→M2とM2上の n形式 αに対して、
∫
M1

F ∗α = m

∫
M2

αとなる整数

m を F の写像度と呼ぶ。

【問題20.2】 z ∈ Cに対し、P0(z) = znとし、P (z)を zについての n次多項

式とする。１次元複素射影空間CP 1からそれ自身への写像f : CP 1 −→ CP 1

を

f([z : 1]) = [P (z) : 1], f([1 : 0]) = [1 : 0]

で定める。f0を P0を用いて同様に定める。

(1) f は C∞級写像であることを示せ。
(2) C∞級写像 F : CP 1× [0, 1] −→ CP 1 で F |CP 1×{0} = f0, F |CP 1×
{1} = f1 を満たすものが存在することを示せ。

(3) f∗ = f∗0 : H2
DR(CP 1) −→ H2

DR(CP 1)を示せ。
(4) 2次微分形式に積分を対応させる写像は I : H2

DR(CP 1) ∼= Rを導く。

このとき、f∗0 : H2
DR(CP 1) −→ H2

DR(CP 1)を求めよ。
(5) もしも P (z) = 0となる点 zが存在しなければ、f は∞に値を持つ 定

値写像とホモトピックになり f∗ = 0 となることを示せ。

21 ガウス写像

M を向き付け可能な曲面（２次元多様体）とし、M のR3への埋め込み（ま

たは、はめ込み）ιが与えられているとする。Mの各点 pに対し、n(p)を ι(M)
の単位法ベクトルとする。すなわち、n(p) ∈ Tι(p)R3 は ι∗(TpM) ⊂ Tι(p)R

3

に直交し、‖n(p)‖ = 1とする。n(p)は pについて連続にとられているとす

る。写像 Ti(p)R
3 とR3 を同一視して得られる写像 n : M −→ S2 をガウス

写像という。

【問題21.1】 T 2 = {(cosu(1+cos v), sinu(1+cos v), sin v) ∈ R3
∣∣ u, v ∈ R}

とする。

(1) n(u, v)を求めよ。

(2) ω = x1 dx2 ∧ dx3 − x2 dx1 ∧ dx3 + x3 dx1 ∧ dx2に対し、
∫
T 2

n∗ωを計

算せよ。

【問題 21.1の解答】(1)
∂

∂u
の像は − sinu(2 + cos v)

∂

∂x1
+ cosu(2 + cos v)

∂

∂x2
,

∂

∂v
の像は − cosu sin v

∂

∂x1
− sinu sin v

∂

∂x2
+ cos v

∂

∂x3
である。

nは、cosu cos v
∂

∂x1
+ sinu cos v

∂

∂x2
+ sin v

∂

∂x3
となる。

(2) n : T 2 −→ S2 は n(u, v) = (cosu cos v, sinu cos v, sin v)と書かれる。

【問題 21.2】 (1) 向き付けられた連結閉多様体M のR3への埋め込み（ま

たは、はめ込み）の連続な族 ιtに対し、
→
n t : M −→ S2 をそれ付随するガウ

ス写像とする．
∫
M

→
n t

∗ωは 4πの倍数であることを示せ。

(2) 向き付けられた連結閉多様体M のR3への埋め込み（または、はめ込

み）ιに対し, 定義されるガウス写像
→
n に対し、(0, 0,±1)が正則値であると

する。M 上の関数 x3 はM 上のモース関数であることを示せ。
(3) ガウス写像

→
n の写像度の絶対値は x3についての（極大値の個数＋極小

値の個数－鞍点の個数）の絶対値と一致することを示せ。
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ヒント：
→
n
−1

(±1, 0, 0)の点の近傍で、M は {(x1, x2, x3(x1, x2))}の形に書か
れる。これに対し、

→
n(x1, x2)

=

„
−

∂x3

∂x1r
1 + (

∂x3

∂x1
)2 + (

∂x3

∂x2
)2
,−

∂x3

∂x2r
1 + (

∂x3

∂x1
)2 + (

∂x3

∂x2
)2
,

1r
1 + (

∂x3

∂x1
)2 + (

∂x3

∂x2
)2

«

(±1, 0, 0)の近傍における S2の座標関数を (x1, x2, x3) �−→ (
x1

x3
,
x2

x3
)とする

と
→
n(x1, x2) = (

∂x3

∂x1
,
∂x3

∂x2
)であるから、ヤコビ行列は

 ∂2x3

∂x1
2

∂2x3

∂x1∂x2
∂2x3

∂x1∂x2

∂2x3

∂x2
2


となる。
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