
10 空間の貼り合わせ

定義 10.1 空間対 (X,A), 連続写像 ϕ : A −→ Y について、Z = Y ∪ϕX を次
のような位相空間として定義する。直和X �Y 上の同値関係∼を x ∈ Aにつ

いて、x ∼ ϕ(x)となるような最小のものとして定義し、Z = (X � Y )/ ∼と
おき、商位相をいれる。Z = Y ∪ϕX をX を Y に（X と Y を）ϕ : A −→ Y

で貼りあわせて得られる空間と呼ぶ。Y −→ Zは単射で像への同相写像あり、

これにより、Y ⊂ Zと考え、空間対 (Z, Y )が定義される。また、X \A −→ Z

も単射で像への同相写像である。

命題 10.2 X, Y がハウスドルフ空間で、Aがコンパクト集合、Aを含むX

の開集合で U で、A へのレトラクションを持つものがあるとする。すなわ

ち連続写像 r : U −→ Aで r|A = idA となるものがあるとする。連続写像

ϕ : A −→ Y について，X を Y に ϕ : A −→ Y で貼りあわせて得られる空間

Z = Y ∪ϕX は、ハウスドルフ空間となる。

証明 z1, z2 ∈ Z について、X � Y における代表元 ẑ1, ẑ2 がともに X \ A
の元ならば、X の開集合 U1, U2 で、ẑ1 ∈ U1, ẑ2 ∈ U2, U1 ∩ U2 = ∅となる
ものがとれるが、U1 ∩ (X \A), U2 ∩ (X \ A) の Z における像は z1, z2 ∈ Z

を分離する。ẑ1, ẑ2がともに Y の元ならば、Y の開集合 V1, V2 で、ẑ1 ∈ V1,

ẑ2 ∈ V2, V1 ∩ V2 = ∅となるものがとれる。r−1(ϕ−1(V1)), r
−1(ϕ−1(V2))は

X の開集合で、ϕ−1(ẑ1), ϕ
−1(ẑ2)を分離している。(r−1(ϕ−1(V1)) � V1)/ ∼,

(r−1(ϕ−1(V2))�V2)/ ∼は z1, z2を分離する開集合である。̂z1 ∈ X\A, ẑ2 ∈ Y

ならば、まず、Aの点 xに対し、ẑ1と xを分離する開集合 ẑ1 ∈ U1x, x ∈ U2x

(U1x∩U2x = ∅)をとる。Aはコンパクトだから、Aの有限被覆 {U2xi}i=1,...,k

がとれる。このとき、W1 =

k⋂
i=1

U1xi , W2 =

k⋃
i=1

U2xi は ẑ1と Aを分離する開

集合である。このとき、W1/ ∼, (W2 � Y )/ ∼ は z1, z2を分離する開集合で

ある。 ■

【例 10.3】 Y を１点からなる位相空間とする（Y = {p}）とき、空間対
(X,A)と cp : A −→ {p}について、{p} ∪cp X = X/Aと書き、X において

Aを１点に縮めた空間と呼ぶ。Dn/∂Dn ≈ Snである。

命題 10.4 空間対 (X,A)について、Aを閉集合とし、XのAを含む開集合U

で，AにX のホモトピーでレトラクトするものがあるとする．すなわち，ホ

モトピー Ft : X −→ X で，Ft(U) ⊂ U , Ft|A = idA, F0 = idX , F1(U) ⊂ A

となるものがあるとする．このとき，H∗(X,A) ∼= H∗(Y ∪ϕ X,Y )となる．

証明 idX : (X,A) −→ (X,U), F1 : (X,U) −→ (X,A)について，idX ◦F1 

id(X,U), F1 ◦ idX 
 id(X,A) だから，ホモトピー公理から，H∗(X,A) ∼=
H∗(X,U)である．

Z = Y ∪ϕXに対し、ホモトピーGt : Z −→ ZをFt�idY : X�Y −→ X�Y
が誘導する写像として定義する。Ft|A = idA だから Gtは矛盾なく定義され

る．idZ : (Z, Y ) −→ (Z, Y ∪ϕ U), G1 : (Z, Y ∪ϕ U) −→ (Z, Y ) につい

て，idZ ◦G1 
 id(Z,Y ∪ϕU), G1 ◦ idZ 
 id(Z,Y ) だから，ホモトピー公理から，

H∗(Z, Y ) ∼= H∗(Z, Y ∪ϕ U)である．

また，切除公理により、X ⊃ U ⊃ AについてH∗(X \A,U \A) ∼= H∗(X,U)

である。同様に，切除公理により、Y ∪ϕX ⊃ Y ∪ϕU ⊃ Y について，H∗((Y ∪ϕ
X) \ Y, (Y ∪ϕ U) \ Y ) ∼= H∗(X \A,U \A)である．
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従って，

H∗(X,A) ∼= H∗(X,U) ∼=H∗(X \A,U \A)
=H∗((Y ∪ϕ X) \ Y, (Y ∪ϕ U) \ Y )
∼=H∗(Y ∪ϕ X,Y ∪ϕ U) ∼= H∗(Y ∪ϕ X,Y )

となる． ■

【例 10.5】 (X,A) = (Dn, Sn−1)とする。

F (t,x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(1 + t)x (‖x‖ � 1

t+ 1
)

x

‖x‖ (‖x‖ � 1

t+ 1
)

は，U = {x ∈ Dn
∣∣ ‖x‖ > 1

2
}に対して、命題の条件を満たす。従って、任意の

ϕ : Sn−1 −→ Y に対して，Hk(Y ∪ϕX,Y ) ∼= Hk(D
n, Sn−1) ∼=

{
Z (k = n)

0 (k �= n)

11 有限胞体複体

n次元有限胞体複体を次で定義する。

定義 11.1 0次元胞体複体とは、各点を開集合とする（離散位相を持つ）有

限集合のことである。n − 1次元胞体複体が定義されているとする。n次元

胞体複体 X(n) は、n − 1次元胞体複体X(n−1), および有限個の n次元円板

Dn
1 , . . . , D

n
k(n) の直和と、写像 ϕ :

k(n)⊔
i=1

Sn−1
i −→ X(n−1) により、X(n) =

X(n−1) ∪ϕ (

k(n)⊔
i=1

Dn
i ) として与えられるものである。X(n) 内の Int(Dn

i )の像

を eni と書き、n（次元）胞体と呼ぶ。

n次元X = X(n)の部分空間としてX(j)が含まれるが，X(j)をX の j（次

元）骨格と呼ぶ。上の定義から、連続写像Dj
i −→ X(j) ⊂ X が得られるが、

これを ιji : Dj
i −→ X と書くことにする。ιji は、Int(Dj

i )から像への同相写

像であり、eji = ιji (Int(D
j
i ))とおくと、X(j) = X(j−1) ∪ (

k(j)⋃
i=1

eji )は、X(j)を

集合として共通部分を持たない部分集合に分割している。従って、X = X(n)

は eji (j = 0, . . . , n; i = 1, . . . , k(j)) に分割されている。

このとき、しばしばX = (e01 ∪ · · · ∪ e0k(0)) ∪ · · · ∪ (en1 ∪ · · · ∪ enk(n))のよう

に書かれる。

命題 11.2 n次元胞体複体 X(n) が弧状連結であることと，その 1骨格 X(1)

が弧状連結であることは同値である。

証明 x0 ∈ X(0)を固定する。X(1)が弧状連結と仮定する。このとき，x1 ∈
X(1)に対し，曲線 c : [0, 1] −→ X(1)で c(0) = x0, c(1) = x1となるものがあ

る。以後，X(k) が弧状連結と仮定して、X(k+1) が弧状連結であることを示

す。x1 ∈ X(k+1) \ X(k) に対し、x1 ∈ ek+1
i となる k + 1胞体 ek+1

i があり、

x1はX(k) ∪ϕk+1
i

Dk+1
i の点であり、Dk+1

i の点 y1の像である。Dk+1
i 内の線

分 γ : [0, 1] −→ Dk+1
i で γ(0) ∈ ∂Dk+1

i , γ(1) ∈ y1 となるものをとると，γ

は γ : [0, 1] −→ X(k+1) を定義し，γ(0) ∈ X(k), γ(1) = x1 となる．X(k) は
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弧状連結と仮定したから，曲線 c : [0, 1] −→ X(k) で c(0) = x0, c(1) = γ(0)

となるものがある。c�γ は (c�γ)(0) = x0, (c�γ)(1) = x1 を満たす曲線であ

る。従って、X(k+1) は弧状連結である。この結果，X(1) が弧状連結ならば，

X = X(n) は弧状連結である。

X = X(n) が弧状連結であると仮定する．x1 ∈ X(1) に対し，曲線 c :

[0, 1] −→ X(n) で c(0) = x0, c(1) = x1 となるものがある。

このとき、n � 2 ならば、n − 1 骨格 X(n−1) 上の曲線 γ で γ(0) = x0,

γ(1) = x1となるものがあることをしめす。

n − 1骨格 X(n−1) の近傍 U で、X(n−1) に X(n) のホモトピーでレトラク

トするものが、例 10.5の構成により作られる。X(n) を U , Int(Dn
i ) (i = 1,

. . . , k(n))で被覆する。この被覆の c による逆像で [0, 1]を被覆し，そのル

ベーグ数を δとする。[0, 1]区間を
1

N
< δの区間に分割する。各小区間の像は

U 内にあるか、Int(Dn
i )にあるかどちらかである。U 内にある c(

j

N
)に対し、

r(c(
j

N
))を対応させる。c(

[ j
N

,
j + 1

N

]
) ∈ U ならば，r(c(

j

N
)), r(c(

j + 1

N
))に

対し，r◦c|[ j
N

,
j + 1

N

]
というX(n−1)内でつなぐ曲線がある。c(

[ j
N

,
j + 1

N

]
) ∈

U とならない小区間の和集合の連結成分
[ j
N

,
k

N

]
は、c(

[ j − 1

N
,
j

N

]
) ∈ U ,

c(
[ k
N

,
k + 1

N

]
) ∈ U , ある Dn

i に対して，c(
[ j
N

,
k

N

]
) ∈ Int(Dn

i ) r(c(
j

N
)),

r(c(
k

N
))は ϕn

j (∂D
n
i )上の点であるから、∂Dn

j 上の大円の像によってつなが

れている。これらの曲線をつないで，n−1骨格X(n−1)上の曲線γでγ(0) = x0,

γ(1) = x1となるものが得られる。

この議論をくりかえすと、k � 2に対し，曲線 c : [0, 1] −→ X(k) で c(0) =

x0, c(1) = x1となるものがあると仮定すると、k− 1骨格X(k−1)上の曲線 γ

で γ(0) = x0, γ(1) = x1となるものが得られる。従って、X(1)が弧状連結と

なる。 ■

12 有限胞体複体のホモロジー群

12.1 １次元胞体複体のホモロジー群

１次元胞体複体 X = X(1)は、頂点の有限集合 X(0) = {e01, . . . , e0k(0)}およ
び辺の集合 {D1

1, . . . , D
1
k(1)} (D1

i ≈ [−1, 1])について、各 D1
i の境界 ∂D1

i と

X(0) = {e01, . . . , e0k(0)}の点との同一視 ϕ1
i : ∂D1

i −→ X(0) が与えられたもの

である。

X = X(0) ∪⊔ϕ1
i
(D1

1 ∪ · · · ∪D1
k(1)) = X(0) ∪ (e11 ∪ · · · ∪ e1k(1))

１次元有限胞体複体Xが連結であるとして、Xのホモロジー群を求めよう。

空間対 (X(1), X(0))のホモロジー完全系列

∂∗−−−−→H1(X
(0))

i∗−−−−→H1(X
(1))

j∗−−−−→H1(X
(1), X(0))

∂∗−−−−→H0(X
(0))

i∗−−−−→H0(X
(1))

j∗−−−−→H0(X
(1), X(0))

j∗−−−−→ 0

において，

H∗(X(0)) ∼=
{
Zk(0) (∗ = 0)

0 (∗ �= 0)

49



例 10.5により、

H∗(X(1), X(0)) ∼=
k(1)⊕
i=1

H∗(D1
i , ∂D

1
i )
∼=
{
Zk(1) (∗ = 1)

0 (∗ �= 1)

である. H0(X
(0)), H1(X

(1), X(0)) の生成元を e0i , e
1
j = [D1

j , ∂D
1
j ] と書く。

H0(X
(0)) = Ze01 ⊕ ...⊕Ze0k(0), H1(X

(1), X(0)) = Ze11 ⊕ ...⊕Ze1k(1).

次の完全系列から、H0(X
(1)), H1(X

(1))が求まる。

0
i∗−−→ H1(X

(1))
j∗−−→

k(1)⊕
i=1

Ze1i
∂∗−−−→

k(2)⊕
i=1

Ze2i
i∗−−→ H0(X

(1))
j∗−−→ 0

準同型 ∂∗を列ベクトルに作用する行列として書くと k(0)行 k(1)列の行列

で、各列はすべて 0であるか、または 1, −1と k(0)− 2個の 0がならんでい

る。これを良くみると ∂∗ の核 ker ∂∗, 像 im ∂∗ が求まるはずである．
具体的に計算をしなくても、準同型の性質から次がわかる。まず、Ze0i =

H0({e0i }) −→ H0(X
(1)) の像と Ze0j = H0({e0j}) −→ H0(X

(1)) の像は、

ϕ1
� (∂D�) = {e0i , e0j}となるD1

� があれば一致する。連結を仮定しているので、

e01, . . . , e
0
k(0)は，どの 2点にもいくつかの１胞体 e1� をたどる道がある。従っ

て、H0({e0j}) −→ H0(X
(1))の像は、すべて一致する。従って、H0(X

(0)) ∼= Z

がわかる。準同型 i∗ は i∗(
k(0)∑
i=1

mie
0
i ) =

k(0)∑
i=1

miという準同型である。

rank(im ∂∗) = rank(ker i∗) = k(0)− 1 であり、自由アーベル群の部分群は

自由アーベル群で、rank(ker ∂∗) = k(1)− rank(im ∂∗) = k(1) − k(0) + 1だ

からH1(X
(1)) ∼= Zk(1)−k(0)+1 がわかる。

こうして、１次元胞体複体のホモロジー群 H0(X
(1)), H1(X

(1))が計算さ

れた。
注意 12.1 H0(X

(1)) ∼= Z, H1(X
(1)) ∼= Zk(1)−k(0)+1 は、チェイン複体

0←−−− Ze01 ⊕ ...⊕Ze0k(0)
∂∗←−−−− Ze11 ⊕ ...⊕Ze1k(1) ←−−− 0

のホモロジー群である。

12.2 ２次元胞体複体のホモロジー群

２次元胞体複体X のホモロジー群はどのように計算されるか考えよう。

X(0) = e01 � · · · � e0k(0)
X(1) =X(0) ∪ e11 ∪ e12 ∪ · · · ∪ e1k(1)

X = X(2) =X(1) ∪ϕ2 (D2
1 � · · ·D2

k(2))

=X(1) ∪ e21 ∪ e22 ∪ ... ∪ e2k(2)

のようにX はあたえられている。

空間対 (X(2), X(1))のホモロジー完全系列

∂∗−−−−→ H2(X
(1))

i∗−−−−→ H2(X
(2))

j∗−−−−→ H2(X
(2), X(1))

∂∗−−−−→ H1(X
(1))

i∗−−−−→ H1(X
(2))

j∗−−−−→ H1(X
(2), X(1))

∂∗−−−−→ H0(X
(1))

i∗−−−−→ H0(X
(2))

j∗−−−−→ H0(X
(2), X(1))

において，H∗(X(1))は計算されていて，

H∗(X(2), X(1)) ∼=
k(2)⊕
i=1

H∗(D2
i , ∂D

2
i )
∼=
{
Zk(2) (∗ = 2)

0 (∗ �= 2)

50



である.

∂∗−−−−→ 0
i∗−−−−→ H2(X

(2))
j∗−−−−→ Ze21 ⊕ · · · ⊕Ze2k(2)

∂∗−−−−→ H1(X
(1))

i∗−−−−→ H1(X
(2))

j∗−−−−→ 0
∂∗−−−−→ H0(X

(1))
i∗−−−−→ H0(X

(2))
j∗−−−−→ 0

これから，X(1)が弧状連結ならば、H0(X
(2)) ∼= H0(X

(1)) ∼= Zである。前

に述べたようにX(1)が弧状連結であることとX = X(2)が弧状連結であるこ

とは同値である。

0
i∗−−→ H2(X

(2))
j∗−−→ Ze21 ⊕ · · · ⊕Ze2k(2)

∂∗−−−→ H1(X
(1))

i∗−−→ H1(X
(2))

j∗−−→ 0

において，問題はZe21 ⊕ · · · ⊕Ze2k(2)
∂∗−−−→ H1(X

(1))の核と像の計算の方法

である。

ここに、(X(1), X(0))の完全列の情報を書き加えると次の図式を得る。

0⏐�
0−−→H2(X

(2))−−→H2(X
(2), X(1)) −−→ H1(X

(1)) −−→H1(X
(2))−−→ 0⏐�

H1(X
(1), X(0))⏐�

H0(X
(0))⏐�

H0(X
(1))⏐�

0

ここで、

H2(X
(2), X(1)) −→ H1(X

(1)) −→ H1(X
(1), X(0))

の合成写像 ∂を考えると，∂ : Ze21⊕· · ·⊕Ze2k(2) −→ Ze11⊕· · ·⊕Ze1k(1)が得ら

れ，その核がH2(X
(2))となる。その像でH1(X

(1))の商をとってH1(X
(2))が

得られるが、H1(X
(1)) ∼= ker(H1(X

(1), X(0)) −→ H0(X
(0)))だから、H1(X

(2)) ∼=
ker(H1(X

(1), X(0)) −→ H0(X
(0)))

im(H2(X(2), X(1)) −→ H1(X(1), X(0)))
となっている。

ここで、∂ : Ze21 ⊕ · · · ⊕Ze2k(2) −→ Ze11 ⊕ · · · ⊕Ze1k(1) を列ベクトルに作

用する行列で表すと、その ij 成分は deg(∂D2
j −→ D1

i /∂D
1
i )で与えられる。

ただし、D1
i /∂D

1
i ≈ X(1)/(X(1) \ Int e1i )と考えている。

注意 12.2 2次元胞体複体に対し、チェイン複体

0←−− Ze01 ⊕ ...⊕Ze0k(0)
∂←−− Ze11 ⊕ ...⊕Ze1k(1)

∂←−− Ze21 ⊕ ...⊕Ze2k(2)
∂←−− 0

が対応し、そのチェイン複体の完全系列からのずれをはかるホモロジー群が２次元胞

体複体のホモロジー群である。

【例 12.3】 (1) 2次元球面 S2. S2 = e0 ∪ e2 という胞体複体の表示をもつ。

このときのチェイン複体は

0←−− Ze0
∂∗←−−− 0

∂∗←−−− Ze2
∂∗←−−− 0
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であり、Hk(S
2) ∼=

{
Z (k = 0, 2)

0 (k �= 0, 2)
を得る。S2 = (e01∪e02)∪(e11∪e12)∪(e21∪e22)

という胞体複体の表示をもつ。

0←−− Ze01 ⊕Ze02

⎛
⎜⎝ 1 −1
−1 1

⎞
⎟⎠

←−−−−−−−−− Ze11 ⊕Ze12

⎛
⎜⎝ 1 1

−1 −1

⎞
⎟⎠

←−−−−−−−−− Ze21 ⊕Ze22
∂∗←−−− 0

となり、同じホモロジー群を得る。

(2) 射影平面RP 2. RP 2 = e0 ∪ e1 ∪ e2という胞体複体の表示をもつ。こ

のときのチェイン複体は

0←−− Ze0
0←−− Ze1

2←−− Ze2 ←−− 0

であり、Hk(RP 2) ∼=

⎧⎪⎨⎪⎩
Z/2Z (k = 1)

Z (k = 0)

0 (k �= 0, 1)

を得る。

(3) 2次元トーラス T 2. RP 2 = e0 ∪ (e11 ∪ e12) ∪ e2 という胞体複体の表示

をもつ。このときのチェイン複体は

0←−− Ze0

(
0 0

)

←−−−−−− Ze11 ⊕Ze12

⎛
⎜⎝0
0

⎞
⎟⎠

←−−− Ze2 ←−− 0

であり、Hk(T
2) ∼=

⎧⎪⎨⎪⎩
Z (k = 0, 2)

Z ⊕Z (k = 1)

0 (k �= 0, 1, 2)

を得る。

(4) クライン・ボトルK. K = e0 ∪ (e11 ∪ e12) ∪ e2という胞体複体の表示を
もつ。このときのチェイン複体は

0←−− Ze0

(
0 0

)

←−−−−−− Ze11 ⊕Ze12

⎛
⎜⎝0
2

⎞
⎟⎠

←−−− Ze2 ←−− 0

であり、Hk(T
2) ∼=

⎧⎪⎨⎪⎩
Z ⊕Z/2Z (k = 1)

Z (k = 0)

0 (k �= 0, 1)

を得る。

【問題 12.4】 正方形Qの４つの辺のうちの２つをとり、辺と辺とを同相写

像で同一視する。残りの２つの辺を同相写像で同一視する。

(1) 得られる空間は何通りあるか。同相なものは１つと数える。

ヒント：隣り合わせの辺を同一視するか、向かい合わせの辺を同一視するか

で、分け、同一視が正方形から導かれる辺の向きを保つか保たないかで分類

する。

(2) (1)で得られた空間のホモロジー群を求めよ。解答例は 65ページ。

12.3 3次元胞体複体のホモロジー群

X = X(3) =X(2) ∪ϕ3 (D3
1 � · · ·D3

k(3))

=X(2) ∪ e31 ∪ e32 ∪ ... ∪ e3k(3)

のようにX はあたえられている。
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空間対 (X(3), X(2))のホモロジー完全系列

∂∗−−−−→ H3(X
(2))

i∗−−−−→ H3(X
(3))

j∗−−−−→ H3(X
(3), X(2))

∂∗−−−−→ H2(X
(2))

i∗−−−−→ H2(X
(3))

j∗−−−−→ H2(X
(3), X(2))

∂∗−−−−→ H1(X
(2))

i∗−−−−→ H1(X
(3))

j∗−−−−→ H1(X
(3), X(2))

∂∗−−−−→ H0(X
(2))

i∗−−−−→ H0(X
(3))

j∗−−−−→ H0(X
(3), X(3))

において，H∗(X(2))は計算されていて，

H∗(X(3), X(2)) ∼=
k(3)⊕
i=1

H∗(D3
i , ∂D

3
i )
∼=
{
Zk(3) (∗ = 3)

0 (∗ �= 2)

である.

従って、Hk(X
(3)) ∼= Hk(X

(2)) (k = 0, 1)であり、H2(X
(3)), H3(X

(3))に

ついては完全系列

0
i∗−−→ H3(X

(3))
j∗−−→ Zk(3) ∂∗−−−→ H2(X

(2))
i∗−−→ H2(X

(3))
j∗−−→ 0

を得る。

0⏐�
H3(X

(3))⏐�
H3(X

(3), X(2)) 0⏐� ⏐�
0 −−→ H2(X

(2)) −−→ H2(X
(2), X(1)) −−→ H1(X

(1)) −−→H1(X
(2))−−→ 0⏐� ⏐�

H2(X
(3)) H1(X

(1), X(0))⏐� ⏐�
0 H0(X

(0))⏐�
H0(X

(1))⏐�
0

注意 12.5 X(3) のホモロジー群は、チェイン複体

0←−−Ze01 ⊕ ...⊕Ze0k(0)
∂←−− Ze11 ⊕ ...⊕Ze1k(1)

∂←−− Ze21 ⊕ ...⊕Ze2k(2)
∂←−− Ze31 ⊕ ...⊕Ze3k(2)

∂←−− 0

のホモロジー群として求まる。

このように，胞体複体のホモロジー群の計算をしようとすると、胞体を生

成元とする自由加群とその間の準同型写像 ∂の列が定義され，∂ ◦ ∂ = 0を満

たしているが、完全系列ではない。このような系列はチェイン複体と呼ばれ，

それが完全系列からどれだけ離れているかは ker ∂/ im∂ によりはかられる。

この群が、1次元、2次元、3次元の胞体複体については、ホモロジー群に一

致していることが、上の計算からからわかる。次節で、このようなチェイン

複体、チェイン複体のホモロジー群をきちんと定義する。

13 チェイン複体、そのホモロジー群

定義 13.1 (チェイン複体 (chain complex)) 整数 kに対して定まるアーベ

ル群 Ck と準同型 ∂k : Ck −→ Ck−1 からなる系列

C∗ : · · · ∂k−1←−−−− Ck−1
∂k←−−−− Ck

∂k+1←−−−− Ck+1
∂k+2←−−−− · · ·
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が、チェイン複体であるとは ∂k ◦ ∂k+1 = 0，すなわち im ∂k+1 ⊂ ker∂k が

任意の整数 kに対して成立することである。Ck の元を、しばしば k（次元）

チェインと呼ぶ。また，∂k を境界準同型あるいは境界作用素と呼ぶ。

定義 13.2 (複体のホモロジー群) チェイン複体C∗ : · · · ∂k−1←−−−− Ck−1
∂k←−−−−

Ck
∂k+1←−−−− Ck+1

∂k+2←−−−− · · · のk次元ホモロジー群HkをHk = ker ∂k/ im∂k+1

で定義する。Zk = kerhk の元を、k（次元）サイクル、Bk = imhk+1 の元

を、k（次元）バウンダリーと呼ぶ。k次元サイクル cを代表元とするHk の

元 [c]を cのホモロジー類と呼ぶ。

14 胞体複体のチェイン複体

14.1 n次元胞体複体のチェイン複体

X = X(n) = X(n−1) ∪ϕn (Dn
1 � · · · �Dn

k(n)) = X(n−1) ∪ (en1 ∪ · · · ∪ enk(n))

に対して、空間対 (X(n), X(n−1))のホモロジー完全系列を書くと以下のよう

になる。

∂∗−−−−→ Hn(X
(n−1))

i∗−−−−→ Hn(X
(n))

j∗−−−−→ Hn(X
(n), X(n−1))

∂∗−−−−→Hn−1(X
(n−1))

i∗−−−−→Hn−1(X
(n))

j∗−−−−→Hn−1(X
(n), X(n−1))

∂∗−−−−→Hn−2(X
(n−1))

i∗−−−−→Hn−2(X
(n))

j∗−−−−→Hn−2(X
(n), X(n−1))

∂∗−−−−→ · · ·
· · · j∗−−−−→ H1(X

(n), X(n−1))
∂∗−−−−→ H0(X

(n−1))
i∗−−−−→ H0(X

(n))
j∗−−−−→ H0(X

(n), X(n−1))

ここで、

H∗(X(n), X(n−1)) ∼=
k(n)⊕
i=1

H∗(Dn
i , ∂D

n
i )
∼=
{
Zk(n) (∗ = n)

0 (∗ �= n)

である. 従って、k = 0, . . . , n− 2に対して、Hk(X
(n)) ∼= Hk(X

(n−1))であ

る。また、Hn−1(X
(n)), Hn(X

(n))について完全系列

0
i∗−−→Hn(X

(n))
j∗−−→ Hn(X

(n), X(n−1))
∂∗−−−→ Hn−1(X

(n−1))
i∗−−→ Hn−1(X

(n))
j∗−−→ 0

を得る。ここで、X(n−1)についても次の同様の完全系列が得られている。

0
i∗−−→Hn−1(X

(n−1))
j∗−−→ Hn−1(X

(n−1), X(n−2))
∂∗−−−→ Hn−2(X

(n−2))
i∗−−→ Hn−2(X

(n−1))
j∗−−→ 0

0⏐�
0−−→Hn(X

(n))−−→Hn(X
(n), X(n−1))−−→ Hn−1(X

(n−1)) −−→Hn−1(X
(n))−−→ 0⏐�

Hn−1(X
(n−1), X(n−2))⏐�

Hn−2(X
(n−2))⏐�

Hn−2(X
(n−1))⏐�

0
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0⏐�
Hn(X(n))⏐�

Hn(X(n) ,X(n−1)) 0⏐� ⏐�
0 −−→ Hn−1(X(n−1)) −−→Hn−1(X(n−1) ,X(n−2)) −−→ Hn−2(X(n−2)) −−→Hn−2(X(n−1)) −−→ 0⏐� ⏐�

Hn−1(X(n)) Hn−2(X(n−2) ,X(n−3))⏐� ⏐�
0 Hn−3(X(n−3))⏐�

Hn−3(X(n−2))⏐�
0

結局、胞体複体 X = X(n) ⊃ X(n−1) ⊃ · · · ⊃ X(1) ⊃ X(0), に対し、

C�(X) = H�(X
(�), X(�−1)),

∂ = j∗ ◦ ∂∗ :C�(X) = H�(X
(�), X(�−1)) −→ H�−1(X

(�−1))

−→ H�−1(X
(�−1), X(�−2)) = C�−1(X)

として、チェイン複体,

0
∂←−−− C0(X)

∂←−−− C1(X)
∂←−−− C2(X)

∂←−−− · · ·

が定まった。ここで、

C�(X) = H�(X
(�), X(�−1)) ∼=

k(�)⊕
i=1

H�(D
�
i , ∂D

�
i ) =

k(�)⊕
i=1

Z[D�
i , ∂D

�
i ] =

k(�)⊕
i=1

Ze�i

は自由加群である。∂ : C�(X) −→ C�−1(X)は行列で表され、その ij成分は

∂D�
i

(ϕX)�i−−−−−→ X(�−1) f−−−→ X(�−1)/(X(�−1) \ e�−1
j ) ≈ D�−1

j /∂D�−1
j ≈ S�−1

の写像度で与えられる。

【問題 14.1】 (1) 例 12.3(1)と同様の n次元球面の胞体分割で、0 � k � n

に対して k次元の胞体を２個持つものを構成せよ。

(2) 例 12.3(2)のRP 2の胞体分割と同様にRPn の胞体分割を与えよ。

(3) RPn の胞体分割のホモロジー群を求めよ。

【問題 14.2】 CP 2 = (C3−{0})/C×の胞体分割 e0 ∪ e2 ∪ e4を定めよ。こ
のときの接着写像 ∂D4 −→ S2 = e0 ∪ e2を表せ。CP 2のホモロジー群を求

めよ。

ヒント：e4 = {[z1 : z2 : 1] ∈ CP 2} ∼= (z1, z2)√
1 + |z1|2 + |z2|2

⊂ D4. (w1, w2) ∈
S3 ⊂ C2に対し、Int(D4)から近づく点を取り、CP 2での極限を計算する。

14.2 符号の問題

Hn−1(S
n−1)の生成元 [Sn−1], Hn(D

n, Sn−1)の生成元 [Dn, Sn−1] は順に

定められたものである。

n次元立方体 In は、{e00, e01, e1}n の元に対応する 3n 個の胞体からなる胞

体複体の構造を持つ。
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正方形 [0, 1]2に対してその胞体分割は {e00, e01, e1}2, すなわち

(e00 × e00 ∪ e01 × e00 ∪ e00 × e01 ∪ e01 × e01)

∪(e1 × e00 ∪ e1 × e01 ∪ e00 × e1 ∪ e01 × e1)

∪e1 × e1

で与えられる。これを

({e00, e01} × {e00, e01}) ∪ (e1 × {e00, e01} ∪ {e00, e01} × e1) ∪ e1 × e1

と書こう。ここで、

∂(e1 × e00) = e01 × e00 − e00 × e00, ∂(e1 × e01) = e01 × e01 − e00 × e01,

∂(e00 × e1) = e00 × e01 − e00 × e00. ∂(e01 × e1) = e01 × e01 − e01 × e00

が、1胞体に対する生成元の自然なとり方である。これに対して、

∂(e1 × e1) = e01 × e1 − e00 × e1 − e1 × e01 + e1 × e00

これは、

∂(e1 × e1) = (∂e1)× e1 − e1 × (∂e1)

と書かれる。

立方体 [0, 1]3に対してその胞体分割は {e00, e01, e1}3, すなわち

({e00, e01} × {e00, e01} × {e00, e01})
∪(e1 × {e00, e01} × {e00, e01} ∪ {e00, e01} × e1 × {e00, e01} ∪ {e00, e01} × {e00, e01} × e1)

∪({e00, e01} × e1 × e1 ∪ e1 × {e00, e01} × e1 ∪ e1 × e1 × {e00, e01})
∪e1 × e1 × e1

ここで、1胞体に対して、

∂(e1 × e0i2 × e0i3) = (∂e1)× e0i2 × e0i3 ,

∂(e0i1 × e1 × e0i3) = e0i1 × (∂e1)× e0i3 ,

∂(e0i1 × e0i2 × e1) = e0i1 × e0i2 × (∂e1)

と定める。2胞体に対しては、それぞれの正方形に対して座標の順に定まる

生成元を対応させれば、次のようになる。

∂(e0i1 × e1 × e1) = e0i1 × (∂e1)× e1 − e0i1 × e1 × (∂e1),

∂(e1 × e0i2 × e1) = (∂e1)× e0i2 × e1 − e1 × e0i2 × (∂e1),

∂(e1 × e1 × e0i3) = (∂e1)× e1 × e0i3 − e1 × (∂e1)× e0i1

これにより、H1(I
3) ∼= 0も確かめられる。3胞体に対しては

∂(e1 × e1 × e1) = (∂e1)× e1 × e1 − e1 × (∂e1)× e1 + e1 × e1 × (∂e1)

と定めると、[D3, S2]の定義と同じになる。（球面のホモロジー群の生成元は空

間対 (Sn, Sn−) (Sn− = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1
∣∣ x1 � 0})のホモロジー完全系

列内の同型Hn(S
n) ∼= Hn(S

n, Sn
−)と、切除同型Hn(D

n, ∂Dn) ∼= Hn(S
n, Sn

−)
により定める。）

n次元立方体 In は、{e00, e01, e1}n の元に対応する 3n 個の胞体からなる胞

体複体の構造に対し、

∂(e1 × · · · × e1) = (∂e1)× · · · × e1 − e1 × (∂e1)× · · · × e1

+ · · ·+ (−1)n−1e1 × · · · × e1 × (∂e1)
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となる。

In は {e0, en−1, en} という胞体複体の構造を持つ。∂In の胞体分割につ

いて、{e00, e01, e1}n \ {e1 × · · · × e1}から {e0, en−1}への胞体写像が、e01 ×
e1 × · · · × e1 �→ en−1, 他の元は e0 に写す形で定まる。これは、{e00, e01, e1}n
から、{e0, en−1, en}への胞体写像に拡張する。これにより、Hn(∂I

n) の生

成元 [∂In] は、e01 × e1 × · · · × e1 �→ en−1 の像として定まっていたから、

{e0, en−1}のチェイン複体における [en−1]に一致する。さらに、∂en = en−1

が ∂∗([In, ∂In]) = [∂In] を誘導することがわかる。

Ip × Iq について、空間として ∂(Ip × Iq) = (∂Ip × Iq) ∪ (Iq × ∂Iq) であ

るが、{e00, e01, e1}p+q という胞体分割のチェイン複体では

∂(e1 × · · · × e1) = ∂(

p︷ ︸︸ ︷
e1 × · · · × e1)× (

q︷ ︸︸ ︷
e1 × · · · × e1)

+(−1)p−1(

p︷ ︸︸ ︷
e1 × · · · × e1)× ∂(

q︷ ︸︸ ︷
e1 × · · · × e1)

となる。Ip = {e0, ep−1, ep}, Iq = {e0, ep−1, eq}を上のようにとると、

∂(ep × eq) = (∂ep)× eq + (−1)p−1ep × (∂eq)

= ep−1 × eq + (−1)p−1ep × eq−1

となる。

胞体写像 {e00, e01, e1}p+q −→ {e0, ep−1, ep} × {e0, ep−1, eq}が、

(e1)p × (e1)q �−→ ep × eq,

e01 × (e1)p−1 × (e1)q �−→ ep−1 × eq,

(e1)p × e01 × (e1)q−1 �−→ ep × eq−1,

e01 × (e1)p−1 × (q′胞体 (q′ < q)) �−→ ep−1 × e0,

(p′胞体 (p′ < p))× e01 × (e1)q−1 �−→ e0 × ep−1,

(これら以外の胞体) �−→ e0 × e0

により定まる。この胞体写像が誘導するチェイン写像がチェイン複体の境界

準同型と可換であることから、∂(ep × eq)が定まる。

15 n次元胞体複体のホモロジー群

n次元有限胞体複体X のホモロジー群は、有限生成自由加群からなるチェ

イン複体 C∗(X)のホモロジー群であることがわかった。

15.1 チェイン複体C∗(X)の境界準同型の標準形

有限生成自由加群からなるチェイン複体 C∗ : 0
∂←−−− C0

∂←−−− C1
∂←−−−

· · · ∂←−−− Cn
∂←−−− 0 に対して、C0, C1, . . . , Cn の基底を代数的に取り替え

て ∂ の表示を簡単にすることができる。

すなわち、∂ : C� −→ C�−1は k�−1行 k�列の整数係数の行列で表されてい
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るから、行列基本変形を行えば、次の形の行列で書かれる。⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e1 0 · · · 0

0 e2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · er

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ここで e1, e2, . . . , er は e1|e2| · · · |er−1|er （e1 は e2 の約数, . . . , er−1 は er

の約数）を満たす自然数であり、

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

は k�−1 − r行 k� − r列の零行列

である。e1, e2, . . . , er のうちの最初の p�個は 1, 残りの q� = r − p個をm�
1,

. . . , m�
q�
として、行列は、⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

m�
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · m�
q�

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
m�

1|m�
2| · · · |m�

q�
のように書かれる。このように行列を書く基底により、C� =

Zk(�) = Zp� ⊕ Zq� ⊕ Zk�−(p�+q�) と書き、C�−1 = Zk(�−1) = Zp� ⊕ Zq� ⊕
Zk�−1−(p�+q�) と書くと、

ker∂ = 0⊕ 0⊕Zk�−(p�+q�) ⊂ Zk� ,

im ∂ =Zp� ⊕
q�⊕
i=1

m�
iZ ⊕ 0 ⊂ Zp ⊕Zq� ⊕Zk�−1−(p�+q�) ⊂ Zk�−1

である。

チェイン複体 C∗ においては、∂ ◦ ∂ = 0すなわち im(∂ : C�+1 −→ C�) ⊂
ker(∂ : C� −→ C�−1) であるから、C� = Zk� = Zp ⊕Zq ⊕Zk(�)−(p+q) にお

いては、

im(∂ : C�+1 −→ C�) ⊂ 0⊕ 0⊕Zk�−(p�+q�) = ker(∂ : C� −→ C�−1)

である。この 0⊕ 0⊕Zk�−(p�+q�) = ker(∂ : C� −→ C�−1)における基底を取

り替えて、∂ : C�+1 −→ ker(∂ : C� −→ C�−1))を表す行列が上の形の k�+1行
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k� − (p� + q�)列の行列に書かれる。⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

m�+1
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · m�+1
q�+1

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
従って、ホモロジー群は

H�(C∗) ∼= Zk�−(p�+q�)−(p�+1+q�+1) ⊕
q�+1⊕
i=1

Z/m�+1
i Z

となる。

15.2 有限胞体複体のオイラー標数

さて、n次元有限胞体複体X のオイラー標数（オイラー・ポアンカレ標数）

を χ(X) =

n∑
�=0

(−1)�k(�)で定義する。

このとき、χ(X) =

n∑
�=0

(−1)� rank(H�(X))となる。

実際、∂ : Ck −→ Ck−1 について、0←−− im ∂
∂←−−− Ck ←−− ker∂ ←−− 0

に対して rank(Ck) = rank(im ∂) + rank(ker ∂) である。従って、0
∂0←−−−

C0
∂1←−−− C1

∂2←−−− · · · ∂n←−−− Cn
∂n+1←−−− 0に対して、rank(H�(X)) = rank(ker ∂�/ im ∂�+1) =

rank(ker ∂�)− rank(im ∂�+1) だから、

n∑
�=0

(−1)� rank(H�(X)) =
n∑

�=0

(−1)�(rank(ker ∂�)− rank(im ∂�+1))

=

n∑
�=0

(−1)�(rank(ker ∂�) + rank(im ∂�))

=

n∑
�=0

(−1)� rank(Ck(X))

=

n∑
�=0

(−1)�k(�) = χ(X)

15.3 体を係数とするホモロジー群

前の小節におけるオイラー数の計算は有限生成アーベル群のランクの計算

であった。自由加群からなるチェイン複体に対して、ホモロジー群が、自由

部分加群 ker ∂, im ∂の商として得られ、そのランクはランクの差であること

を用いている。このようなランクの計算は、線形空間に対してはより明快で

ある。∂ : Zk� ∼= C� −→ C�−1
∼= Zk�−1 は整数係数の行列で表されているの

で、それが作用する空間は線形空間Rk� −→ Rk�−1 と考えても問題はない。

また、実際の応用では、素数 pに対して p個の元からなる有限体 F p = Z/pZ

と考えると（特に F 2 = Z/2Z と考えると)便利なことが多い。
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自由加群からなるチェイン複体 C∗ : 0
∂←−−− C0

∂←−−− C1
∂←−−− · · · ∂←−−−

Cn
∂←−−− 0 (C�

∼= Zk�)と体K に対して、C∗ ⊗K : 0
∂←−−− C0 ⊗K

∂←−−−
C1 ⊗K

∂←−−− · · · ∂←−−− Cn ⊗K
∂←−−− 0を C� ⊗K ∼= Kk� について、（行列

で書けば同じ）∂ により定義される系列とする（K = Q, Rに対しては ∂ は

同じ行列で書かれ、K = F pに対しては ∂ mod pとなる）。ここで⊗は後で
説明するテンソル積の記号である。

このような体上の線形空間に対しては、∂ を表す行列は、⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
すなわち rK� 次の単位行列と k� − rK� 行 k� − rK�−1列の零行列の直和となる。

従って、前々小節の議論から

H�(C∗ ⊗K) ∼= Kk�−rK� −rK�+1

となる。この群をH�(X ;K)と書き、K 係数のホモロジー群と呼ぶ。一般の

アーベル群 Aに対しても同様に群H�(X ;A) = H�(C∗(X) ⊗ Aがさだまり、

A係数のホモロジー群と呼ばれる。H�(X ;Z) = X�(X)である。

ここで、dimK H�(C∗⊗K)と rankH�(C∗)は一般には異なる。しかし、前

小節のオイラー標数の計算から、χ(X) =

n∑
�=0

(−1)� dimK(H�(X))となる。

16 胞体写像

２つの胞体複体に対して、その間の連続写像 f が誘導するホモロジー群の

準同型はどのようにして求められるかを考えよう。

胞体複体に対しては、胞体写像を考えるのが自然である。m次元有限胞体

複体
X = X(m) ⊃ X(m−1) ⊃ · · · ⊃ X(1) ⊃ X(0),

X(�) = X(�−1) ∪ϕ�
X
(D�

1 � · · · �D�
kX(�)), (� = 1, . . . ,m),

n次元有限胞体複体

Y = Y (n) ⊃ X(n−1) ⊃ · · · ⊃ Y (1) ⊃ Y (0),

Y (�) = Y (�−1) ∪ϕ�
Y
(D�

1 � · · · �D�
kY (�)), (� = 1, . . . , n)

が与えられているとする。

定義 16.1 (胞体写像) 胞体複体X = X(m) ⊃ X(m−1) ⊃ · · · ⊃ X(1) ⊃ X(0),

Y = Y (n) ⊃ X(n−1) ⊃ · · · ⊃ Y (1) ⊃ Y (0) の間の連続写像 f : X −→ Y は、

f(X(�)) ⊂ Y (�), (� = 1, . . . , m) が成り立つとき胞体写像であると呼ぶ。

胞体写像fは,胞体複体のチェイン複体C�(X) = H�(X
(�), X(�−1)), C�(Y ) =

H�(Y
(�), Y (�−1)) の間の準同型写像 f∗ を誘導する。実際、連続写像 f の �骨

格 X(�) への制限はは、連続写像 f |X� : (X(�), X(�−1)) −→ (Y (�), Y (�−1))で

あり、準同型写像 (f |X(�))∗ : H�(X
(�), X(�−1)) −→ H�(Y

(�), Y (�−1)) を誘導
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する。この準同型写像がC∗(X), C∗(Y )の境界準同型 ∂と可換であることが、

次の可換図式からわかる。

H�(X
(�), X(�−1))

∂∗−−−−→ H�−1(X
(�−1))

j∗−−−−→ H�−1(X
(�−1), X(�−2))⏐⏐�(f |X(�))∗

⏐⏐�(f |X(�−1))∗

⏐⏐�(f |X(�−1))∗

H�(Y
(�), Y (�−1))

∂∗−−−−→ H�−1(Y
(�−1))

j∗−−−−→ H�−1(Y
(�−1), Y (�−2))

このように、チェイン複体の境界準同型と可換な準同型をチェイン・マップ（チ

ェイン準同型）と呼ぶ。チェイン・マップはホモロジー群の準同型を導く。今の場

合で言うと、ker(∂ : C�(X) −→ C�−1(X))の元 cに対し、∂(f∗c) = f∗(∂c) = 0

だから、f∗c ∈ ker(∂ : C�(Y ) −→ C�−1(Y ))である。また、b = ∂a ∈ im(∂ :

C�+1(X) −→ C�(X)) に対し、f∗b = f∗(∂a) = ∂(f∗a) im(∂ : C�+1(Y ) −→
C�(Y )) であるから、H�(X) −→ H�(Y )が誘導される。

f∗ を具体的に書くと

C�(X) = H�(X
(�), X(�−1)) =

kX(�)⊕
i=1

Ze�i =

kX (�)⊕
i=1

Z[D�
i , ∂D

�
i ],

C�(Y ) = H�(Y
(�), Y (�−1)) =

kY (�)⊕
i=1

Ze�i =

kY (�)⊕
j=1

Z[D�
j, ∂D

�
j ]

として、胞体写像 f は

(D�
i , ∂D

�
i)

((eX )�i ,(ϕX)�i)−−−−−−−−−−→ (X�, X�−1)
f−−−→ (Y �, Y �−1) −−−→ (Y �, Y �\(eY )�j)

を誘導するから、連続写像D�
i/∂D

�
i −→ D�

j/∂D
�
j が得られる。f∗ は行列で

表され、その ij成分はD�
i/∂D

�
i −→ D�

j/∂D
�
j の写像度で与えられる。

17 胞体近似定理

有限胞体複体 X , Y の間の連続写像は、ホモロジー理論の公理によりホモ

ロジー群の準同型を導く。次の定理により、その連続写像とホモトピックな

胞体写像が存在する。胞体写像が胞体複体のチェイン複体の間のチェイン・

マップを誘導し、それが誘導するホモロジー群の準同型と見ることができる。

定理 17.1 有限胞体複体X, Y の間の連続写像 f : X −→ Y は、胞体写像に

ホモトピックである。

証明は、f を胞体分割に対して、ホモトピーで変形していくことにより与

えられる。
X = X(m) ⊃ X(m−1) ⊃ · · · ⊃ X(1) ⊃ X(0),

Y = Y (n) ⊃ Y (n−1) ⊃ · · · ⊃ Y (1) ⊃ Y (0)

とする。

胞体近似定理の証明の中で、次の補題が必要になる。

補題 17.2 K ⊂ U ⊂ U ⊂ V ⊂ Rm, U , V は開集合、K, U はコンパクト集

合とする。任意の連続写像 f : V −→ Rn, ε > 0に対し、K の近傍上で滑ら

かあるいは区分的に線形な写像f で, f |(V \U) = f |(V \U), sup
V
‖f − f‖ < ε

となるものが存在する。

61



証明 f は V 上で一様連続であるから、εに対し、δ > 0で ‖x− y‖ < δなら

ば、‖f(x)− f(y)‖ < εとなるものが存在する。さらに 4δ < dist(K,Rn \U)

とする。

滑らかな関数を得るためにはC∞級関数μ(x)で supp(μ) ⊂ {x ∈ Rn
∣∣ ‖x‖ <

δ,

∫
Rn

μ(x) d x1 · · ·dxn = 1となるものをとる。

f(x) =

∫
μ(x− y)f(y) d y1 · · · d yn

と置く。f(x)はK の 3δ近傍で定義され、C∞ 級である。また、

‖f(x)− f(x)‖ = ‖
∫

μ(x− y)(f(y)− f(x)) d y1 · · · d yn‖

=

∫
μ(x− y)‖f(y)− f(x))‖ d y1 · · · d yn

�
∫

μ(x− y)ε d y1 · · ·d yn = ε

である。

ν(x) = min{max{0, dist(x,K)

δ
− 1}, 1}

とすると ν はK の δ近傍で 0, 2δ近傍の外で 1となる連続関数である。(1−
ν(x))f (x) + ν(x)f(x)を改めて f とすればこれが求める C∞級写像である。
区分線形な関数を得るためには、U を辺が座標軸に平行で長さが δの立方

体に分割する。ただし、4
√
nδ < dist(K,Rn \U)とする。その頂点になる点

を格子点と呼ぶ。更に立方体を単体に分割する。[0, 1]nに対しては、1 · · ·nの
置換 σに対して、

{(x1, . . . , xn) ∈ [0, 1]n
∣∣ 1 � xσ(1) � · · · � xσ(n) � 0}

のように分割し、U の分割はこれに相似に行う。

U 上の格子点 xに f(x)を対応させる写像を単体上にアフィン写像として

拡張すると、区分線形な写像が得られるが、K の 3δ 近傍に交わる単体の頂

点は U 内にあるので、この区分線形写像 f はK の 3
√
nδ 近傍上で定義され

ている。xを含む単体の頂点を x0, . . . , xn とすると、x =
n∑

i=0

tixi (ti � 0,

n∑
i=0

ti = 1)であり、

‖f(x)− f(x)‖ = ‖
n∑

i=0

tif(xi)− (

n∑
i=0

ti)f(x)‖

= ‖
n∑

i=0

ti(f(xi)− f(x))‖

�
n∑

i=0

ti‖f(xi)− f(x))‖

�
n∑

i=0

tiε = ε

となる。

ν(x) = min{max{0, dist(x,K)√
nδ

− 2}, 1}

とすると ν はK の 2
√
nδ 近傍で 0, 3

√
nδ 近傍の外で 1となる連続関数であ

る。(1− ν(x))f (x) + ν(x)f(x)を改めて f とすればこれが求める区分線形写

像である。 ■

胞体近似定理の証明のために、まず、特別な場合を考える。
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補題 17.3 m < nとし、m次元胞体複体X から n次元胞体複体 Y への写像

が f : X −→ Y が f(X(m−1)) ⊂ Y (m−1) を満たしているとき、f = f0 
 f1 :

X −→ Y , f1(X
(m)) ⊂ Y (m) とできる。

証明 f |Dm
i : Dm

i −→ Y (n) (n > m)とする。Dn
j ,rをDn

j 内の原点を中心とす

る半径 rの閉球体とする。f を
kY (n)⋃
j=1

(f |Dm
i )−1(Dn

j ,1/2)の近傍でホモトピーで

変形して、f |Dm
i : Dm

i −→ Y (n−1)にできることをいう。
kY (n)⋃
j=1

(f |Dm
i )−1(Dn

j ,1/2) ⊂

IntDm
i について、(f |Dm

i )−1(Dn
j ,1/2)の近傍Ujで、互いに交わらず、f(Uj) ⊂

Dn
j ,2/3となるものが取れる。Uj において、f |Dm

i をホモトピーで変形して、

(f |Dm
i )−1(Dn

j ,1/2)では、区分線形あるいは滑らかな写像にすることができ

る。ホモトピーで変形すると、ynj ∈ Dn
j ,1/2 で f |Dm

i の像に含まれないもの

が存在する。従って、

ynj を用いて、y ∈ Dn
j に対して、ynj , y, y

′ ∈ ∂Dn
j となるように y′をとる。

これにより、ホモトピー ht : Y
(n−1) ∪ (enj \ {ynj }) −→ Y (n−1) ∪ (enj \ {ynj })

が ht(y) = (1 − t)y + ty′により定まる。
このようなホモトピーは各Uj について同時に作ることができる。従って、

ht : Y
(n−1) ∪ (

k(n)⋃
j=1

(enj \ {ynj })) −→ Y (n−1) ∪ (

k(n)⋃
j=1

(enj \ {ynj })) で、h1の像が

Y (n−1) に含まれるものがある。このとき、h1 ◦ (f |Dm
i )の像は Y (n−1) に含

まれる。

この操作を、すべてのDm
i に対して行って f |X(m)とホモトピックな写像

でX(m) の像が Y (n−1) に含まれるものが構成される。

さらに、この議論を、f : X(m) −→ Y (n−1), . . . , f : X(m) −→ Y (m+1) に

対して繰り返して、補題の f1が得られる。 ■

胞体近似定理の証明．定理の証明のためには、f を次の手順で変形する。

f |X(0) : X(0) −→ Y について、f
(0)
0 = f |X(0), f

(0)
1 : X(0) ⊂ Y (0)となるよう

にホモトピー f
(0)
t をつくる。f

(0)
t を f0

t : X −→ Y に拡張する。

f0
1 |X(1) −→ Y について、f

(1)
0 = f0

1 |X(0), f
(1)
1 : X(1) ⊂ Y (1)となるように

ホモトピー f
(1)
t をつくる。f

(1)
t を f1

t : X −→ Y に拡張する。

こうして、f �
1 : X −→ Y で、f �

1(X
(�)) ⊂ Y (�)となるものができているとき、

f �
1 |(X(�+1)) ⊂ Y について、f

(�+1)
0 = f �

1 |X(�+1), f
(�+1)
1 : X(�+1) ⊂ Y (�+1) と

なるようにホモトピー f
(�+1)
t をつくる。f

(�+1)
t を f1

t : X −→ Y に拡張する。

こうして、定理が証明される。 �
ホモトピーを拡張できるのは次の補題による。この補題を用いれば、f

(�+1)
t

は順に次元の高い骨格上のホモトピーに拡張される。

補題 17.4 X(k) 上のホモトピーは、X(k+1) のホモトピーに拡張される。X

のホモトピーに拡張される。

証明 連続写像 f0 : Dk −→ Y について、f0|∂Dk のホモトピー f : [0, 1] ×
∂Dk −→ Y , f(0, x) = f0(x) (x ∈ ∂Dk) が与えられているとする。f を拡張

する f0のホモトピー F : [0, 1]× ∂Dk −→ Y , F (0, x) = f0(x) (x ∈ Dk)が存

在することを示せばよい。

F (t, x) =

{
f0((1 + t)x) (1 + t)‖x‖ � 1

f(t, x/‖x‖) (1 + t)‖x‖ � 1
と置けばよい。 ■

こうして胞体近似定理が示された。
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18 ホモトピックな胞体写像

f : X −→ Y の 2つの胞体近似 f0, f1 は写像としてホモトピックである。

[0, 1]×X は、X の胞体D�
j に対し、{0} ×D�

j , {1} ×D�
j , [0, 1]×D�

j を胞体

とする胞体分割を持つ。

F : [0, 1]×X の胞体近似 F1 で、F1|{0} ×X = f0, F1|{1} ×X = f1とす

るものが取れる。F1を F と書き直す。

F∗ : C∗([0, 1]×X) −→ C∗(Y )が得られる。また、i0 : X −→ {0} ×X ⊂
[0, 1]×X , i1 : X −→ {1} ×X ⊂ [0, 1]×X も得られる。

F∗(i0)∗ = (f0)∗, F∗(i1)∗ = (f1)∗ である。
ここで、F∗((0, 1)×e�j) ∈ H�+1(Y (�+1), Y (�)) = C�+1(Y )であるが、∂F∗((0, 1)×

e�j)− F∗((0, 1)× ∂e�j) = F∗(i0)∗(e�j)− F∗(i1)∗(e�j) = (f0)∗(e�j)− (f1)∗(e�j) と
なる。

H : C�(K) −→ C�+1(K)をH(e�j) = F∗((0, 1)× e�j)で定めると、上で確か

めたように (f0)∗ − (f1)∗ = ∂H +H∂ をみたす。このH を (f0)∗ と (f1)∗ の
間のチェインホモトピーと呼ぶ。チェインホモトピーがあると、ホモロジー

群において (f0)∗ = (f1)∗ となる。
(胞体複体,胞体写像)のなす圏において、胞体写像であるようなホモトピー

を考えると、それは、チェイン複体にひきおこす２つのチェイン写像の間の

チェインホモトピーを引き起こすことがわかった。

一般に、チェイン複体C∗, C′∗のあいだのチェイン写像 f0, f1に対し、f1と f0

の間のチェインホモトピーHが与えられているとする。f1−f0 = ∂H+H∂. こ

のとき、(f1)∗ = (f0)∗ : Hj(C∗) −→ Hj(C
′
∗)である。実際、(f1)∗− (f0)∗ = 0

をいえばよいが、α ∈ ker ∂ に対し、

(f1 − f0)α = (∂H +H∂)(α) = ∂Hα+H∂α = ∂Hα

だから、(f1 − f0)∗[α] = 0 ∈ Hj(C
′∗)である。

19 n次元胞体複体のホモロジー群

n次元有限胞体複体Xのホモロジー群は、有限生成自由加群からなるチェイ

ン複体C∗(X)のホモロジー群であることがわかった。逆に、有限生成自由加群

からなるチェイン複体 C∗ : 0
∂←−−− C0

∂←−−− C1
∂←−−− · · · ∂←−−− Cn

∂←−−− 0

が与えられると、C∗(X) = C∗ となるような n次元有限胞体複体 X が定義

されるかどうかを考えよう。これは、H0(C∗) ∼= Z という場合は可能である。

まず、X(1) については、C0, C1 の基底を取り替えて、∂ : C1 −→ C0 は行列⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠で表される。このときの C0の基底を e01, . . . , e
0
k0
,

C1の基底を e11, . . . , e
1
k1
とする。C0の基底を e01+e0k0

, . . . , e0k0−1+e0k0
, e0k0

に取

り替えると行列は

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

−1 · · · −1 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠で表される。この行列に対応
する 1次元胞体複体は、頂点 e01, . . . , e

0
k0
,辺 e11, . . . , e

1
k1
をもち、ϕ1

i (−1) = e0k0
,
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ϕ1
i (1) =

{
e0i (i < k0)

e0k0
(i � k0)

で与えられる。X(n−1) が定義されているとき、

ϕn
i : ∂Dn

i −→ X(n−1) で結合写像 ϕn
i : ∂Dn

i −→ X(n−1) −→ Dn−1
j /∂Dn−1

j

の写像度が与えられた整数になるものを構成する。

X(n−1) は弧状連結だから、X(0) の１点 e0k0
と ι(Dn−1

j ) に含まれる X(0)

の点 e0� を結ぶ曲線 γj が取れる。ιbj = e0j となる bj ∈ ∂Dn−1
j をとり、fij :

(Dn−1, ∂Dn−1) −→ (Dn−1
j , bj)でdeg(fij : (D

n−1, ∂Dn−1) −→ (Dn−1
j , ∂Dn−1

j )

が、∂ : Cn −→ Cn−1を表す行列の ij成分 ∂ij に等しいものをとる。γj#fij :

(Dn−1, ∂Dn−1) −→ (X(n−1), e0k0
) についてDn−1 ≈ In−1と同一視して、そ

れらの和 (γ1#fi1)� · · · �γkn−1#fikn−1) を ∂Dn = In−1/∂In−1 からの写像と

みたものを ϕn
i : ∂Dn −→ X(n−1) と置く。そうすると、ϕn =

kn⊔
i=1

ϕn
i により

定義するX(n) = X(n−1) ∪ϕn (Dn
1 � · · · �Dn

kn
) は n次元胞体複体であり、そ

れの定義するチェイン複体は、C∗ に一致する。
まず、ϕn

i : ∂Dn
i −→ X(n−1)/X(n−2)を与えたとき、ϕn

i : ∂Dn
i −→ X(n−1)/X(n−3)

注意 19.1 チェイン複体に対し、それを与える胞体複体のホモトピー型は一意では

ない。すなわちホモトピー同値ではない２つの胞体複体が、同じチェイン複体を与え

る例はたくさんある。

20 問題の解答
【問題 12.4の解答】
【問題 14.1の解答】
【問題 14.2の解答】
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