
資料．

群の表示

群を生成元と関係式で表示する方法を説明しよう。

群 Gは、集合 Gで、演算 G × G −→ Gが指定され、それが、結合律を満たし、

単位元 1、各元 gの逆元 g−1 が存在するというものである。群Gの部分集合 S が、

任意のGの元は Sの元とその逆元の積で書かれるという性質をもつとき、Sを生成

元の集合と呼ぶ。このとき、Gの元は Sの元をアルファベットとする語（S の元の

語（ワード））で表されるという。２つの S の元の語w1, w2の積は、語を並べた語

w1w2 で表される。２つの語がいつ等しいか、すなわち、Gの同じ元を表すかを表

せば、群が表示できることになる。w = s1 · · · sk (si ∈ S, i = 1, . . . , k)に対して、

w−1 = sk
−1 · · · s1−1とすると、w1 = w2という関係式は、w1w2

−1 = 1と書かれる

から、どのような語が、1を表すかを指定すればよい。1を表す語の逆の語、２つ

の語の積や、共役の語は、1を表すから、このことを勘案して、できるだけ少ない

関係式、すなわち、1を表すアルファベットを与えて、群を表示することを考える。

このとき、自明な関係式 sisi
−1 = si

−1si = 1は、明示しなくても成立していると考

える。

例えば、S が１つの元 aからなり、関係式が自明なものしかないときには、群の

元は 1 = a0, k ∈ Z>0に対して、ak =

k︷ ︸︸ ︷
a · · ·a, a−k = (ak)−1 からなり、ajak = aj+k

という計算法則を持つから、無限巡回群 Zと同型な群を表す。

S が k個の元 s1, . . . , sk からなり、関係式が自明なものしかないときには、群の

元は、1または si1
e1 · · · sij ej で e� = ±1 (� = 1, . . . , j)であり、隣り合うアルファ

ベットについて si� = sij+�
かつ e� + e�+1 = 0となる �がないという語の全体とな

る。これらを簡約された語と呼ぶ。２つの簡約された語の積は、それらを並べて、

自明な関係式で簡約したものとなる。この群を k元生成自由群と呼ぶ。

群 Gの生成元の集合を S とし、1を表す関係式が、S の元の語の集合 R から、

逆、積、共役を取ることで得られるとする。k元生成自由群と同様に定義される S

の元で生成される自由群をFS と書くと、Rは FS の部分集合であるが、NRをRを

含む FS の正規部分群で最小のものとする。このとき、Gは商の群 FS/NR と同型

となる。商の群 FS/NR を 〈S ∣∣ R〉 と書く。
例えば、Z/3Z = 〈a ∣∣ a3〉, Z2 = 〈a, b ∣∣ aba−1b−1〉と書かれる。



定義 (自由積，融合積)

２つの群 G1, G2 に対し、G1 と G2 の自由積 G1 ∗ G2 は、G1 = 〈S1

∣∣ R1〉, G2 =

〈S2

∣∣ R2〉とするとき、

G1 ∗G2 = 〈S1 � S2

∣∣ R1 �R2〉

で表される群である。

群G12からの準同型 i1 : G12 −→ G1, i2 : G12 −→ G2が与えられたとき、融合積

G1 ∗
G12

G2 は、

G1 ∗
G12

G2 = 〈S1 � S2

∣∣ R1 �R2 � {i1(g12)
(
i2(g12)

)−1
∣∣ g12 ∈ G12}〉

で表される群である。

例えば 2元生成自由群は 〈a, b〉 = Z ∗ Zである。G = 〈S ∣∣ R〉に対し、S, Rの元

で生成される自由群 FS , FR に対して、i1 : FR −→ FS を包含写像から誘導される

準同型, i2 : FR −→ {1} を自明な準同型とするとき、G = 〈S ∣∣ R〉 = FS ∗
FR

{1} で
ある。



ファン・カンペンの定理の証明

X = U1 ∪ U2, U1, U2 は開集合で、U1, U2, U12 = U1 ∩ U2は弧状連結とする。基

点 b ∈ U12 = U1 ∩U2をとり、包含写像を i1 : U12 −→ U1, i2 : U12 −→ U2 とし、こ

れにより誘導される準同型写像を i1∗ : π1(U12, b) −→ π1(U1, b), i2∗ : π1(U12, b) −→
π1(U2, b)とする。次の群の完全列があることを示す。

1 −→ N −→ π1(U1, b) ∗ π1(U2, b) −→ π1(X, b) −→ 1

ここで、π1(U1, b) ∗ π1(U2, b)は群の自由積、N は、π1(U1, b) ∗ π1(U2, b)の部分集合

{i1∗α(i2∗α)−1 | α ∈ π1(U12, b)}を含む最小の正規部分群である。（このように定義
される群は融合積と呼ばれ、π1(U1, b) ∗

π1(U12,b)
π1(U2, b)と書かれる。）

証明。

(1) 　 f : ([0, 1], {0, 1}) −→ (U1 ∪ U2, b) に対し、f−1(U1), f−1(U2) に対する

ルベーグ数を考えると、十分大きな自然数N に対し、[0, 1]区間を N 等分すると、

[
m− 1

N
,
m

N
]の像は U1または U2に含まれる。f(

m

N
)が U1 \U12, U2 \U12, U12 の点

の時、f(
m

N
)と bを結ぶ曲線 γm を U1, U2, U12 内に取る。f |[m− 1

N
,
m

N
] = fm と

おいて、

f 
 f1�γ1�γ1�f2�γ2�γ2�f3�γ3� . . . �γN−1�fN

とすると γm−1�fm�γm は U1 または U2 のループである。これから自由積からの全

射があることがわかる。

(2)　自由積として得られた f : ([0, 1], {0, 1}) −→ (U1∪U2, b)が bへの定値写像に

ホモトピックとすると、写像 F : [0, 1]2 −→ U1 ∪U2で、F (1, t) = f(t), F (0, t) = b,

F (s, 0) = F (s, 1) = bをみたすものが存在する。F−1(U1), F
−1(U2)についてのル

ベーグ数を考えると、十分大きな自然数N に対し、正方形 [0, 1]2をN2等分すると、

[
m− 1

N
,
m

N
]× [

n− 1

N
,
n

N
] の像は U1または U2に含まれる。F (

m

N
,
n

N
)が U1 \ U12,

U2 \ U12, U12 の点の時、F (
m

N
,
n

N
) と b を結ぶ曲線 γmn を U1, U2, U12 内に取

る。この γmn を使って、F をホモトピーで変形して、G(
m

N
,
n

N
) = b となる写像

G : [0, 1]2 −→ U1 ∪ U2 をつくる。G(1, t) = fN1� . . . �fNN の fNn は、π1(U1, b)ま

たは π1(U2, b) の元を表すが、この書き方は、もとの f を π1(U1, b)または π1(U2, b)

の関係式で書き換えたものである。（[f ]と自由積の中で同じ元である。）

小正方形はU1, U2のいずれかに写されるから、隣り合う小正方形の共通部分とな

る辺は、小正方形がともに U1または U2に写されれば、U1または U2に写され、一

方が U1、他方が U2 に写されるときには、U12 に写される。このとき、この辺に対

応する α ∈ π1(U12, b)をとると、U1 に写る正方形の側では、この元を π1(U1, b)の

元と見た i1∗αと書き、U2に写る正方形の側では、π1(U2, b)の元と見た i2∗αと書い
ているはずである。

図のように、辺からの写像に、それぞれの小正方形の側から名前が付けられてい

るとする。fmn, gmn, hmn, kmn は、それぞれ小正方形の写る先の π1(U1, b)または

π1(U2, b) の元を表す。



小正方形によるホモトピーによって、fmn 
 km,n−1�gm−1,n�hmn であるが、これ

は小正方形が写されるU1, U2の基本群 π1(U1, b), π1(U2, b)のなかの関係式である。

一方、hm,n�km,n, fm,n�gm,n は、その辺の両側が、ともに U1または U2に写されて

いれば、π1(U1, b), π1(U2, b)のなかの関係式であるが、その辺の一方が U1、他方が

U2に写されるときには、その辺のあらわす α ∈ π1(U12, b)を使って i1∗α(i2∗α)−1の

形にかかれている。

次のように変形すると、fN1�fN2� . . . �fNN は gN−1,1�gN−1,2� . . . �gN−1,N に N
の元を掛けたものである事がわかる。

fN1�fN2� . . . �fNN


 (gN−1,1�hN1)�(kN1�gN−1,2�hN2)� . . . �(kN,N−1�gN−1,N )

= gN−1,1�(hN1�kN1)�gN−1,2�hN2� . . . �(hN,N−1�kN,N−1)�gN−1,N


 gN−1,1�gN−1,2� . . . �gN−1,N

�gN−1,2� . . . �gN−1,N �(hN1�kN1)�gN−1,2� . . . �gN−1,N

�gN−1,3� . . . �gN−1,N � . . .

�gN−1,N �(hN,N−1�kN,N−1)�gN−1,N

さらに次のように変形すると、gN−1,1�gN−1,2� . . . �gN−1,N はfN−1,1�fN−1,2� . . . �fN−1,N

にN の元を掛けたものである事がわかる。

gN−1,1�gN−1,2� . . . �gN−1,N


 fN−1,1�fN−1,2� . . . �fN−1,N

�fN−1,2� . . . �fN−1,N (fN−1,1�gN−1,1)�fN−1,2� . . . �fN−1,N

�fN−1,3� . . . �fN−1,N (fN−1,2�gN−1,2)�fN−1,3� . . . �fN−1,N � . . .

�(fN−1,N �gN−1,N )

これを続けると、g1,1�g1,2� . . . �g1,N は bへの定値写像で単位元を表すから、もと

の元はN の元であったことがわかる。
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