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表現の分岐則の理論における最近の進展

小 林 俊 行

群の表現は部分群に制限したときにどのように振舞うか？あるいは，(広い意味で) どのように既約

分解するか？こういった表現の分岐則の問題は，数学のさまざまな場面で自然に現れる．テンソル積

表現の分解はその一例である．等質空間 X 上の関数を展開する Plancherel型定理は，“隠れた対称

性” に関する分岐則の問題としばしば同値になる．また，整数論で用いられるテータ対応も分岐則の

一種である．さらに，部分多様体の幾何を関数空間を通じて理解しようとすると，変換群に関する分

岐則の問題が自然な形で生じる．

さて，有限次元の表現の分岐則は原理的に計算可能である．分岐則を計算するための組合せ論の手

法や種々のアルゴリズムも開発されている．一方，GL(n,R) などの非コンパクトな簡約リー群の既

約表現はその大部分が無限次元であり，一般には，分岐則を計算する “アルゴリズム” は知られてい

ない．実際，与えられた表現を部分群が “十分に統制しきれない” 現象 (第 6.2節)もしばしば起り，

逆に，「受け皿」となる部分群の既約表現が未知であることもある．

筆者が無限次元表現の分岐則の問題に立ち向かい始めた 1980年代半ばにおいては，特殊な事例研

究を除いて，簡約リー群の無限次元表現に対する分岐則の一般理論の構築は絶望的であると考えられ

ていたようである．SL(2,R) より大きな群の分岐則を考えると “悪い現象” が立ちはだかり，筋の良

さそうな方向が見当たらないのである．筆者は分岐則の問題に生じる “悪い現象” を徹底的に分析す

る中で，いくつかの “不思議な現象” に遭遇し，そこから一般的な原理を根本から解明する機会に恵ま

れた．このようにして生まれた「離散的分岐則の理論」，「可視的作用の理論」，「重複度の理論」，「対

称性破れ作用素の構成」などの新しいテーマを通じて次第に多くの数学者が加わり，かつて絶望的と

考えられていた簡約リー群の無限次元表現の分岐則の理論が全く新しい発展段階に進展している．

この論説では最近の 20 ∼ 30 年間に開発された一般理論を通じて，「表現の制限」の問題を俯瞰し，

さらに分岐則の解析を深化させる構想を紹介する．

1 表現の分岐則—はじめに

日本数学会の 70 周年の記念行事ということで，最近めざましく発展している領域をふりかえり，今

後の展望について講演してほしいという依頼を受けた．網羅的に述べるのは不可能なので，筆者自身

が携わり，しかもこの 20 ∼ 30 年位の間に著しい発展があった「簡約リー群の表現の分岐則の理論」

を主軸としつつ，それに関連する大域解析や不連続群論の新しい話題に触れようと思う．本稿はその

講演記録 [59]を下敷きにし，専門家でない方々も読まれることを意識して，できるだけ分かりやすく

なるよう心がけて書き下ろした．その一方で，取り上げることができない，いくつもの重要な話題が

あることを予めお断りしたい．

1.1 表現の分岐則とは?

以下では原則として，群の既約表現を Π などのギリシャ語の大文字で，部分群の既約表現を π な
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どの小文字で表す．ベクトル空間 V 上に群 G の表現 Π が与えられたとき，表現空間 V はそのま

まで，作用だけを部分群 G′ に制限して得られる表現を Π|G′ と表記する．すなわち，

Π|G′ : G′ ↪→ G
Π−→ GL(V ). (1.1)

Π が G の既約表現であっても，制限 Π|G′ は部分群 G′ の表現として一般には既約にならない1)．

まず古典的な場合として，Π が有限次元表現の場合を考えよう．Π|G′ が完全可約ならば

Π|G′ ≃
⊕
π

(π ⊕ · · · ⊕ π︸ ︷︷ ︸
m(Π,π) 個

) =
⊕
π

m(Π, π)π (1.2)

という形で G′ の既約表現の有限直和として記述できる．既約分解 (1.2) は制限 Π|G′ の分岐則

(branching law)の原型となるものである．部分群 G′ の既約表現 π が Π に現れる回数m(Π, π)

を分岐則の重複度とよぶ．有限次元表現 Π|G′ が完全可約という仮定の下で次の等式が成り立つ．

m(Π, π) = dimC HomG′(π,Π|G′) = dimC HomG′(Π|G′ , π). (1.3)

この論説では，Π が無限次元表現の場合を考察する．表現空間 V が有限次元の場合と異なり，V

に G′ の既約部分表現が全く存在しないことや，分岐則の “重複度” が無限になることも起こりうる．

無限次元表現に対する分岐則の問題 (branching problem)というときは，単に既約分解だけを目指す

のではなく，より広く「表現の制限」そのものを理解することを目指し，次の問題を考える．

問題 1.1 (分岐則の問題) 制限 Π|G′ は部分群 G′ の表現としてどのように振舞うか?

1.2 表現の制限と分岐則の例

「表現の制限」に関わる話題を列挙してみよう．それぞれの例における専門用語になじみのない

ものがあれば読み飛ばし，全体としての「分岐則に関わるテーマの広がり」を感じていただきたい．

例 1.2 (テンソル積表現) 群 H の 2 つの表現 (πj , Vj) (j = 1, 2) のテンソル積表現

π1 ⊗ π2 : H → GL(V1 ⊗ V2), h 7→ π1(h)⊗ π2(h)

は「表現の制限」の一例と解釈できる．すなわち，直積群 G := H ×H の外部テンソル積表現

π1 ⊠ π2 : H ×H → GL(V1 ⊗ V2), (h1, h2) 7→ π1(h1)⊗ π2(h2)

を H と同型な部分群 G′ := {(h, h) : h ∈ H} に制限した表現 (π1 ⊠ π2)|G′ がテンソル積表現 π1 ⊗
π2 に他ならない．量子力学における fusion rule, Clebsch–Gordan の法則，Pieri の法則などはいず

れもテンソル積 π1 ⊗ π2 の既約分解の特別な例である．

例 1.3 (Cartan–Weyl の最高ウェイト理論) 連結なコンパクトリー群 G の既約な有限次元表現

は，G の極大トーラス T に制限した分岐則の “端” (最高ウェイト)で分類できる．

例 1.4 (Vogan の最小 K タイプ理論) 簡約リー群 G の既約な認容表現 Π (定義 2.12 参照) は

極大コンパクト部分群 K に制限した分岐則の “端” (最小 K タイプ)を不変量の 1つとして分類で

きる [96]．これは Langlands 流の分類とは独立した分類理論である (第 2.6節)．

例 1.5 (指標理論) G を 簡約リー群とし，その Cartan 部分群の完全代表系を H1, · · · , Hk とす

る．G の既約認容表現 Π (定義 2.12)の超函数指標 Trace(Π) は G 上の局所可積分関数となり，従っ
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て，Cartan 部分群 Hj (j = 1, · · · , k) への制限で決定される (Harish-Chandra)．G がコンパクト

の場合は k = 1 であり，Trace(Π)|H1
= Trace(Π|H1

) の明示式は Weyl の指標公式として知られる．

例 1.6 (テータ対応) Π をメタプレクティック群 G = Sp∼ の Weil 表現，G′ := G′
1 ·G′

2 を dual

pair をなす G の部分群 (すなわち G′
1 と G′

2 が G の中で互いの交換子となっている部分群) とす

る．このとき，制限 Π|G′ の (広い意味での)分岐則はテータ対応を与える (Howe [22])．

例 1.7 (Rankin–Cohen 微分作用素) 低いウェイトのモジュラー形式から高いウェイトのモジュ

ラー形式を明示的に構成する Rankin–Cohen 微分作用素 [12, 85] は，SL(2, (R) の正則離散系列表

現のテンソル積の分解に関する “対称性破れ作用素” である (第 8.2節)．

例 1.8 (表現のコホモロジー) HomG′(Π|G′ , π)が零となる場合，高次コホモロジー Ext∗G′(Π|G′ , π)

に着目するのは自然な考え方である．特に G を簡約リー群，π = 1 (自明表現)とし，部分群 G′ の

かわりに極大冪零部分リー代数 n を考えたときのコホモロジーは，解析的表現論における行列要素の

漸近挙動と関連した情報を内包している．

例 1.9 (Gross–Prasad 予想) 局所体上定義された群の組 (G,G′) = (On, On−1) に対して，G

の既約認容表現 Π を部分群 G′ に制限したときの分岐則は無重複となる ([2, 93])．Gross–Prasad 予

想 [18]は Π が緩増加表現 (定義 2.3) の場合の (広い意味での)分岐則を記述するものである．

例 1.10 (モジュラー多様体) 算術的部分群 Γ の商として得られる局所リーマン対称空間 X =

Γ\G/K において，群 G の部分群 G′ が定める部分多様体 (モジュラー多様体) のホモロジーは，G

の保型表現を部分群 G′ に制限したときの分岐則と双対的な概念と見なせる．

これらの諸例で観察されるように，分岐則の問題は表現の構造に深く関わると同時に，数学のさま

ざまな分野と関連した形で現れる．

1.3 無限次元表現の分岐則

この論説では，大域解析とのつながりを重視し，リー群の無限次元の表現を扱う．表現論では大き

く分けて，表現空間 V に位相を入れないで表現を扱う代数的アプローチと，V に位相を入れて (連

続)表現を扱う解析的アプローチとがある．ここで位相線型空間 V 上の位相群 G の表現 Π は，

G× V → V, (g, v) 7→ Π(g)v

が連続写像であるとき，連続表現という．以下では，特に断らない限り，連続表現を考える．

定義 1.11 (ユニタリ表現) Hilbert 空間 V 上に定義された群 G の連続表現 Π: G → GL(V )は，

すべての g ∈ G に対して Π(g) がユニタリ作用素であるときユニタリ表現という．

Π がユニタリ表現ならば，制限 Π|G′ は直積分を用いて既約分解することができる (後述の定理 2.2

参照)．ただし，分岐則の “重複度” は有限とは限らず，さらに “連続スペクトラム” も出現すること

がある．一方，Π がユニタリ表現とは限らない，より一般の場合，制限 Π|G′ の “既約分解” の代わ

りに，部分群 G′ の既約表現 π との間の連続な G′ 準同型写像に焦点を当てる．すなわち，

対称性破れ作用素の空間 HomG′(Π|G′ , π),

ホログラフィック作用素の空間 HomG′(π,Π|G′)

が重要な研究対象となる．両者の次元は，表現空間のトポロジーに依存して大きく異なりうる [57]．
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1.4 簡約リー群の表現の分岐則

序を終えるにあたって，本論説の主題である「簡約リー群 G の場合の分岐則の問題」について，有

限次元表現の場合と無限次元表現の場合を比較し，短くまとめておく．

• 有限次元表現の分岐則
—“受け皿” となる既約表現は 20 世紀初頭に分類された (Cartan–Weyl の最高ウェイト理論，例 2.7)．

—分岐則を計算する組合せ論のアルゴリズムが存在する (例. Littlewood–Richardson rule)．

• 無限次元表現の分岐則 (ユニタリ表現の場合)

—“受け皿” となる既約ユニタリ表現の分類は未解決 (第 2.6 節)．

—分岐則を求めるアルゴリズムは特殊な場合を除くと知られていない．

—分岐則に “連続スペクトラム” が現れうる (第 2.3 節)．

—重複度が無限になるなど部分群 G′ の “グリップ力” が弱い現象が起こりうる (第 6.2 節)．

• 無限次元表現の分岐則 (ユニタリ性を課さない場合)

—“受け皿” となる既約認容表現は 1980年代に分類が完成した (第 2.6 節)．

—いつ対称性破れ作用素が存在するかは一般に難しいが，新しい理論が芽生えている (第 8.3 節)．

以下ではここで触れた基礎的事項を解説しながら，分岐則の理論の新しい発展と構想を紹介する．

2 より根源的なものを求めて—“既約” の分類と “既約” への分解

分岐則の問題がリー群の表現論の中でどのような位置づけにあるか全体像を考えてみることにする．

リー群 (連続群)は，1870 年代 偏微分方程式の解の変換群として，Sophus Lie (1842–1899）によっ

て生み出された概念である．リー群やその表現論は，解析，幾何，代数 が幾重にも交わりながら発展

してきた．ここでは (1) 「最小単位」の分類，(2) 与えられたものを「最小単位」のものから統合す

る，という観点から，リー群やその表現論において何が解決し何が未解決なのかについて現状を整理

し，それに関わる数学の諸分野との結びつきを手短に解説する．

2.1 リー群とリー代数

リー代数とその最小単位：非自明なイデアルを持たないリー代数 g を単純リー代数という．R 上の

有限次元単純リー代数は sl(n,R), sp(n,R), su(p, q), su∗(2n), so∗(2n), so(p, q), sp(p, q), sl(n,C),

so(n,C), sp(n,C) という古典型の 10 系列と 22 個の例外型に分類される (É. Cartan, 1914)．

最小単位のものへの分解：任意の有限次元リー代数は 単純リー代数と可換リー代数の拡大を繰り返す

ことで得られる．拡大のない場合，すなわち，単純リー代数と可換リー代数の直和で表されるリー代

数を簡約リー代数といい，単純リー代数だけの直和で表されるリー代数を半単純リー代数という．

リー群: 群と多様体の構造を合わせ持つのがリー群である．M(n,R) の中で多項式の零点として得ら

れる群 (代数群)はリー群の典型例である．リー代数はリー群の無限小レベルの代数構造であり，リー

群のすべての (局所的な）性質は，リー代数の言葉で記述できる (リー理論)．対応するリー代数が単

純，半単純，簡約であるようなリー群を順に単純リー群，半単純リー群，簡約リー群という．

簡約リー群: 簡約リー群は可換リー群および単純リー群たちの直積に局所同型である．古典群と称せ

られるGL(n,R), GL(n,C), O(p, q), Sp(n,R), . . . などは代数群であり，かつ，簡約リー群となる．

簡約リー群 G の極大コンパクト群 K は内部同型を除いて一意的に定まり，等質空間 G/K はリー

マン対称空間の構造をもつ [20]．特に，単純リー代数の分類は，単連結な既約リーマン対称空間の分
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類と同値である．

2.2 表現論の基本課題

表現は線型性をもつベクトル空間上で定義されているので，重ね合わせの原理が成り立つ．そこで，

“最小単位のものから構成する” という第 2 節の冒頭で述べた観点は，表現論においては，(1) 既約表

現を分類する，(2) 与えられた表現を既約分解する，という 2 つの基本課題を提示する．

分岐則の問題は後者の「既約分解」に関わる主要テーマである．しかし，それだけではなく，前者

の「既約表現の分類」においても有力な手法としての役割も担う (第 2.7節でその例に触れる)．

2.3 既約分解

一般の表現は既約表現に分解できるとは限らない．実際，第 5節で後述する分岐則のプログラムで

は (普通の意味では) 既約分解できないという設定を含めて，“対称性破れ作用素” の研究を紹介する．

しかし，ここではまず，既約分解できる場合に限定し，古典的な結果を思い起こそう．

ユニタリ表現という概念は，既約分解に適合した条件である．そこでの「最小単位」は既約ユニタ

リ表現である．以下に述べる定理 2.2(Mautner–Teleman)では，Hilbert 空間の族の直積分という概

念を使って，ユニタリ表現 Π を既約なものに分解できることを主張する ([95, 第 6 章])．

定義 2.1 (ユニタリ双対) 位相群 G の既約ユニタリ表現の同値類のなす集合 Ĝ を ユニタリ双対

という．G が局所コンパクト群のときは，Ĝ には自然な位相構造 (Fell 位相)が入る．

定理 2.2 (直積分ユニタリ表現の既約分解) 局所コンパクト群 G の任意のユニタリ表現 Π に対し

て，ユニタリ双対 Ĝ 上のボレル測度 µ と可測関数 nΠ : Ĝ → N ∪ {∞} が存在して，Π は

Π ≃
∫ ⊕

Ĝ

nΠ(π)πdµ(π) (ユニタリ同値) (2.1)

と既約ユニタリ表現に直積分分解される．

定理 2.2は “既約分解” に “連続スペクトラム” が現れる場合を取込んだ定式化である．G が簡約

リー群の場合には，既約分解 (2.1) は一意的である (Harish-Chandra)．

定義 2.3 (1) (既約分解の台) 群 G のユニタリ表現 Π の既約分解 (2.1) の台として定まる Ĝ の

部分集合を SuppĜ(Π) と表す．SuppĜ(Π) が可算集合ならば，Π は既約ユニタリ表現に直和分解す

る (Πは離散分解可能であるという)．

(2) (緩増加表現) Π が G の正則表現 L2(G) の場合は SuppĜ(L2(G)) を Ĝtemp と表記する．G の

ユニタリ表現 Π が SuppĜ(Π) ⊂ Ĝtemp をみたすとき，Π を緩増加表現という．

例 2.4 リー群 G が可換またはコンパクト (より一般に amenable) ならば，Ĝtemp = Ĝ である．

例 2.5 G が簡約リー群の場合，既約な緩増加表現はその行列要素の漸近挙動で特徴づけることも

できる．Ĝtemp はR 群と呼ばれる (Z/2Z) の直積群の言葉を用いて精密に分類されている (Knapp–

Zuckerman [30])．

2.4 ユニタリ双対の分類問題—軌道法とシンプレクティック多様体の幾何学的量子化

リー群の既約ユニタリ表現はどのくらい存在するのだろうか？実は，一般のリー群 G に対して，そ

のユニタリ双対 Ĝ の分類は未解決である．その現状は第 2.5 節と第 2.6 節で後述することとし，ま

ず，分類が完成している例をいくつか挙げる．

例 2.6 (可換リー群) 可換リー群の既約ユニタリ表現はすべて 1 次元である．たとえば，G = R
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のとき，χξ : R → GL(1,C), x 7→ eixξ とおくと，R̂ ≃ {χξ : ξ ∈ R}.
例 2.7 (コンパクトリー群，Cartan–Weyl 1925) G が連結なコンパクトリー群の場合，既約ユ

ニタリ表現 (Π, V ) はすべて有限次元である．G のリー代数を g とし，b を複素リー代数 gC = g⊗R

C の Borel部分代数とすると，V は bの 1次元部分表現 χ (最高ウェイト) によって分類される．

例 2.8 (SL(n, F), F = R,C,H) G = PSL(2,R) の既約ユニタリ表現は自明な 1 次元表現と，

連続無限濃度の互いに同値でない無限次元既約表現 (球ユニタリ主系列表現，補系列表現) および可算

無限個の無限次元表現 (離散系列表現) から成る (Bargmann 1947)．この結果は G = SL(n,R) の場

合に一般化されている (n = 3 の場合 Vakhutinski 1968, n = 4 の場合 Speh 1981, n 一般 Vogan

1986); G = SL(n,C) のユニタリ双対は n = 2 の場合の Gelfand–Naimark (1947) に始まり，土川

眞夫 1968 (n = 3 の場合)，Duflo 1980 (n ≤ 5), Barbasch 1985 (n 一般); G = SL(n,H) のユニタ

リ双対は平井武 1962 (n = 2 の場合), Vogan 1986 (n 一般)によって分類された．

例 2.9 (冪零リー群，Kirillov [26], 1962) G が単連結な冪零リー群ならば，

Ĝ ≃ g∗/Ad∗(G) (2.2)

という自然な全単射が存在する．ここで，Ad∗ : G → GLR(g
∗) はリー群 G の余随伴表現，すなわ

ち，Ad : G → GLR(g) の反傾表現である．(指数型可解リー群への拡張は [17] を参照されたい．)

上述の例 2.9は Gが冪零リー群のとき，ユニタリ双対 Ĝ という “巨大な” 対象が，たった 1 つ

の有限次元表現である余随伴表現 (Ad∗, g∗) によって記述できるという視点を提示している．これを

一般化したいというのがKirillov–Kostant–Dufloによる軌道法の考え方である [27]．たとえば，G =

GL(n,R)の場合 (2.2)の右辺は n 次実正方行列の Jordan 標準形の取り得る形全体に対応するが，こ

の集合は GL(n,R) の既約ユニタリ表現のパラメータ空間と “かなり類似” している．これが単なる

偶然ではなく，少なくとも部分的には “幾何学的量子化” の立場から解釈できることをみよう．

物理学における「古典力学 ⇝ 量子力学」という理論化の数学的背景に啓発された対応として，

シンプレクティック多様体 M ⇝ Hilbert 空間 H

M におけるシンプレクティックな変換⇝ H 上のユニタリ作用素

という “幾何学的量子化” が適当な仮定の下で，自然に定義できたとしよう．このとき，単独の変換

だけでなく，変換の族がなす群作用に対しても，次のような構図が成り立つことが期待される．

M への [推移的な]ハミルトニアンな作用⇝ H 上の [既約な]ユニタリ表現 (2.3)

さて，軌道法における (2.2) の左辺はリー群 G の余随伴軌道 Oλ = Ad∗(G)λ (λ ∈ g∗) のなす空

間と同一視される．それぞれの余随伴軌道Oλ には歪対称双線型形式

g× g → R, (X,Y ) 7→ λ([X,Y ])

が導くシンプレクティック構造が入り，群 G の作用は明らかにハミルトニアンかつ推移的である

(Kirillov–Kostant–Soureau)．従って (2.3)をみたす幾何学的量子化の構図が成立するならば，軌道

法 (2.2)の右辺の元 Oλ から左辺への対応が得られることになる．

リー群の表現論に関する 1950年代 ∼1990年代の種々の解析 ·幾何的な結果や代数的な諸定理 [29,

数学 00巻 0号 0000年 00月



著者原稿 日本数学会『数学』 page: 7

表現の分岐則の理論における最近の進展 7

34, 96, 97, 98, 100]をこの立場で解釈して統合すると，Gが簡約リー群で，Oλが半単純軌道の場合，

ゆるやかな仮定の下で (2.3)をみたす幾何学的量子化が定義でき，ユニタリ双対 Ĝの一部分を構成で

きることが示される．詳しくは論説 [34]の定式化と用語を参照されたい．([92] の巻末では，非専門

家を対象とした解説を試みた．) 大まかにいえば，半単純軌道 Oλ ∈ g∗/Ad∗(G) の “幾何学的量子

化” として得られる既約ユニタリ表現は，

球主系列ユニタリ表現 · · · Oλ は双曲軌道

Zuckerman の導来函手加群 Aq(λ) · · · Oλ は楕円軌道

緩増加表現 · · · Oλ の次元は最大 (=
1

2
(dim g− rank g))

となる．ここで，双曲軌道に関しては実偏極，楕円軌道に関しては複素偏極を用いて幾何学的量子化

を行うのである．特に Gが連結なコンパクトリー群の場合，Oλ は常に楕円軌道であり，しかもコ

ンパクトケーラー多様体となる．このときは λ に “整数条件” を課した Oλ の幾何学的量子化は

Borel–Weil–Bottの定理で構成できる．これは最高ウェイトを取る対応 (例 2.7)の逆に相当する．

一方，冪零軌道の “幾何学的量子化” は未だ解明されていない事が多いが，極小冪零軌道と “対応す

る” ユニタリ表現 (極小表現)の大域解析については，筆者自身も携わって，過去 20 年間に新しい動

きがあった ([6, 56, 62], 第 4.4節)．これについては，独立した形での解説を別の機会に譲りたい．

2.5 既約ユニタリ表現の分類: 簡約リー群の役割

リー群の構造と群拡大によるユニタリ表現の構造を解析することにより次の定理が証明される．

定理 2.10 (Duflo [14]) (R 上の)代数群の既約ユニタリ表現の分類は，簡約リー群のユニタリ双

対の分類問題に帰着する．

冪零リー群の場合は可換リー群の群拡大を繰り返して得られるので，定理 2.10 で必要とされる簡

約リー群は可換となり，ユニタリ双対の分類が完成する．実際，Kirillov の定理 (例 2.9)はこのよう

にして証明された．一般のリー群 G のユニタリ双対 Ĝ の分類には G が単純リー群の場合のユニタ

リ双対の決定が必要となる．この未解決問題の現状は次項で扱う．

2.6 簡約リー群の既約表現の分類理論

この項では，単純リー群 (あるいは少し一般に簡約リー群)の既約表現の分類問題を紹介する．簡約

リー群 G のユニタリ双対 Ĝ を理解する際に，それより小さい集合 Ĝtemp (既約緩増加表現，定義

2.3) とそれより大きい集合 Irr(G) (既約認容表現, 定義 2.12) も合わせて扱う．

Ĝtemp ⊂ Ĝ ⊂ Irr(G).

例 2.11 G = R のとき Ĝtemp = Ĝ ≃ {χξ : ξ ∈ R} ≃ R, Irr(G) ≃ {χξ : ξ ∈ C} ≃ C.

Irr(G) はユニタリ性にこだわらない “自然なクラスの既約表現” の同値類のなす集合である．そ

の特徴づけにはいくつかの流儀がある (注意 2.14)が，ここでは，本稿の主題である分岐則にも役立つ

形で Irr(G)の定義を簡潔に与える．まず，コンパクトなリー群の既約表現の同値類は可算個しかない

こと，および，適当な位相空間 (例えば，Hilbert 空間，あるいはより一般に完備な局所凸位相線型空

間)上に定義されたコンパクトリー群の任意の連続表現は，既約表現の代数的直和を稠密な部分空間

として含む (広い意味での離散分解) が，同じ既約表現が何回現れるか (重複度)は 0 から無限まで起
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こりうることに注意しよう．

定義 2.12 (認容表現, Harish-Chandra) 簡約リー群 G の連続表現 Π が認容であるとは，G の

極大コンパクト群 K への制限 Π|K が K の各既約表現を高々有限重複度で含むときをいう．

関数空間では Lp 関数のなす Banach 空間あるいは多様体上の C∞ 級関数のなす Fréchet 空間な

ど様々な位相線型空間が考えられる．これに類似して，リー群 G の連続表現 Π が Banach 空間 V

上で定義されているとき，その C∞ 級ベクトルのなす空間

V ∞ := {v ∈ V : G → V, g 7→ π(g)v は C∞ 級写像 }

を考える．V ∞ は V の G 不変な稠密部分空間であると同時に，リー代数 g の微分表現 dΠ も V ∞

上で定義することができる．V ∞ には ∥dΠ(X1) · · · dΠ(Xk)v∥ を半ノルム系とする Fréchet位相が

入り，この位相に関して G の連続表現 (Π∞, V ∞) が得られる．

定義 2.13 (既約認容表現) 簡約リー群 G に対し，Banach 空間上の既約な認容表現 (Π, V ) から

得られる Fréchet 表現 (Π∞, V ∞) の同値類を Irr(G) と表記する．

注意 2.14 (1) (Π, V ) が Banach 空間に実現された既約表現ならば，次は同値である．

普遍包絡環 U(g) の中心が V ∞ にスカラーで作用する⇔ (Π, V ) は認容表現. (2.4)

(2) Casselman–Wallach の理論 [98]により，Irr(G)と既約な (g,K)加群の同値類のなす集合との間

に自然な全単射がある．

(3) (Π, V )⇝ (Π∞, V ∞) の対応によってユニタリ双対 Ĝ は Irr(G) の部分集合とみなせる．

簡約リー群の既約ユニタリ表現の分類：簡約リー群 G のユニタリ双対 Ĝ の分類問題は 70年以上の歴

史をもち，例 2.8 で述べた SL(n,F) (F = R,C,H) の他，複素リー群 SO(n,C) や Sp(n,C) あるい

は低ランクの実簡約リー群の場合など，特別なケースに対しては完結している．また，近年は Adams

や Vogan 等による計算機を用いた “Atlas project” による Ĝ の “記述” も進行している．しかし，

単純リー群のユニタリ双対は，一般の p, q に対する不定値直交群 O(p, q) などの古典型の場合でさ

え，完全には解明されていない．

一方，ユニタリ双対 Ĝ の部分集合である Ĝtemp (緩増加表現) は Knapp–Zuckerman によって分

類が完成している (例 2.5)．

簡約リー群の既約表現の分類 (ユニタリ性を課さない場合)：ユニタリ双対 Ĝの分類が未解決である一

方，Ĝより大きな集合である Irr(G)については 1970年代から 1980年代初頭に分類が完成した．(す

なわち，Irr(G) の分類は完成しているが，その中でどれが部分集合であるユニタリ双対 Ĝ に属する

かは，完全には分かっていないというのが現時点での状況である．) さて，Casselman–Wallach の理

論より，Irr(G) の分類は既約 (g,K)-加群の分類と同等である．その分類理論には，大別して次の 3

種類の方法が知られている．

• 行列要素の漸近挙動に注目し，Ĝtemp の分類に帰着する解析的な手法による分類 (Langlands)．

• Voganのminimal K-type理論と Zuckermanの導来函手加群 (Borel–Weil–Bott理論の一般化) お

よびリー代数のコホモロジー (最高ウェイトの一般化)を用いる代数的な分類,

• 旗多様体上の D-加群の理論 (Beilinson–Bernstein, Brylinski–柏原)とKC-軌道の幾何による分類．
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2.7 既約表現の分類における分岐則の役割

“最小単位” という概念は視点によって変化する．既約表現は部分群から見ればもはや “最小単位”

ではない．その構造を解明するのが分岐則の理論であるが，その一方で，第 1 節でも触れたように，分

岐則の考え方は既約表現の分類理論そのものにも重要な役割を果たしている [43]．実際，Cartan–Weyl

の最高ウェイト理論，Voganの (g,K)加群の分類理論では，それぞれ極大トーラス，極大コンパクト

部分群への制限が離散分解可能であり，(ある半順序に関する)分岐則の “端” が分類の不変量を与え

ている．また，“新しい既約ユニタリ表現” が分岐則を求める過程で発見されることもある (例 1.6)．

3 局所から大域へ—不定値計量をもつ多様体の大域幾何

さて，不定符号の計量における不連続群の理論も，この 30 年間ほどで著しく発展した若い分野で

ある．無限次元表現に対する分岐則の理論を開発するいくつかの節目において，不連続群論から得た

発想が役に立った．この節では，両者が関連する部分に光を当ててみよう．

3.1 不定符号の計量の大域幾何における不思議な現象

多様体 M の接空間に非退化な 2 次形式 gx が点 x に C∞ 級に依存して与えられているとき，

(M, g) を 擬リーマン多様体という．(M, g) は g が正定値のときはリーマン多様体, g の固有値が一

つだけ負のときは相対性理論の時空の幾何にも用いられるローレンツ多様体である．半単純対称空間

(特に既約対称空間) は簡約リー群が等長変換として推移的に作用する擬リーマン多様体の例である．

さて，20 世紀以降の幾何学，とりわけリーマン幾何学においては

局所的性質 ⇝ 大域的な形

というモチーフが大きな潮流となった．局所的な構造を指定したとき，「大域的にはどの程度の自由度

があり，また逆に，どのような制約を受けるか?」という問題は，このモチーフの典型的なものである．

「局所から大域」の研究は，着目する局所的性質によって，それに関わる数学の分野が大きく異な

る．局所的性質として “均質性” に着目すると，リー群論や整数論との結びつきが強くなり，不連続

群とよばれる離散的な代数構造が大域的な形を統制する．(計量 gが正定値の場合の)リーマン幾何の

範疇においては，1950年代以降，リーマン対称空間・リー群論・整数論から微分幾何学・トポロジー

にまたがる不連続群の研究が華やかに発展した．

一方，擬リーマン幾何においては「局所から大域へ」の潮流に乗り遅れていた感があった．擬リーマ

ン等質多様体における不連続群の一般理論は 1989年の論文 [31] に始まる．ここでは，リーマン幾何

の “常識” からは，異常に見える現象を 3つ紹介する (最初の 2 つは概説論文 [41]も参照されたい)．

3.1.(1) 曲率と大域的な形：曲率という局所的な性質が多様体の大域的な形にどのような制約を与え

るかについて，リーマン多様体の古典的結果 (定理 3.1，定理 3.3)と擬リーマン多様体における現象

(定理 3.2，定理 3.4) を対比しよう．双曲多様体とは断面曲率が負で一定のリーマン多様体のことで

あり，ド・ジッター多様体，反ド・ジッター多様体とは断面曲率が順に正，負で一定のローレンツ多

様体のことをいう．以下の定理のうち，前半の 2 つは正曲率，後半の 2 つは負曲率での対比である．

定理 3.1 (Myers) リッチ曲率 ≥ ε(> 0) となる完備リーマン多様体はすべてコンパクトである．

定理 3.2 (Calabi–Markus 現象 [10]) ド・ジッター多様体はすべて非コンパクトである．
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定理 3.3 すべての次元でコンパクトな双曲多様体が存在する．

定理 3.4 コンパクトな反ド ·ジッター多様体は奇数次元に限って存在する．

3.1.(2) 不連続群の剛性と “変形” 可能性：不連続群の “変形可能性” について，X がリーマン対称

空間の場合の古典的な剛性定理 (定理 3.5)と，X が不定符号の計量をもつ場合の “不連続群のやわら

かさ” (定理 3.6) を対比しよう．

定理 3.5 (Weil の局所剛性) 3 次元以上の既約リーマン対称空間の一様格子は連続変形できない．

定理 3.6 (小林 [40]) 連続変形が可能な一様格子を有する，高次元の既約対称空間が存在する．

定理 3.5における 3 次元以上の場合の剛性定理には Selberg, Weil, Mostow, Margulis, · · · と続
く発展の系譜があり，一方，2 次元の場合の一様格子の変形理論はリーマン面のタイヒミュラー空間

論として豊かな発展の歴史をもつ．不定符号の計量における定理 3.6 は，局所半単純対称空間に対す

る “高次元のタイヒミュラー空間論” という新しいテーマを提供していると考えられる．

3.1. (3) スペクトルの剛性：(擬)リーマン多様体 X の不連続群 Γ が連続変形できるとき，その商

空間 Γ\X 上のラプラシアンの固有値が，Γ の変形に関して不動となりうるか？この問題をX が断

面曲率が −1 の定曲率空間 (空間形)で考える．定理 3.7はリーマン多様体の場合の古典的結果であ

り，定理 3.8は不定符号の場合 (ローレンツ多様体) における新しい現象である．

定理 3.7 (Wolpert [99]) 閉リーマン面には “不動の固有値”(> 1/4) は存在しない．

定理 3.8 (Kassel–小林 [25, 58]) 3 次元のコンパクトな反ド・ジッター多様体には “不動の固有

値” (> 0) が無限個存在する．

注意 3.9 定理 3.8 における “不動の固有値” の存在は，擬リーマン対称空間における “格子点の数

え上げ” (第 3.3 節) と大域解析 (第 4.1 節)を用いて証明される．一方，無限次元表現の分岐則 (第 6

節) を用いて不連続群の変形に応じて “動く” 固有値 (< 0) も無限個存在することが示される ([60])．

3.2 不連続群論の発想から

前項 3.1 で述べた「擬リーマン多様体の不連続群論」の不思議な現象と，この論説の主題である「無

限次元表現の分岐則」の間の (技術的あるいは思想的な)ゆるやかな関係を述べよう．

まず，群作用に関する基本的な言葉を復習する．位相群 Γ が局所コンパクト空間 X に (連続に)作

用しているとき，X の部分集合 S に対して Γ の部分集合 ΓS を

ΓS := {γ ∈ Γ : γS ∩ S ̸= ∅}

と定める．S が一点集合 {x} のときは ΓS は部分群となる．作用に関して以下の周知の基本的な概

念は，“S が小さいならば ΓS も小さい” という性質として特徴づけられる．

定義 3.10 (1) 作用が固有不連続⇔ 任意のコンパクト集合 S に対して#ΓS < ∞.

(2) 作用が固有⇔ 任意のコンパクト集合 S に対して ΓS はコンパクト.

(3) 作用が自由⇔ 任意の x ∈ X に対して Γ{x} = {e}.
Γ が多様体 X に固有不連続かつ自由に作用すれば，Γ\X は商位相に関してハウスドルフ空間にな
り，さらに商写像 X → Γ\X が C∞ 級写像となるような多様体の構造が Γ\X 上に一意的に入る．
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逆に，多様体 M の基本群 π1(M) は M の普遍被覆空間 M̃ に被覆変換群として固有不連続かつ自

由に作用し，もとの多様体 M は π1(M)\M̃ ≃ M として復元される．

不定符号の計量をもつ擬リーマン多様体 X では，その等長変換群 G の部分群 Γ に関して，一般に

Γ が (G 内で)離散的 ⇐⇒ Γ の X への作用が固有不連続

は成り立たない．これはリーマン多様体の場合との顕著な差異であり，前項 3.1で紹介した “不思議

な現象” の一つの原因となる．そこで等長変換群の作用がいつ固有不連続になるかを (形式的な定義

の言い換えではなく)，深く理解することが重要となる．

簡約リー群 G の Cartan 分解 G = K exp(a)K に関する Cartan 射影を µ : G → a/W と表す．

ここで，リー代数 g の極大可換分裂代数 a に関する Weyl 群をW と表記した．次の定理は，簡約

部分群の作用に関する筆者の固有性の判定条件 [31]を離散部分群に拡張したものである．

定理 3.11 (固有不連続性の判定条件; 小林 [36], Benoist [ 3 ]) Γ を簡約リー群 G の離散部分

群，H を G の閉部分群とする．このとき，(Γ, G,H) に関する次の 2 つの条件は同値である．

(i) Γ の G/H への作用は固有不連続である．

(ii) µ(H)εを µ(H)の管状近傍とするとき，任意の ε > 0に対して µ(Γ) ∩ µ(H)εは有限集合である．

定理 3.11は前項 3.1 で擬リーマン幾何における “不思議な現象” として紹介した定理 3.2, 定理 3.4

(コンパクトな定曲率空間の存在問題) および定理 3.6(不連続群の変形)の証明の鍵となる．

後述するユニタリ表現の分岐則が連続スペクトラムを含まないための判定条件 (第 6 節)は固有不

連続性の判定条件 (定理 3.11)がヒントになった．定理 3.11(トポロジー)と定理 6.5(Hilbert 空間の

分解) は，証明に用いる手法は大きく異なるが，いずれも，非コンパクト部分群があたかもコンパク

ト群のように良い振る舞いをするという設定を探すという問題意識において共通性がある．2)

3.3 不連続群論からの応用: 定性的な定理から定量的な評価式へ

作用が固有 (不連続)である，あるいは，そうでないとき，その定性的な性質を定量的な評価に深化

させることによって，数学の別の分野との結びつきが生まれる．その例を 2 つ挙げよう．

(1) 固有不連続性の定量的評価

離散群 Γ が X に固有不連続 (定義 3.10)に作用するならば，X の任意のコンパクト集合 S に対

して

#ΓS < ∞

が成り立つ．そこで古典的な格子点の数え上げを次のように非リーマン幾何で一般化する．

問題 3.12 コンパクト集合 S を次第に大きくしたときに，#ΓS がどのように増大するか？

この問題 3.12を対称空間において定式化した #ΓS の漸近挙動の結果は，局所擬リーマン対称空

間上のラプラシアンの “不動の固有値” の存在 (定理 3.8)の証明における鍵となった [25]．

(2) 固有でない作用の定量的評価

逆に，作用が “固有でない度合” も定量的に捉えることができる．第 4.3 節では，この方向で，非

可換調和解析および分岐則において微分方程式を用いない新しい発想の手法を提示する．
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4 非可換調和解析の構想

局所的な解析に対比して，大域解析には多くの困難を伴う．さらに，多様体 X がコンパクトでな

い場合には，容易に生じる “反例” を排除するために，X における適切な「構造」が必要となる．変

換群を用いた大域解析では，群 G が X の「構造」を与える役割も担う．

この節では変換群を用いた大域解析に焦点を当て，20世紀における大きな到達点を紹介した後，新

しい発展への構想を第 4.2 節–第 4.4節で述べる．分岐則の理論への応用は第 5–8 節で扱う．

4.1 対称空間上の非可換調和解析—20世紀の視点と到達点

多様体 X 上の大域解析において，個々の関数ではなく，関数全体のなす空間を考え，その上に定

義された変換群 G の正則表現を活用するのが非可換調和解析である．

基本概念を復習しよう．一般に，群 G が多様体 X に作用しているとき，X 上の関数空間 Γ(X)

(Γ = C∞, C, D′, · · · ) には自然に線型作用が定まる．すなわち，群 G の元 g による座標変換でX

上の関数 f を別の関数 π(g)f := f(g−1·) に移すことによって定まる線型写像 π(g) : Γ(X) → Γ(X)

を考える．π は写像の合成に関して，π(g1g2) = π(g1)π(g2) を満たすので，関数空間 Γ(X) 上に群

G の表現 (正則表現)が定義される．さらに X 上に G 不変な Radon 測度が存在する場合，π(g) は

L2 ノルムを保つので，Hilbert 空間 L2(X) 上のユニタリ表現を定義することもできる．

注意 4.1 群が多様体X (幾何) に作用しないにもかかわらず，X 上の関数空間 (解析) には群の

表現を定義できることがある．「極小表現をモチーフとする大域解析」([49])では一歩進んで，“隠れ

た対称性” を関数空間に見出し，それを活用して大域解析を展開する．この新しい動向に関しては第

4.4 節で触れる．

“非可換調和解析” を説明する前に，まず，古典的な “可換な” 調和解析を復習する．ユークリッド

空間上のフーリエ変換

F : Cc(R) → C(R), (Ff)(ξ) :=
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ixξdx (4.1)

は, 定義域を Hilbert 空間 L2(R) に拡張でき，ユニタリ変換を定める (Plancherelの定理)．一方，

π(t)f := f(· − t) とおくと，フーリエ変換 F は次の代数的関係式

F(π(t)f)(ξ) = e−itξ(Ff)(ξ) (∀t ∈ R)

もみたす．これらの性質を群の表現論の立場から見ると，G = X = R とするとき，

代数的関係式 · · ·フーリエ変換 f 7→ Ff(ξ) は加法群 G の正則表現 Cc(X) から，G の既約表現

χ−ξ : G → GL(1,C), t 7→ e−itξ の表現空間 C への G 準同型写像である

L2 理論 · · ·Plancherel の定理は正則表現 L2(X) を群 G の既約ユニタリ表現に分解する

と解釈できる．変換群 G が可換群 R の場合，その既約表現 χξ の表現空間は一次元なので，上述の

群論的解釈は大げさなものに見えるかもしれない．しかし，この Weyl の視点のお蔭で，非可換調和

解析は，変換群 Gと多様体X を広い形で取込み，大きな発展につながった．変換群がコンパクトな

らば，既約表現はすべて有限次元である．変換群 G が非可換かつ非コンパクトの場合には，群 G の

「無限次元の既約表現」という強力な道具を大域解析学に用いることができる．正則表現 L2(X) を G

数学 00巻 0号 0000年 00月



著者原稿 日本数学会『数学』 page: 13

表現の分岐則の理論における最近の進展 13

の既約表現に分解する公式は Plancherel 型定理と呼ばれる．その重要な成功例を挙げてみよう．

X = G (群多様体)

Peter–Weyl (1927) G はコンパクト群

Pontryagin (1934) G は可換な局所コンパクト群

Gelfand 学派，Harish-Chandra (1950年代) G は複素半単純リー群

Harish-Chandra (1976) G は半単純リー群

X = G/H (対称空間)

大島利雄 (1980年代)，Delorme (1996) X は半単純対称空間

20世紀におけるこれらの深い成果は，表現論における定理にとどまらず，関数解析や代数解析など

解析学自身の進展の原動力の一つにもなった．その一方で，上述の成功例である群多様体や対称空間

は「閉じた宇宙」という感もあった．実際，その大域解析で用いられた手法の多くは，これらの空間

に特有の構造に立脚しており，一般化の方向を見定めるのは難しかったのである．

4.2 大域解析における表現のグリップ力—新しい視点その 1

原点に立ち返り，そもそも表現論が大域解析に役立つのか，という疑問を正面から考えてみよう．

この疑問を掘り起こす指針として次の視点を提起する．

基本問題 4.2 (表現のグリップ力) リー群 G が X に作用しているとき，X の関数空間は G の

表現論によって十分に掌握できるのであろうか？

漠然とした「掌握できる」あるいは逆に「制御しきれない」という言葉を数学として定式化する必

要がある．無限次元の G 加群 V には，(ときには連続濃度の) 相異なる既約部分表現が含まれ，それ

ぞれの既約表現の重複度も有限から無限まで起こりうる．このような一般的な状況に対峙するとき，

• 異なる既約表現は無数にあっても，群作用は相異なる部分を区別できる
• 同じ既約表現が重複して現れる部分は，群作用ではそれを区別できない

という原理に着目し，重複度こそが “群のグリップ力” を測る量だと考える．群 G の既約表現 Π に

対して，C∞(X) における Π の重複度を

dimC HomG(Π, C∞(X)) ∈ N ∪ {∞} (4.2)

として定義し，基本問題 4.2 を以下のように定式化する．

問題 4.3 (大域解析における表現のグリップ力) X をリー群 G が作用している多様体とする．

(1) 正則表現 C∞(X) における群 G の各既約表現 Π の重複度が常に有限になるための，組 (G,X)

に関する必要十分条件を与えよ．

(2) 重複度が Π に関して一様有界になるための組 (G,X) に関する条件を決定せよ．

(1) では重複度が既約表現 Πに依存することも許容しているので，(2) の方が “グリップ力が強い”

といえる．問題 4.3 では群 G が推移的に作用している場合が本質的であり，以下ではこれを仮定す

る．群G が簡約リー群の場合，基本問題 4.3は小林–大島 [70] により完全に解決された．この必要十

分条件を述べるため，変換群論からの言葉を準備する．
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定義 4.4 (球多様体と実球多様体) (1) 連結な複素多様体 XC に複素簡約リー群 GC が双正則に

作用し，GC の Borel 部分群が XC に開軌道を有するとき，XC をGC の球多様体という．

(2) (小林 [35]) 連結な実多様体 X に簡約リー群 G が連続に作用しているとする．G の極小放物型

部分群が X に開軌道を有するとき，X を G の実球多様体 (real spherical) という．

例 4.5 X をGを簡約リー群の等質空間，XC をその複素化とする．

(1) 以下の基本関係が成り立つ (青本，Wolf, 小林–大島 [70])．

X は対称空間⇒ XC は球多様体⇒ X は実球多様体⇐ G はコンパクト

(2) 既約な対称空間はリー代数のレベルで Berger [ 7 ] が分類した．

(3) 球多様体 XC は，Krämer [79], Brion [ 9 ], Mikityuk [80] により分類理論が確立した．

(4) (G×G×G)/ diagG は対称空間ではない．これがいつ実球多様体になるかは小林 [35]で決定さ

れた (この一般化は例 6.10で，また，テンソル積の分解との関連は例 6.11で後述する)．

基本問題 4.2の再定式化である問題 4.3の解は以下の 2 つの定理で与えられる．

定理 4.6 (重複度の有限性の判定条件) G を簡約リー群，H を簡約な代数的部分群とし，X = G/H

とおく．このとき組 (G,X) に関する次の 2 条件は同値である．

(i) (表現論) dimC HomG(Π, C∞(X)) < ∞ (∀Π ∈ Irr(G)).

(ii) (幾何) X は実球多様体である．

論文 [70]では，定理 4.6 における (i) と (ii) が単に同値であるだけではなく，重複度の上と下か

らの評価式も証明された．これを用いて，重複度の一様有界性の判定条件が決定される．

定理 4.7 (重複度の一様有界性の判定条件 [70]) Gを簡約リー群，H を簡約な代数的部分群とし，

X = G/H とおく．このとき，組 (G,X)に関する次の 3 条件は同値である．

(i) (表現論) ある定数 C が存在して dimC HomG(Π, C∞(X)) ≤ C (∀Π ∈ Irr(G)) が成り立つ．

(ii) (複素幾何) X の複素化 XC はGC の球多様体である．

(iii) (環論) X 上の G 不変な微分作用素のなす環は可換である．

注意 4.8 定理 4.6 と定理 4.7 は順に問題 4.3 (1) と (2) の解を与えている．より一般に，関数空

間 C∞(X) だけでなく，超函数の空間や同変ベクトル束の切断の空間に拡張でき，さらに部分群 H

が簡約であるという仮定を外した一般化も成り立つ [70, Thm. A, Thm. B]．例えば，Whittaker 模

型の理論 (Kostant–Lynch, 松本久義)はH が冪零部分群の場合を対象とするが，このようなケース

に対しても定理 4.6 や定理 4.7を適用できる．

注意 4.9 定理 4.7 は，「重複度の一様有界性」という性質が，実形によらず複素化のみで決定され

るという発見を含んでいる．この発見は，同種の命題が非アルキメデス的局所体上の簡約代数群でも

成り立つことを予期させるものであった．最近，Sakellaridis–Venkatesh [87] はこの方向で，肯定的

な結果を得ている．

定理 4.6 や定理 4.7 は，表現論の “グリップ力が強い” 大域解析の舞台が何であるかを明示する．

既出の Whittaker 模型や半単純対称空間上の解析 (前項 4.1)はこの舞台の特別なケースといえる (例

4.5)．新しい舞台の 1 つとして，分岐則の問題への応用を第 6.2 節で議論する.

4.3 正則表現 L2(X) のスペクトル: 緩増加になるための幾何的条件—新しい視点その 2

前項 4.2では，関数空間における群の “グリップ力” という観点から “重複度” に着目し，「大域解
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析を深化させるのに適した枠組」として (実)球多様体上の解析を提起した．一方，表現論の “グリッ

プ力が弱い” 場合でも，L2(X) を “粗い立場” で解析できないだろうか？そこで，球多様体でない場

合も含めて Plancherel 測度の台がどのような集合になるかに着目し，以下の問題を考えよう．

基本問題 4.10 簡約リー群 G が多様体 X に作用しているとき，正則表現 L2(X) が緩増加表現

となるための，組 (G,X) に関する必要十分条件を決定せよ．

観察 4.11 (1) 半単純対称空間 G/H に対しては，Plancherel 型定理が知られている ([13, 83]) に

も関わらず，L2(G/H) が緩増加となるための必要十分条件は一般論 [ 4 ] が確立するまで知られてい

なかったようである．実際，問題 4.10 に答えるためには，Plancherel 型定理に関与しうるコホモロ

ジーの (非)消滅条件を決定する必要があり，これはパラメータが特異な場合は容易ではない．

(2) より一般にXC が GC の球多様体とは限らない場合，定理 4.7 でみたように，X 上の G 不変な

微分作用素環 DG(X) が可換環とならず，X 上の関数を DG(X)の元で同時固有関数展開するという

従来の非可換調和解析の手法が有効に使えない．

上記の観察のように，基本問題 4.10に取組むためには，手法自身を新たに開発する必要がある．新

しいアプローチとして第 3 節で触れた幾何学的群論の発想を用いる．簡単なケースから始めよう．H

が G のコンパクト部分群ならば，L2(G/H) ⊂ L2(G) が成り立つ．このことから次のことが直ちに

分かる．

例 4.12 群 G の X への作用が固有 (定義 3.10)ならば，L2(X) は緩増加となる．

従って，以下では群 G の X への作用が固有でない場合を考える．これは，X のコンパクト部分

集合 S が存在して {g ∈ G : gS ∩ S ̸= ∅} が非コンパクトであることを意味する．この定性的性質を
定量的に取扱うため，体積 vol(gS ∩ S) を考える．これは g ∈ G の連続関数であり，台は非コンパ

クトである．G 上の関数としての体積 vol(gS ∩ S) の漸近挙動は，作用が固有でない “度合” を捉え

るものとみなせる．その考え方を追求して，X が代数多様体の場合に基本問題 4.10 は 2017 年に解

決された (Benoist–小林 [4, 5])．その解を記述するために，以下の言葉を導入しよう．

定義 4.13 (表現のモーメント) 有限次元の実ベクトル空間 V 上に与えられたリー代数 h の実表

現 σ : h → EndR(V ) に対し，そのモーメント ρV とは

ρV : h → R, Y 7→ V ⊗R C における σ(Y ) の固有値の実部の絶対値の和

として定義される h 上の関数である．

ρV はリー代数 h の極大可換分裂代数 a への制限で一意的に決定される．さらに，制限 ρV |a は
局所的に線型である．(σ, V ) が随伴表現 (ad, h) の場合，ρh|a はルート系を用いて計算できる．
随伴表現のモーメントを用いて，基本問題 4.10 の必要十分条件を与えることができる．

定理 4.14 (L2(X) の緩増加性の判定条件 [4, 5]) G を簡約リー群，H を Gの連結な閉部分群

とし，g と h をそれぞれのリー代数とする．このとき組 (G,H) に関する次の 2 条件は同値である．

(i) (大域解析) 正則表現 L2(G/H) は緩増加である.

(ii) (組合せ幾何) ρh ≤ ρg/h.

注意 4.15 G が代数群でありX が代数多様体ならば，X が G の等質空間でない場合にも，generic

な G 軌道に定理 4.14 を適用することによって基本問題 4.10 を解くことができる ([ 5 ])．

4.4 大域解析における群 G のサイズと多様体のサイズ
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表現論を用いた大域解析において，さらに別の新しい視点を提起しよう．リー群 G の多様体 X へ

の作用が高々有限個の軌道しかもたないとき (特に推移的に作用しているとき)，

群 G ≈ 多様体 X

と粗く捉えることにしよう．第 4.2 節では，この中で C∞(X) における群 G の “グリップ力” に濃

淡があることを明示的な形で定式化し，その必要十分条件を与えた．以下では，

(1) 群 G ≫ 多様体 X (G は “大きすぎて” X に非自明に作用できない)

(2) 群 G ≪ 多様体 X (群 G のすべての軌道の次元がX の次元より小さい)

となる場合についての表現論と大域解析の新しい可能性に触れる．

極小表現の大域解析 · · · G のサイズ ≫ 多様体 X のサイズの例

リー群 G の真部分群の余次元の最小値を e(G) とおく．例えば，G = GL(n,R) ならば e(G) =

n− 1 である．このとき，多様体 X の次元が e(G) 未満ならばリー群 G の X への (連続な)作用は

自明なものに限る．このように，多様体 X に比べてリー群 G が “大きすぎる” と，群 G は X に幾

何的には作用できない．それにも拘わらず，群 G は X 上の関数空間に自然に作用することがある．

このような場合，X 上の関数空間における群 G の “グリップ力” は極めて強いものとなり，等質空

間上の解析よりもさらに強力な大域解析を行えると期待される [49]．その一例は X が極小冪零軌道

(第 2.4節) のラグランジアン部分多様体の場合であり，この視点から「極小表現をモチーフとした大

域解析」が生まれた [49]．極小表現のシュレーディンガー模型 [21, 62, 68]や共形幾何による極小表

現の構成 [66, 67] やフーリエ変換の変形理論 [ 6 ] などを軸に新しい方向での大域解析が活発に研究さ

れている．

可視的作用 · · · G のサイズ ≪ 多様体 X のサイズの例

群が推移的に作用せず，連続無限個の軌道をもつときでも，微分方程式と合わせるとその大域解析

に十分「統制」ができる設定を見出しうる．複素多様体における可視的作用の理論 [44, 53] はその方

向での新しい試みである (第 6.3 節参照)．

5 分岐則の研究の構想

本稿の後半ではリー群の無限次元表現の分岐則を論じる．簡約リー群の分岐則は，その潜在的な重

要性にも関わらず，部分群が非コンパクトの場合には，1990年頃まで，特別な事例研究を除いて本格

的な研究が行われていなかった．その主因は，SL2 以外の群の分岐則を考えようとすると部分群によ

る “グリップ力が弱くなる” 悪い現象が現れ，その先に何があるのか見通せなかったことにあったと

思われる．例えば，n ≥ 3 のとき SLn(R) の 2 つの主系列表現のテンソル積には，同じ既約表現が

重複度無限で現れるのである．筆者は 1980年代の後半，リーマン多様体の枠組を越えた不連続群の

研究をしているときに，無限次元表現を非コンパクトな簡約部分群に制限したとき連続スペクトラム

が現れず，しかも無重複に分解するという「良い分岐則」を発見した．3)これは従来知られていなかっ

たタイプの分岐則であり，混然としていた表現の制限の研究の突破口となった．この例をより一般的

に解明することから，スペクトルの離散性や重複度に焦点をあてて分岐則の一般理論がスタートした．

その後の約 30 年間の進展を次の 3 段階に分けて説明しよう．

数学 00巻 0号 0000年 00月



著者原稿 日本数学会『数学』 page: 17

表現の分岐則の理論における最近の進展 17

ステージ A: 表現の制限における一般理論 (第 6 節)

ステージ B: 分岐則の決定 (第 7 節)

ステージ C: 対称性破れ作用素の構成 (第 8 節)

ここで，A, B, C は順に

A: Abstract feature of the restriction,

B: Branching laws,

C: Construction of symmetry breaking operators,

のそれぞれの頭文字に由来する [57]．ステージ A, B, C の役割は後述の第 8.1節と第 8.2節におい

て初等的な例で比較する．より専門的な解説は [57]も参照されたい．

6 分岐則の理論の構想：ステージ A

ステージ A は，表現の制限に関して，汎用性のある抽象的な理論を展開することを目指す．多様

なものが混在している「表現の制限」に関する問題に鳥瞰図を与え，さらに精緻な分岐則の理論をス

テージ B や C で展開できる具体的な設定を抽出する役割をも担う．ステージ A では，たとえば，以

下のような性質を解明する一般理論を構築することを目指す．

• (連続スペクトルの有無) ユニタリ表現の制限を既約分解したとき，その分岐則において連続スペク

トルが現れるか？あるいは離散的に分解するか？ (第 6.1 節)

• (重複度) 群 G の (ユニタリとは限らない)既約表現において部分群 G′ の既約表現が現れる回数

(重複度)は有限か無限か？有限となる場合，さらに強く，一様有界性をもつか? 一層強く，無重複定

理はどのような仮定の下で成り立つか？ (第 6.2 節)

• (分岐則の台) 分岐則に現れる既約表現についての性質 (たとえば第 4.3 節の分岐則への応用)．

6.1 分岐則における連続スペクトラムの存在問題

G′ が簡約リー群ならば，ユニタリ表現の制限 Π|G′ は直積分の概念 (第 2.3節) を用いて

Π|G′ ≃
∫ ⊕

Ĝ′
nΠ(π)π dµ(π) (6.1)

という形に一意的に既約表現に分解することができる (定理 2.2)．ステージ A の 1 つの課題として，

まず，分岐則 (6.1)に連続スペクトルが存在するかどうかを考えてみよう．分岐則に連続スペクトル

が存在する場合は，その精密な研究には解析的な手法が必要になると考えられる．一方，分岐則が離

散的な場合は，純代数的な手法だけでも分岐則の問題に切り込め，さらには分岐則を計算するための

組合せ論やアルゴリズムを開発する可能性も期待できる．そこで次の問題を考える．

基本問題 6.1 ([32]) 群 G の既約ユニタリ表現 Π を部分群 G′ に制限したとき，G′ の既約表現

の離散的直和に分解するための 3 つ組 (G,G′,Π) に関する判定条件を求めよ．

以下では G を簡約リー群，Π を G の既約ユニタリ表現，G′ を G の簡約な部分リー群とする．

基本問題 6.1 において問いかけた「分岐則が離散分解する」例として，初等的な事例を 3 つ挙げよ

う．

例 6.2 Π が有限次元表現ならば，制限 Π|G′ は離散的に分解する．

例 6.3 G′ がコンパクトならば，制限 Π|G′ は離散的に分解する．

数学 00巻 0号 0000年 00月



著者原稿 日本数学会『数学』 page: 18

18 論 説

例 6.4 ([37]) Π が最高ウェイト表現であり，さらに，G ⊃ G′ が正則型の組ならば，制限 Π|G′

は離散的に分解する．

例 6.4 の用語を説明しておこう．簡約リー群 G の既約表現 Π が，(その微分表現において) 複素

リー代数 gC = g⊗R C の Borel 部分代数で不変な 1 次元部分空間を含むとき，Π を最高ウェイト表

現という．有限次元表現はすべて最高ウェイト表現であるが，G が無限次元の最高ウェイト表現をも

つのは，G がエルミート型，すなわち G を極大コンパクト部分群 K で割った商空間 X = G/K が

エルミート対称空間の構造をもつときのみである．いま，G′ を G の簡約部分群とする．K′ := G′ ∩
K がG′ の極大コンパクト部分群と仮定しても一般性を失わない．G′ もエルミート型であって，自然

な埋め込みG′/K′ ↪→ G/K が複素多様体の間の正則写像であるとき，G ⊃ G′ を正則型の組という．

最高ウェイト表現は “半ば有限次元的な” 性質を有する．一方，“真に無限次元的な” 表現を非コン

パクトな部分群に制限しても離散的に分解することは起り得ないだろうというのが，長い間の専門家

の “常識” であったようである．しかし，不連続群の研究の中で，離散的分岐則の例が実はもっと広

範囲に存在することが発見された (1988)．この経緯は [48] を参照されたい．この特別な例を一般的

な原理として明らかにする試みから離散的分岐則の理論が 1990 年代に生まれた．主要な 3 部作の論

文 [33, 37, 38] は順に幾何的手法，解析的手法，代数的手法を用いて，基本問題 6.1に答えたもので

ある．ここでは，超局所解析の手法で得られた結果 [37] を紹介する．

定理 6.5 (ユニタリ表現の離散分解の判定条件) Π を簡約リー群 G の任意の既約ユニタリ表現と

し，G′ を G の簡約部分群とする．このとき (Π, G,G′) に関して (ii) ⇒ (i) が成り立つ．

(i) 制限 Π|G′ は離散的に分解し，かつ，その重複度は有限である．

(ii) AS(Π) ∩ Cone(G′) = {0}.
ここで，AS(Π)は表現 Π の K タイプの漸近錐 [24]，Cone(G′) は部分群 G′ から定まる錐であ

り，リー代数の構造論 [37]，あるいは，モーメント写像 [43, Thm 6.4.3] を用いて定義される．

注意 6.6 代数的表現論においても “表現の制限が離散分解可能である” という性質を定式化でき

る [38]．その判定条件は (g,K) 加群の圏では [38]，Verma 加群に対しては [51] で与えられた．な

お，Π が G の離散系列表現の場合には，定理 6.5 において (i) ⇔ (ii) が成り立つ [43]．

離散的に分解する分岐則の分類理論 : (G,G′) が簡約対称対のときG の既約ユニタリ表現 Π を部分

群 G′ に制限したときに離散的に分解するような 3 つ組 (G,G′,Π) は，定理 6.5および [38]の判定

条件を計算することによって，以下の場合に分類が完成した (小林–大島 (芳))．

• Π が楕円軌道の幾何学的量子化 (⇔ (g,K) 加群 ΠK が Zuckerman 導来函手加群 Aq(λ)) の場合

[71]，

• Π が極小冪零軌道の幾何学的量子化 (⇔ Π が極小表現）の場合 [72]，

• テンソル積表現 (⇔ (G,G′) が (H ×H, diag(H)) の形) の場合 [72]．

6.2 分岐則の重複度

次に分岐則の重複度に着目してみよう．以下，G ⊃ G′ を簡約リー群の組とする．ここではユニタ

リ表現に限定せず，Π ∈ Irr(G) と π ∈ Irr(G′) (定義 2.13) に対して，

m(Π, π) := dimC HomG′(Π|G′ , π) ∈ N ∪ {∞} (6.2)
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を重複度と呼ぶことにする4)．Π が有限次元の場合と異なり，一般には (1.3) の第 2 式は成り立たな

い．また，Π が無限次元の場合，G′ が G の部分群として極大であっても，重複度 m(Π, π) が無限

になってしまうという現象が自然な設定で起こりうる (たとえばテンソル積表現における重複度: 例

6.11参照)．そこで，分岐則の重複度におけるヒエラルキーを模式的に表してみよう．

a. 重複度が無限 b. 重複度が有限 c. 重複度が一様有界 d. 無重複

a → b → c → d となる順に部分群の “グリップ力” が大きくなり，それに応じて分岐則の解析がより

精密に行えると期待される．

第 4.2節で論じた “大域解析における表現のグリップ力” に関する判定条件 (定理 4.6) を等質空間

(G×G′)/ diag(G′) に適用して，分岐則に現れる重複度が有限になるための必要十分条件が証明され

る ([35, 55, 70]):

定理 6.7 (分岐則の重複度の有限性) 簡約リー群 G ⊃ G′ に関する次の 2 条件は同値である．

(i) (表現論) 任意の Π ∈ Irr(G) と π ∈ Irr(G′) に対してm(Π, π) < ∞.

(ii) (幾何) (G×G′)/ diag(G′) は実球多様体 (定義 4.4) である．

分岐則における重複度に「一様有界性」まで課した場合には，次の特徴づけが成り立つ [35, 55, 70]．

定理 6.8 (重複度の一様有界性) 簡約リー群の組 (G,G′) に関する次の 3 条件は同値である．

(i) (表現論) ある定数 C > 0 が存在し，m(Π, π) ≤ C (∀Π ∈ Irr(G), ∀π ∈ Irr(G′)).

(ii) (複素幾何) (GC ×G′
C)/ diag(G

′
C) は球多様体である．

(iii) (環論) リー代数 g の普遍包絡環 U(g) の部分環 U(g)G
′
が可換環となる．

注意 6.9 大域解析における重複度の一様有界性の判定条件 (定理 4.7)と同様に，定理 6.8は，分

岐則における重複度の一様有界性もリー代数の複素化 (g, g′C) のみで決定され，実形に依存しない，と

いう発見を含む．これはまた，同種の結果が他の局所体上の簡約代数群で成り立つことを示唆してい

るが，実際，非アルキメデス的局所体上で Aizenbud–Gourevitch–Rallis–Schiffmann [ 2 ] によって

定理 6.8の (ii) ⇒ (i) に対応する主張 (より強く C = 1) が証明されている．

分岐則が有限重複度をもつ簡約リー群の組の分類理論 : 定理 6.7 や定理 6.8によって重複度という

観点から分岐則が良い振舞いをする設定を検証可能な幾何的条件で抽出することができる．

(1) 定理 6.8の判定条件 (ii)は有限次元の表現論において古くから現れ，1970年代に分類された．す

なわち，条件 (ii)をみたす (GC, G
′
C) の組は (GL(n,C), GL(n− 1,C)), (SO(n,C), SO(n− 1,C)),

可換リー群の組，あるいはこれらの直積と局所同型な場合に限る (Kostant, Krämer)．次の例におけ

る簡約リー群の組はその実形である．

例 6.10 (G,G′) = (GL(n,R), GL(n− 1,R)), (O(p, q), O(p− 1, q)) などのとき，定理 6.8 (i) に

おける定数 C を 1 にとることができる ([ 1 ], Sun–Zhu [93])．

(2) 定理 6.7 の判定条件 (ii) を満たす，すなわち，(G × G′)/ diagG′ が実球多様体となる対称対

(G,G′) は 2013 年に分類が完成した (小林–松木 [63])．これは 1995年に発表された次の例を一般化

したものになっている．

例 6.11 (小林 [35, 55]) G を単純リー群とするとき，次の 4 つの条件は同値である．

(i) (不変三重形式) 任意の π1, π2, π3 ∈ Irr(G) に対して，不変三重形式の空間HomG(π1⊗π2⊗π3,C)
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は有限次元である．

(ii) (テンソル積表現) 任意の π1, π2, π3 ∈ Irr(G) に対してm(π1⊗π2, π3) < ∞.

(iii) (幾何的条件) (G×G×G)/ diag(G) は実球多様体である．

(iv) (分類) g ≃ o(n, 1) (n ≥ 2) またはG はコンパクト．

例 6.11から，不変三重形式は G = O(n, 1) の場合に精密に調べることができると期待できる．実

際，この方向で，近年，不変三重形式の解析的な研究 (ステージ C)が行われている (n = 2 の場合，

Bernstein–Reznikov [ 8 ]; n が一般の場合，Deitmar, Clerc–小林–Ørsted–Pevzner [11] など)．

また，第 8.3 節で後述する共形幾何における対称性破れ作用素の構成と分類 [23, 61, 76, 78] や [16]

なども定理 6.7 や定理 6.8 の枠組の中で最近進展している研究 (ステージ C)である．

重複度が無限の場合 :

G の既約表現 Π とその部分群 G′ の既約表現 π に対してm(Π, π) = ∞ となった場合，「制限 Π|G′

における部分群 G′ のグリップ力が弱く」なり，分岐則の問題は手に負えないのであろうか？この場合

でも対称性破れ作用素 (第 8節)の空間HomG′(Π|G′ , π) を統制する構造があれば，それを手がかりに

表現の制限を調べられると期待される．さて，定理 6.8 (iii) における環 U(g)G
′
は HomG′(Π|G′ , π)

に自然に作用する．m(Π, π) = ∞ という性質は，大まかに言えば，(表現空間への作用のレベルで)

G′ が相対的に小さい ⇔ 不変式環 U(g)G
′
が大きい

といえる．北川によって [28] でなされた研究は，HomG′(Π|G′ , π) が無限次元となる場合を含めて，

それを U(g)G
′
加群として代数的に理解しようということが動機の 1 つとなっている．

6.3 可視的作用と無重複性

前項の第 6.2 節ではすべての既約表現 Π と π に関する重複度 m(Π, π) の有限性や一様有界性を保

証するための群の組 G ⊃ G′ に関する条件を議論した (定理 6.7 や 定理 6.8) が，より詳しく個別の

既約表現に関して，分岐則の重複度を評価することを考えてみよう．

基本問題 6.12 群 G の既約表現 Π を部分群 G′ に制限したとき，無重複となるような 3 つ組

(G,G′,Π) を分類せよ．

“重複度” の定義によって基本問題 6.12 に 2 つの定式化が考えられる:

• ユニタリ表現の場合，直積分による既約分解 (6.1) における重複度 nΠ(π)，

• ユニタリとは限らない場合，対称性破れ作用素の空間の次元としての重複度 m(Π, π)．

この項では前者の場合を扱い，分岐則の無重複性を与える 1 つの新しい幾何的原理を紹介する．

定義 6.13 ([42]) リー群 G が複素多様体 X に双正則的に作用しているとする．G 不変な開集合

X ′ ( ̸= ∅) とX ′ の反正則な微分同相写像 σ および実部分多様体 S (スライス)が存在して，

σ|S = id かつ G · S = X ′

をみたすときG は X に強可視的に作用するという．

強可視性は表現の無重複性に関して，単純なもの (例えば 1 次元表現)から複雑なもの (例えば，無

限次元の無重複表現)を系統的に生み出す “からくり” を与える．その定式化を少し簡略した形で述べ

てみよう．次の定理は (多くの場合に自動的に満たされる) 技術的な細かい条件を省いて，主要な仮定
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と結論を記述したものである．正確な記述は [53] を参照されたい．

定理 6.14 (無重複の伝播定理) 群 G が複素多様体 X 上の正則ベクトル束 V に作用し，底空間
X への G の作用は強可視的と仮定する．ファイバーにおける等方部分群の等方表現が無重複ならば，

正則切断の空間 O(X,V) の部分空間に実現される G の任意のユニタリ表現 Π は無重複である．

応用例を 2つ述べよう．

例 6.15 (最高ウェイト表現) (G,G′) を対称対，Π をユニタリ最高ウェイト表現とする．Π の最

小 K タイプが 1 次元ならば，制限 Π|G′ の既約分解は無重複である (小林 [44])．この定理は，部分

群 G′ がエルミート対称空間 G/K に強可視的に作用する [46] ことと定理 6.14 から導かれる．

例 6.16 (テンソル積) テンソル積表現 π1 ⊗ π2 が無重複に分解するようなユニタリ群 U(n) の既

約有限次元表現の組 (π1, π2) は，組合せ論的手法で分類された (Stembridge [91], 2001)．一方，旗多

様体の強可視的作用の理論 (小林 [42]) から，このリストを幾何的に再構成することができる．可視的

作用の理論による幾何学的解釈は SO(n) の無重複なテンソル積表現にも拡張されている (田中 [94])．

可視的作用の分類理論: リーマン多様体に関しては等長変換群の極作用, シンプレクティック多様体

に関してはGuillemin–Sternberg, Huckleberry–Wurzbacher による余イソトロピックな作用という

概念があり，複素多様体における (強)可視的な作用と，互いに近接した概念となっている ([44, Thm.

7, Thm. 8])．リーマン多様体におけるコンパクト群の極作用については，長年にわたる分類結果が知

られる．一方，可視的な作用の分類理論は，十数年前に始まった若いテーマである (小林 [46, 47], 笹

木 [88], 田中 [94] やそこに挙げられている文献を参照されたい)．可視的作用の分類理論は，変換群

がコンパクトでない場合も無限次元表現への応用に有用である．実際，可視的作用の分類が進展する

につれて，定理 6.14 を通して過去に個別の議論で発見されていた無重複表現の族のいくつかに対し，

幾何的な統一的理解が可能になると共に，新しい無重複表現が “発見” されている [44]．

7 分岐則：ステージ B

ステージ A (第 6 節)によるアプリオリ評価を指針とすることによって，ステージ B では表現の制

限の既約分解を求めることを目指す．この節では無重複な分岐則と離散的な分岐則という 2 つのケー

スで，その典型例を述べよう．

7.1 無重複表現

表現がその背後にあることを普段は意識しない古典解析にも，無重複表現が潜んでいることがしば

しばある．例えば，フーリエ展開，テイラー展開，球調和関数展開，Gelfand–Tsetlin 基底による展

開などは，無重複表現による既約分解とみなせる．“無重複性” が展開定理の “自然さ” の代数的構造

を与えているのである．逆に表現が無重複であるときは，分岐則の明示公式 (ステージ B)や，さらに

それに立脚した解析的研究 (ステージ C)を行うのに，最も適していると考えられる．

ここでは，ステージ A で，分岐則が無重複になることが予めわかっているケースとして例 6.15の

設定を考える．さらに，(G,G′) が正則型のときは，分岐則が離散的となることも予めわかっている

(例 6.4)．この場合の分岐則の明示公式 (ステージ B)を述べよう．

いくつかの記号を準備する．G をエルミート型の実単純リー群 (例 6.4) とし，(G,G′) を G の対

合 σ によって定義された正則型の対称対とする (G′ は Gσ の単位元を含む連結成分)．σ と可換な
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G の Cartan 対合を θ とし，θ に対応する G の極大コンパクト部分群を K とすると，G/K はエ

ルミート対称空間となり，G のリー代数の複素化 gC はK 加群として gC = kC + p+ + p− と分解

される．kσC の Cartan 部分代数 jσC を kC の Cartan 部分代数 jC に拡張する．簡約リー代数 gσθ
C を

単純リー代数 g
(i)
C たちと可換リー代数 g

(0)
C に直和分解し，各 i ( ̸= 0) に対し，{ν(i)1 , · · · , ν(i)ki

} を

∆(p+ ∩ g
(i)
C )(⊂ (jσC)

∗) の強直交ルートの集合とする．

G の正則離散系列表現 Π の最小 K タイプの最高ウェイトが λ ∈ j∗C であるとき，Π を ΠG(λ) と

表記する．同様に πG′
(µ) ∈ Ĝ′ を µ ∈ (jσC)

∗ に対して定義する．

定理 7.1 (Hua–Kostant–Schmid–小林) (G,G′) を正則型の対称対とする．G の任意のスカ

ラー型正則離散系列表現 ΠG(λ) に対し，以下の無重複分解が成り立つ．

ΠG(λ)|G′ ≃
⊕
i

∑
a
(i)
1 ≥···≥a

(i)
ki

≥0

⊕
πG′

(λ|jσ +

ki∑
j=1

a
(i)
j ν

(i)
j ) (Hilbert 直和). (7.1)

注意 7.2 G′ がコンパクトの場合の公式 (7.1) は，Hua (古典型の場合), Kostant(未発表), Schmid

[89] による．G′ が一般の場合の分岐則 (7.1)は小林 [44]で証明された．

注意 7.3 第 2.4 節の “幾何学的量子化” の逆対応として，分岐則 (7.1) の “古典的極限” は余随伴

軌道に対する Corwin–Greenleaf 関数で与えられる [64]．

ユニタリ表現でも最高ウェイト表現でもないが，無重複の分岐則を与える重要なケースとして (G,G′)

の複素化が (GL(n,C), GL(n− 1,C)) あるいは (SO(n,C), SO(n− 1,C)) の場合が挙げられる (例

6.10)．特に Π と π が緩増加表現の場合には，(広い意味での)分岐則は, Gan–Gross–Prasad 予想

に関連する．第 8.3 節では，この予想と共形幾何とが結びついているケースを取り上げる．

7.2 離散的分岐則

分岐則が離散的になる場合は，代数的な手法によっても分岐則の明示公式が得られると期待される．

実際 [33, 37, 38] において，離散分岐則の判定条件 (定理 6.5参照)が確立されて以来，その枠組の

中で分岐則が種々の方法で具体的に決定されてきた．その中でも Π が楕円軌道の幾何学的量子化 (第

2.4 節参照)，すなわち，その (g,K) 加群 ΠK が Zuckerman 導来函手加群 Aq(λ) となる場合は特

に重要である．ΠK が Aq(λ) の場合の最初の明示的な分岐則は，(G,G′) が下記の隣接する組

O(4p, 4q) ⊃ O(4k)×O(4p− 4k, 4q)

∪ ∪

U(2p, 2q) ⊃ U(2k)× U(2p− 2k, 2q)

∪ ∪

Sp(p, q) ⊃ Sp(k) × Sp(p− k, q)

に対して与えられた (小林 [32, 33])．以降，Gross–Wallach [19], Loke, J.-S. Li, Huang–Pandžić–

Savin, Ørsted–Speh [82], Duflo–Vargas [15], 関口 [90]，大島芳樹 [84], 小林 [45, 60] 等によって，

離散的分岐則の明示式 (ステージ B)が大きく発展した．なお，小林 [32, 33, 60] は等質空間上の不変

微分作用素環の分解定理を，Duflo–Vargas [15] は Π が離散系列表現のときに軌道法の発想を，大島

(芳)[84]は ΠK = Aq(λ) の一般の場合にD 加群の理論を用いている．
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8 分岐則の理論の構想：ステージ C

ステージ C では，抽象的な分岐則 (表現の分解)だけでなく，どのように分解するか (ベクトルの

分解)までを視野に入れる．そこで，群 G の既約表現 Π と部分群 G′ の既約表現 π を幾何的に実現

し，Π から π へのG′ 絡作用素 (対称性破れ作用素) の構成が重要となる．逆に，π から Π への G′

絡作用素 (ホログラフィック作用素 [75]) も考えることはできるが，本稿では取扱わない．簡単な例

から始めよう．

8.1 R の正則表現とフーリエ変換

加法群 Rの正則表現 L2(R)を用いて，第 5 節におけるステージ A, B, C の役割を例示する．

ステージ A. 正則表現 L2(R) は連続スペクトルのみで無重複に既約分解される．

ステージ B. 正則表現 L2(R) は 1 次元 Hilbert 空間 Ceixξ の直積分 (定理 2.2)に分解される．

ステージ C. L2(R) の既約分解はフーリエ変換 (4.1) によって具体的に実現される．

この例は，分岐則と無関係のように見えるが，実は，G = SL(2,R) の主系列ユニタリ表現 Π を極

大ユニポテント部分群 N (≃ R) に制限した表現は，加法群 R の正則表現 L2(R) とユニタリ同値で

ある (たとえば [43, Prop. 3.3.2] 参照)ので，上述のケースは SL(2,R) ↓ R の制限問題に関するス

テージ A–C と解釈することもできる．もっとも，この例に限っていえば，古典的なフーリエ変換に

よって，ステージ C が先に分かっており，ステージ A と B の意義は特に強調しなくてもよいであ

ろう．

8.2 SL(2,R) のテンソル積表現

次に，非可換色が強いケースの中で初等的なものを選んで，分岐則のステージ A–C を例示しよう．

上半平面 H = {z ∈ C : Im z > 0} 上の正則関数のなす空間を O(H) と表記する．このとき，群

G = SL(2,R) は整数 λ ∈ Z を表現のパラメータとしてO(H) に以下の式で作用する．

(πλ

(
a b

c d

)
f)(z) := (−cz + a)−λf

(
dz − b

−cz + a

)
.

さらに，λ > 1 ならば Vλ := O(H) ∩ L2(H, yλ−2dxdy) は無限次元のHilbert空間となり，その上に

πλ が G = SL(2,R) の既約かつユニタリな表現 (正則離散系列表現)を定める．

• ステージ A では，分岐則の “様相” をアプリオリに評価する (定理 6.5, 定理 6.14)：

λ′, λ′′ > 1 ならば，テンソル積表現 πλ′ ⊗ πλ′′ の既約分解は離散的かつ無重複である．

ここで，テンソル積の記号 ⊗ は Hilbert空間としての完備化をとった事を意味する．

• ステージ B では，具体的な分岐則を決定する (Molchanov [81], Repka [86])：λ′, λ′′ > 1 のとき，

πλ′ ⊗ πλ′′ ≃
∑
a∈N

⊕
πλ′+λ′′+2a (Hilbert 直和) (8.1)

(これは定理 7.1 の最も簡単な例の 1 つである．)

• ステージ C では，対称性破れ作用素を構成する．

λ′, λ′′, λ′′′ ∈ Z を与えたとき，線型写像 R : O(H)⊗O(H) → O(H) が，

R(πλ′(g)f1 ⊗ πλ′′(g)f2) = πλ′′′(g)R(f1 ⊗ f2) (∀g ∈ G) (8.2)

数学 00巻 0号 0000年 00月



著者原稿 日本数学会『数学』 page: 24

24 論 説

を満たすとき，R をテンソル積表現 πλ′ ⊗ πλ′′ から πλ′′′ への対称性破れ作用素という．次の定理は，

ウェイトの低いモジュラー形式から，ウェイトの高いモジュラー形式を構成する古典的な Rankin–

Cohen の微分作用素 [12, 85] を表現論の立場で解釈したものである．

定理 8.1 (Rankin–Cohen の双線型微分作用素) λ′′′ − λ′ − λ′′ は非負の偶数と仮定する．この

値を 2a (a は自然数)とおくと，

RCλ′′′

λ′,λ′′(f1 ⊗ f2)(z) :=

a∑
ℓ=0

(−1)ℓΓ(λ′ + a)Γ(λ′′ + a)

ℓ!(a− ℓ)!Γ(λ′ + a− ℓ)Γ(λ′′ + ℓ)

∂a−ℓf1

∂za−ℓ

∂ℓf2

∂zℓ
(8.3)

を双線型に拡張して得られる写像 RCλ′′′

λ′,λ′′ : O(H)⊗O(H) → O(H) は (8.2) を満たす．

注意 8.2 (1) 有限和 (8.3) に現れる係数は，実はヤコビ多項式の係数と一致する．このことは漸

化式でも確かめられるが，“F-method”([52, 73])を用いて内在的に証明することもできる [74]．

(2) 定理 8.1の逆は必ずしも成り立たない．すなわち，例外的なパラメータ (λ′, λ′′, λ′′′) に対して

は，Rankin–Cohen 作用素 RCλ′′′

λ′,λ′′ と異なる対称性破れ作用素が存在する．その完全な分類は小

林–Pevzner [74] で得られた (2015年)．その証明の手法である “Verma 加群のフーリエ変換” は，

• 超幾何微分方程式の多項式解の次元
• 完全可約でない Verma 加群同士のテンソル積の組成列の決定

を結びつける (F-method)．この手法は高次元の群の微分対称性破れ作用素の構成にも適用される．

8.3 共形幾何における対称性破れ作用素の分類理論

数学の異分野から生じた問題が，表現の分岐則の理論と結びつく別の例として，共形幾何の問題を

取り上げる．リーマン多様体 X とその部分多様体 Y が与えられたとき，X 上の関数に対してある

種の “共形不変性” を保存しつつ，部分多様体 Y 上の関数を対応させるという問題 (および，その一

般化)を考える．このために，次の記号を準備する．

G : = Conf(X) : X の共形変換群，

G′ : = Conf(X;Y ) : G の元で Y を保つものからなる部分群．

X 上には共形変換群 G で同変な線型束 Lλ の族 (λ ∈ C) が自然に定義される．線型束 Lλ は位相

的には自明である．従って，ベクトル空間 C∞(X) ≃ Γ(X,Lλ) の上にG の表現の族 Πλ が定義さ

れる [66]．部分群 G′ は部分多様体 Y 上の誘導計量に関して共形変換群として作用するので，群 G′

の表現の族 πν (ν ∈ C)を C∞(Y ) 上に定義することができる．これらの表現は，微分形式のなす空

間 Ei(X), Ej(Y ) への表現 Π
(i)
λ , π

(j)
ν に拡張される．

基本問題 8.3 (共形幾何学における対称性破れ作用素) X をリーマン多様体，Y をその部分多様

体とする．どのようなパラメータ (i, j, λ, ν) に対して

π(j)
ν (h) ◦ T = T ◦Π(i)

λ (h) ∀h ∈ Conf(X;Y )

をみたす連続な作用素 T : Ei(X) → Ej(Y ) は存在するか？さらにこのような T の明示式を求めよ．

基本問題 8.3に対して，もし，(X,Y ) に依存しない “普遍的な解” が存在するならば，その “解”

は対称性の高いモデル空間 (X,Y ) = (Sn, Sn−1) に対しても生き残っているはずである．この場合の

対称性破れ作用素の構成と分類理論は最近，以下のように急速に進展し，[78]で完成した．

数学 00巻 0号 0000年 00月



著者原稿 日本数学会『数学』 page: 25

表現の分岐則の理論における最近の進展 25

• (i = j = 0; T が微分作用素の場合) Juhl は漸化式を用いて微分作用素 T の係数を完全に決定した

(書籍 [23], 2009年)．その後，異なる手法 (F-method) によって T の構成と分類に関する短い証明

が与えられた (小林–Ørsted–Somberg–Souček [69])．

• (i = j = 0; T は一般) 一般に，積分作用素や特異積分作用素を含めると，微分作用素だけの場合よ

りも，対称性破れ作用素は “たくさん存在する” ([54])．スカラー値 (i = j = 0) の場合，(微分作用素

と限らない) T の核超関数の構成と分類は小林–Speh (書籍 [76], 2015年) によって証明された．

• (i, j は一般; T は微分作用素) F-method を行列値の場合に拡張することによって，行列値 (i, j は

一般)の場合に T の構成と分類が小林–久保–Pevzner によって証明された (書籍 [61], 2016年)．

• (i, j は一般; T も一般) 小林–Speh によって分類が完成した (書籍 [78], 2018年)．

このようにして，モデル空間 (X,Y ) = (Sn, Sn−1)に対する基本問題 8.3 (構成と分類)は [61]と

[76]に立脚して [78]で完全に解決された．3 つの論文 [61, 76, 78] は総計 600 ページを越えるが，そ

こでは共形幾何のケースだけではなく，簡約リー群の組 G ⊃ G′ に対する対称性破れ作用素に関する

一般論や整数論における Gross–Prasad 予想に関連した話題も含まれている (小林–Speh [77])．そこ

で本稿の最後にその手法と展望を表現論の観点から触れておこう．

表現論の立場から見ると，主系列表現の間の対称性破れ作用素の構成と分類を最初に与えた論文 [76]

では，その主要な設定として簡約リー群の組 (G,G′) = (O(n+ 1, 1), O(n, 1)) が選ばれているが、こ

の組 (G,G′) は定理 6.8の条件 (ii) を満たすので，重複度の一様有界性があらかじめ保証されてい

ることがわかる (ステージ A)．この意味で，[61, 76, 78] の諸結果は，重複度の一様有界性 (従って，

特に有限性)が成り立つ場合の分岐則をステージ B と C まで歩を進めたものと解釈できる．この 3

つの論文で与えられた証明方法や考え方は，他の群の組 (G,G′) に対してもかなり汎用性があると考

えられるので，要点を述べる．まず、重複度の有限性判定条件を幾何的に与えた定理 6.7 より群多様

体 G を直積群 G×G′ の等質空間とみなした (G×G′)/ diag(G′) は実球多様体となり，特に，極小

放物型部分群の軌道は有限個となる．それぞれの軌道に対して対称性破れ作用素の核超函数を構成し，

解析接続や関数等式を証明する．そこでは軌道の閉包関係による stratification に応じた帰納法が用

いられる．帰納法の第一段階は “微分作用素” として記述できる対称性破れ作用素であり，これは閉

軌道に対応する ([73])．微分作用素として記述できる対称性破れ作用素は “系列” として現れるもの

以外に “散在的に” 現れるものが存在しうる ([74, 78])が，これらの構成と分類は筆者等が導入した

F-method ([52, 54, 73]) によって，ある微分方程式系をみたす多項式 (“特殊多項式”) を決定する問

題に帰着され，それを解くこと [69, 61] によって分類が完成する．

謝辞: 本稿で触れた種々のプロジェクトを一緒に開発してきた共同研究者の方々，ならびに，本稿

を丁寧に読んで下さった査読者の方々に感謝の意を表したい．

注 釈

1) 群 G の既約表現 Π を部分群 G′ の表現とみなし
たときに既約性が保たれるというケースも稀ではあ
るが存在する．その幾何的な説明とこのような 3つ組
(G,G′,Π) のリストは [50] を参照されたい．

2) “見かけの類似” にとどまらず，「隠れた対称性にお
ける大域解析」という設定の下で，“固有な作用” と “

離散分解する分岐則” の密接な関係が，最近，解明さ
れた (小林 [60])．

3) その幾何的な背景として，砂田利一氏の提起したス
ペクトル幾何の問題があった．詳しい解説は小林–小
野 (薫)–砂田 [65] および [48] を参照されたい．

4) Π がユニタリ表現のときC∞ ベクトルのなす空間
に対する重複度m(Π, π) は直積分 (6.1) における重
複度 nΠ(π) より大きくなりうる．
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[79] M. Krämer, Multiplicity free subgroups of com-

pact connected Lie groups, Arch. Math. (Basel) 27

(1976), pp. 28–36.

[80] I. V. Mikityuk, Integrability of invariant

Hamiltonian systems with homogeneous configu-

ration spaces, Math. USSR-Sbornik 57 (1987),

pp. 527–546.

[81] V.F. Molchanov, Tensor products of unitary

representations of the three-dimensional Lorentz

group. Math. USSR, Izv. 15 (1980), pp. 113–143.

[82] B. Ørsted, B. Speh, Branching laws for some

unitary representations of SL(4,R), SIGMA 4

(2008), doi:10.3842/SIGMA.2008.017.

[83] T. Oshima, Harmonic analysis on semisimple

symmetric spaces, Sugaku Expositions, 15 (2002),

pp. 151–170, Amer. Math. Soc.

[84] 大島芳樹, Discrete branching laws of Zucker-

man’s derived functor modules, 東京大学，博士論文,

2013.

[85] R. A. Rankin, The construction of automor-

phic forms from the derivatives of a given form, J.

Indian Math. Soc., 20 (1956), pp. 103–116.

[86] J. Repka, Tensor products of holomorphic dis-

crete series representations, Can. J. Math. 31

(1979), pp. 836–844.

[87] Y. Sakellaridis and A. Venkatesh, Periods and

Harmonic Analysis on Spherical Varieties, Aster-

isque, 2018.

[88] 笹木集夢，無重複表現と可視的作用，数学，in prepa-

ration.

[89] W. Schmid, Die Randwerte holomorphe Funk-

tionen auf hermetisch symmetrischen Raumen, In-

vent. Math. 9 (1969–70), pp. 61–80.

[90] H. Sekiguchi, Branching rules of singular uni-

tary representations with respect to symmetric

pairs (A2n−1, Dn), Internat. J. Math. 24 (2013),

no. 4, 1350011, 25 pp.

[91] J. R. Stembridge, Multiplicity-free products of

Schur functions, Ann. Comb., 5 (2001), pp. 113–

121.

[92] 杉浦光夫, ユニタリ表現入門，東京図書，2018.

[93] B. Sun, C.-B. Zhu, Multiplicity one theorems:

the Archimedean case, Ann. of Math., 175 (2012),

pp. 23–44.

[94] 田中雄一郎, Visible actions of reductive alge-

braic groups on complex algebraic varieties, 東京大
学，博士論文, 2015.

[95] 辰馬伸彦，位相群の双対定理 (紀伊國屋数学叢書
32) 1994 年．

[96] D. A. Vogan, Jr., Representations of Real Re-

ductive Lie Groups, Progr. Math., 15 Birkhäuser,
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