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本論文では, 等質空間がコンパクト Clifford–Klein 形を持つための新しい必要条件を, Lie 環

の相対コホモロジーと de Rham コホモロジーを比較する手法により与えた. 等質空間 G/H

の Clifford–Klein 形とは, G/H を G の離散部分群 Γ で割った商空間 Γ\G/H であって, 射影

G/H → Γ\G/H が主 Γ-束 (平坦束) になるもののことである. このとき Γ を G/H の不連続群

と呼ぶ. 射影が主 Γ-束になるという条件は, Γ の G/H への作用が固有 (固有不連続) かつ自由な

ことと同値である. Clifford–Klein形には G/H を局所的なモデルとする多様体の構造が自然に定

まる. ただし等質空間 G/H を局所的なモデルとする多様体とは, G/H の開集合を G の元の左作

用で貼り合わせることで得られる空間のことをいう.

H がコンパクト部分群の場合, あるいはほぼ同値であるが G/H 上の G-作用が効果的で, ある

Riemann 計量を保つ場合, 任意の G の離散部分群 Γ が G/H に固有に作用し, 商 Γ\G/H は必

ず V -多様体 (orbifold) になる. さらに G が線型 Lie群で Γ が有限生成ならば Selbergの補題よ

り, Γ の有限指数の部分群で G/H への作用が自由なものが常に存在する. 従ってこのとき, G/H

の不連続群の研究は G の離散群の研究とほぼ同値である. しかし H が非コンパクトな場合, G

の離散部分群が G/H に固有に作用するとは限らず, G/H の不連続群論は本質的に難しくなる.

1980年代後半に, H が非コンパクトな場合での Clifford–Klein形の幾何学が小林俊行によって初

めて本格的に研究され始めた. 特に以下の問題は小林の研究を嚆矢として, 小野薫, Y. Benoist, F.

Labourie, G. Margulis, R. J. Zimmerなどの数学者によって注目を集めてきた:

問題 1. 与えられた等質空間 G/H がコンパクト Clifford–Klein形を持つか否かを判定せよ. ある

いはより一般に, G/H を局所的なモデルとするコンパクト多様体が存在するか否かを判定せよ.

注意 2. G/H が簡約型等質空間のときには, G/H を局所的なモデルとするコンパクトな多様体は

Clifford–Klein形に限ると予想されている.

問題 1 はこれまでに, 様々な分野の手法を用いて研究されてきた (小林 [7], [8], [9], 小林–吉

野 [11], Labourie [12] などの優れた概説記事がある). 最も重要な場合である半単純対称空間の場

合には, 大きく分けて 2通りの手法が適用可能である:

(I) Cartan射影を用いた作用の固有性の判定法を用いる手法 (小林 [4], [6], Benoist [1])

(II) Lie 環の相対コホモロジーと de Rham コホモロジーを比較する手法 (小林–小野 [10], [4],
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Benoist–Labourie [2])

しかし半単純対称空間の場合に限っても, 問題 1 に対する完全な答えは未だ得られていな

い. 例えば SO0(4, 3)/SO0(4, 2) がコンパクトな Clifford–Klein 形を持つかどうか (または,

SO0(4, 3)/SO0(4, 2) を局所的なモデルとするコンパクト多様体が存在するかどうか) は未解決問

題である. なお, コサイクル超剛性定理や Ratnerの定理などの力学系の手法や, ユニタリ表現の行

列要素の漸近挙動の解析によっても, 問題 1に関する部分的な結果が得られているが, 半単純対称

空間の場合にはこれらの手法は適用できない.

本論文では手法 (II) を用いて, 問題 1 をいくつかの半単純対称空間 (および, それ以外の種類の

等質空間) に対して解決した. この手法の基礎となるのは, M が等質空間 G/H を局所的なモデル

とする多様体のとき, G-不変な微分形式の貼り合わせによって自然な写像

η : (Λ(g/h)∗)h ≃ Ω(G/H)G → Ω(M)

が定まり, そこからコホモロジーの間の準同型

η : H•(g, h;R) → H•(M ;R)

が誘導される, という単純な観察である (ここでは簡単のため H が連結であることを仮定した).

Lie環の相対コホモロジー H•(g, h;R) はモデルとなる等質空間 G/H のみから決まり, M の大域

的なトポロジーには依存しない. 一方 de Rhamコホモロジー H•(M ;R) は大域的なトポロジーの
みを反映し, 局所的な幾何構造には依存しない. 両者の振る舞いのズレを準同型 η を通して比べる

ことで, M のトポロジーに関する情報が得られる. この写像 η を問題 1の研究に初めて用いたの

は小林–小野 [10], [4]である. その後, Benoist–Labourie [2] によっても研究された.

本論文は全 5 章からなり, そのうち第 1 章は概要, 第 2 章から第 5 章までが本論である. 第 2

章の前半では, 小林–小野による結果 [10, Cor. 5], [4, Prop. 4.10] と Benoist–Labourie による結

果 [2, Th. 1] を同時に一般化する形で, 次の定理を証明した:

定理 3 (Theorem 2.1.2). G を Lie群, H を G の閉部分群とする. H の連結成分は有限個である

とする. N = dim(G/H) とおく.

(1) (ΛN (g/h)∗)h ̸= 0 かつ HN (g, h;R) = 0 ならば, G/H を局所的なモデルとするコンパクト多

様体は存在しない.

(2) KH を H の極大コンパクト部分群とする. 包含 i : (Λ(g/h)∗)h ↪→ (Λ(g/kH)∗)kH が Lie環の

相対コホモロジーに誘導する準同型 i : HN (g, h;R) → HN (g, kH ;R) が単射でないとき, G/H

を局所的なモデルとするコンパクト多様体は存在しない.

第 2章の後半から第 4章まででは, 定理 3が適用可能な等質空間の様々な例を与えた. まず第 2

章の後半では, 等質空間 G/H が簡約型でない場合を扱った.

例 4. G を可解な実線型代数群とし, F ∈ g∗ とする. G の余随伴軌道 G/ Stab(F ) がコンパクト

多様体の局所的なモデルになるのは, G/Stab(F ) が 0次元のときに限る.
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これまで G が非簡約な Lie群の場合には, あまり問題 1に関する結果が知られていなかったが,

例 4が示すように定理 3は非簡約な状況でも有用である.

第 3章・第 4章では, G/H が簡約型等質空間の場合を論じた. まず定理 3 (1)は簡約型等質空

間に対しては適用できないことを注意しておく. 第 3章では G/H が簡約型等質空間の場合に, 定

理 3 (2) の仮定が成り立つための簡単な必要十分条件を与えた:

定理 5 (Theorem 3.1.3). G/H を簡約型等質空間, θ を θ(H) = H なる G の Cartan 対合と

する. Pg∗ , Ph∗ をそれぞれ Hopf 代数 (Λg∗)g, (Λh∗)h の原始元全体のなす線型部分空間とす

る. このとき, 定理 3 (2) の準同型 i : HN (g, h;R) → HN (g, kH ;R) が単射でないことは, 制限

(Λg∗)g → (Λh∗)h が誘導する線型写像 rest : (Pg∗)−θ → (Ph∗)−θ が全射でないことに同値である.

ただし θ に関する (−1)-固有空間のことを ( · )−θ と書いた.

定理 5の証明には, Weil代数の転入写像から定まる pure Sullivan代数 (Koszul複体) のコホモ

ロジー H•(ΛPg∗ ⊗ (Sh̃∗)h,−δτ̃g,h
) が Lie環の相対コホモロジー H•(g, h;R) に同型である, とい

う H. Cartan, C. Chevalley, J.-L. Koszul, A. Weilらの結果 [3] を用いる.

定理 3 (2) と定理 5の応用として, 小林俊行が 1989年に予想した, 以下の結果の証明が得られた:

予想 6 ([5, 予想 6.4]). G/H を簡約型等質空間とし, G, H の極大コンパクト群をそれぞれ

K = Gθ, KH = Hθ とする. もし rankG− rankK < rankH − rankKH ならば, G/H はコンパ

クト Clifford–Klein形を持たない.

実際には, G/H を局所的なモデルとするコンパクト多様体が存在しないことまで分かる.

第 4章では定理 5 を用いて, 定理 3 (2) の仮定を満たす半単純対称空間を分類した.

最後に第 5章では, 不連続群のコホモロジー次元の上界評価 [4, Cor. 5.5] を定理 3 (2) の証明の

議論と組み合わせることにより, 以下の定理を証明した:

定理 7 (Theorem 5.1.1). G を線型連結 Lie群, H を G の連結閉部分群とする. (ΛN (g/h)∗)H ̸=
{0} (N = dimG − dimH) を仮定する. KH を H の極大コンパクト部分群, TH を KH の極

大トーラスとする.
⊕

C, p im(i : Hp(g, c;R) → Hp(g, tH ;R)) によって生成される H•(g, TH ;R)
のイデアルを I• とおく (ただし直和は TH を含む G の連結コンパクト部分群 C と p > N +

dimKH − dimC なる p ∈ N を走るものとする). このときもし i : HN (g, h;R) → HN (g, tH ;R)
の像が IN に含まれるならば, G/H はコンパクト Clifford–Klein形を持たない.

なお今のところ, 定理 7と同じ仮定の下で, 等質空間 G/H を局所的なモデルとするコンパクト

多様体の非存在まで証明できるかどうかは分かっていない.

さらに前述の Cartan–Chevalley–Koszul–Weil の結果 [3] と, 大島–関口 [17] による半単純対

称空間の ε-family を用いて, 定理 7 が適用可能な G/H の例を系統的に見つける方法を与えた

(Propositions 5.4.1, 5.5.3).

例 8. p, q ⩾ 1で q が奇数のとき,半単純対称空間 SO0(p+1, q)/SO0(p, q)はコンパクトClifford–
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Klein形を持たない. 換言すれば, 完備で正の定曲率を持つ符号 (p, q) の擬 Riemann多様体は全て

非コンパクトである.

例 9. p, q ⩾ 1 のとき, 半単純対称空間 SL(p + q,R)/SO(p, q), SL(p + q,C)/SU(p, q), SL(p +

q,H)/Sp(p, q) はいずれもコンパクト Clifford–Klein 形を持たない. さらに, p, q が奇数ならば,

SL(p+ q,R)/SO(p, q) を局所的なモデルとするコンパクト多様体は存在しない.

注意 10. 例 8 は p, q がともに奇数の場合, (p, q) = (2n, 2n + 1) の場合には既知である. また

p ⩾ q ⩾ 1 のときにもコンパクト Clifford–Klein形が存在しないことが知られているが, この結果

は本論文の手法では得られない. 例 9は p = q, p = q + 1 の場合には既知である.

予想 6の解決, 例 9, 例 8は, N. Tholozan [18] によっても同時期にアナウンスされている.
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