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概 要

「重複のない表現」は既約表現を一般化した概念であり，直観的にいう

と，同じ既約表現が 2度以上現れない表現をいう．

古典的な展開定理，例えば，Taylor 展開，Fourier 変換，球関数による

展開，Gelfand–Tzetlin 基底による展開など，普段は意識さえしないくらい

当たり前に使っている展開定理の背後に，「重複のない表現」がしばしば隠

れている．そして，この「重複がない」という性質こそが，これらの展開

定理が人工性を帯びない自然（canonical）なものであり有用であるという

ことを背後から支えていると見ることもできる．

それでは，「重複のない表現」はどのようにして発見することができるの

だろうか？

この講演では，複素多様体における『可視的な作用』という概念を導入

し，この幾何的条件の下で，無重複という性質が，ファイバーから切断の

空間に伝播するという一般理論を紹介する．

次に，複素多様体がいつ可視的な作用をもつかを調べ，上記の一般論と

合わせることによって，有限次元表現の場合だけでなく，連続スペクトラ

ムが現れるような無限次元表現に対しても，さまざまな無重複度定理を一

気に得ることができる．講演では，これまで “散在”していた無重複度定理

が統一的に理解できる例など，できるだけ多くの具体例を通して，上記の

理論の一端を紹介する予定である．

一方，「可視的な作用」をもつ空間上の解析は，群軌道の余次元が高い

（従って軌道は連続無限個ある）場合の大域解析を扱うことになる．無限個

の軌道をもつ多様体上の大域解析に関しては，従来，一般的な理論は殆ど

知られていなかったが，定理 3.1とそれに引き続く諸結果は，その一つの試

みにもなっている．

この予稿では，これらの内容に関する最近の文献案内に力点をおいた．

∗第 53回幾何学シンポジウム，全体講演予稿，金沢大学，2006年 8月 5–8日．
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1 重複のない表現

1.1 重複のない表現とは何か?

π : G → GL(H) を有限次元ベクトル空間 H 上の G の表現とする．

(π,H) が完全可約ならば，以下のような既約分解が得られる：

(1.1) π '
⊕

µ

µ ⊕ · · · ⊕ µ︸ ︷︷ ︸
mπ(µ)

,

ここで，µ は G の既約表現全体を亘るものとする．非負整数 mπ(µ) は

dimHomG(µ, π) と等しく，π における µ の重複度と呼ばれる．G の任

意の既約表現 µ に対して，mπ(µ) ≤ 1 が成り立つとき，表現 π を重複

のない表現という．

一方，無限次元表現 π に対しては，(1.1) のように離散的直和分解が

存在するというわけではない（離散分解が可能かどうかの判定条件やそ

の基礎理論については [Ko94, Ko98a, Ko98b, Ko02]参照）．しかし，π

がユニタリ表現の場合は，その既約分解に連続スペクトラムが存在する

場合であっても，以下のようにして「重複のない表現」の概念を定義す

ることができる．π : G → GL(H) を C 上の Hilbert 空間 H 上のG

のユニタリ表現とし，G の作用と可換な H の連続準同型からなる環を

EndG(H) と表す．

定義 1.1. (π,H) が重複のない表現であるとは環 EndG(H) が可換であ

ることと定義する．

G が I 型の局所コンパクト群（例えば，代数群，簡約群など）ならば，

Gのユニタリ表現は既約なユニタリ表現の直積分に一意的に分解される：

π '

∫

Ĝ

mπ(µ)µ dσ(µ),

ここで Ĝ は G のユニタリ双対（G の既約ユニタリ表現の同値類の集

合）を表す．また，σ は Ĝ 上の Borel 測度を，mπ : Ĝ → N ∪ {∞} は

重複度関数を表す．ユニタリ表現に対する Schur の補題から，(π,H) が

定義 1.1の意味で重複のないことと，測度 σ に関して殆ど全ての µ ∈ Ĝ

に対してmπ(µ) ≤ 1 が成り立つこととは同値になる．
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1.2 なぜ重複のない表現が面白いのか?

重複のない表現は既約表現を一般化した概念である．1 つ 1 つの既約

表現が Only One，すなわち，高々 1 度きりしか現れないという性質に

よって，既約分解は人工的ではなく自然（canonical）なものになる．こ

れに応じて，群の作用を保つ任意の作用素が対角化でき，これが色々な

場合で役に立つのである1．

無重複表現がなぜ面白いかについての他の観点については [Ko05a, Sec-

tion 1.1] でも既に述べたので，ここではこれ以上繰り返さないことにし

よう．

1.3 重複のない表現の既知の例

重複のない表現の具体例のリストは，いろいろな設定で implicit/explicit

に多くのものが長い年月の間に蓄積されている．例えば，

• Taylor 級数展開，

• Fourier 展開，

• 球調和関数の理論，

• Peter–Weyl の定理，

• コンパクト対称空間の Cartan–Helgason の定理，

• GLn ↓ GLn−1, On ↓ On−1 の分岐則，

• SL2 の Clebsch–Gordan の公式，

• Pieri の公式，

• GLm–GLn 双対性，

• Riemann 対称空間に対する Plancherel の公式，

1逆に言えば，作用素が非常に具体的に記述できる場合に，その背後に無重複表現が隠れているとし

ても，偶然ではない
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• Gelfand–Graev–Vershik の canonical 表現，

• Hua–Kostant–Schmid K-type 公式，

• 無重複線型空間の Kac による分類，

• 球多様体の Krämer–Brion による分類，

• 球冪零軌道の Panyushev による分類，

• 重複のないテンソル積の Stembridge による分類．

これらの表現が重複がないという性質をもつことは，それぞれの設定

に即した手法により証明されてきた．その証明法には組合せ論のアルゴ

リズムによる直接の計算，代数幾何的なもの（特に，Borel 部分群の作

用），岩堀–Hecke 代数（e.g. [Ge50]），Schur–Weyl–Howe 双対性（e.g.

[Ho89, Ho95]）等，いろいろなものがある（[Ko05a]とその文献を参照）．

ただし，これらの従来の手法はそれぞれかなり広い設定で強力である

が，どの手法も，単独では，例えば上述の例を一網打尽に説明できるわ

けではない．

1.4 重複のない表現への新しいアプローチ

この講演では複素幾何に基づいた単純な原理（[Ko06a]）によって，上

述の例のようなさまざまな無重複定理が幾何的に説明できることを説明

する．

我々の理論の道具立ては Section 3で述べる．その前に複素多様体にお

ける「可視的な作用」（Section 2 参照）の概念を説明しよう．

2 複素多様体上の可視的な作用

2.1 複素多様体上の可視的な作用

D を複素構造 J をもつ連結な複素多様体とする．Lie 群 G が D に正

則に作用していると仮定しよう．
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定義 2.1 ([Ko04, Definition 2.3]). この作用が準可視的（previsible）で

あるとは，全実（totally real）部分多様体 S で D′ := H · S がD で開

集合となるようなものが存在するということと定義する．

準可視的な作用が可視的（visible）であるとは，

Jx(TxS) ⊂ Tx(H · x) for any x ∈ S

が成り立つときをいう．

2.2 強可視的な作用

定義 2.2 ([Ko05a, Definition 3.3.1]).準可視的な作用が強可視的（strongly

visible）であるとは，D′ の反正則な微分同相写像で，σ|S = id でσ が

D′ の各 H 軌道を保つようなものが存在するときをいう．

強可視的な作用は可視的である（[Ko05a, Theorem 4]）．

2.3 可視的な作用の例

論文 [Ko06b, Ko06c], [Ko05a, Section 5] では，複素旗多様体上の作用

がいつ強可視的になるかという分類問題を扱い，さらにより精密な幾何

構造を理解しようと試みた．可視的な作用の例をひとたび得れば，それ

を道具として有限次元 & 無限次元の様々な無重複度定理を証明するこ

とができる．これについては定理 3.1で説明する．

可視的な作用の最も簡単な例から始めよう．一次元トーラス群 T =

{t ∈ C : |t| = 1} の C への自然な作用

T × C → C, (t, z) 7→ tz

を考えよう．この作用は以下の形から可視的であることが分かる．ここ

でS := R\{0} とおいた：

C 上の T-軌道

S
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この作用は強可視的でもある．実際，σ を複素共役 σ(z) := z̄ ととれば

定義 2.2を満たしていることがわかる．

次に，SL2 の例を考えよう（[Ko05a, Example 5.4.1]）：

例 2.3. G = SL(2, R) とし，G の一次元部分群を次のように定義する：

K :=

{(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
: θ ∈ R/2πZ

}
,

H :=

{(
a 0

0 a−1

)
: a > 0

}
,

N :=

{(
1 x

0 1

)
: x ∈ R

}
.

このとき，(G, K) と (G, H) は共に対称対であり，N は G の極大な冪

単部分群である．

今の例では，G/K は Poincaré円板と同型なエルミート対称空間となっ

ている．次の図からわかるように，G の部分群 K, H, N の G/K への

作用は全て強可視的となる．

K-orbits H-orbits N -orbits

2.4 対称空間上の可視的な作用

論文 [Ko06b]では，対称空間への可視的な作用を特に研究した．[Ko06b]

の主要な結果の一つは：

定理 2.4 ([Ko06b]). G/K をエルミート対称空間，(G, H) を任意の半単

純対称対とする．このとき G/K 上のH-作用は強可視的である．

定理 2.4 は例 2.3 の最初の二つの場合（すなわち，K-作用と H-作用）

の一般化である．定理 2.4の表現論への応用は有限次元表現，無限次元

表現の両方について [Ko06d, Theorems A–F] で述べられている．
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2.5 シンプレクティック多様体上の coisotropic な作用

我々は，複素多様体に対して「可視的な作用」という概念を導入した．

一方，シンプレクティック多様体やリーマン多様体に対しては，可視的

な作用と（少なくとも表面上は）似た概念が以前から知られている．

まず，Guillemin–Sternbergによるシンプレクティック多様体 (D, ω)上

の coisotropic な作用（multiplicity-freeな作用）という概念を思い起こ

そう：

部分多様体 S が coisotropic であるとは，S の任意の元 x に対して，

(TxS)⊥ω ⊂ TxS

が成り立つときをいう．ここで，

(TxS)⊥ω := {u ∈ TxD : ω(u, v) = 0 for any v ∈ TxS}.

S の次元が D の次元の半分の場合は，S が coisotopic であることと

Lagrangian であることは同値である．

定義 2.5 (Guillemin–Sternberg). コンパクト Lie 群 G が D にシンプ

レクティック多様体としての自己同型で作用しているとする．すべての

principal軌道 G ·x がシンプレクティック形式 ω に関して coisotropicで

あるとき，作用が coisotropic であるという．

2.6 リーマン多様体上の Polar な作用

可視的な作用と対比できる概念はリーマン多様体に対しても知られて

いる．(D, g) をリーマン多様体，G を D に等長に作用するコンパクト

Lie 群とする．

定義 2.6 (e.g. [PT02]). この作用が polar であるとは，次の二つの性質

をもつ部分多様体 S が存在するときをいう：

S は各 G-軌道と交わる．

TxS ⊥ Tx(G · x) (∀x ∈ S).
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2.7 Coisotropic な作用，polar な作用，可視的な作用

Kähler 多様体はシンプレクティック構造，リーマン構造，複素構造の

三つの全ての幾何構造を持っている．従って，シンプレクティック多様

体に対する coisotropic な作用，リーマン多様体に対する polar な作用，

複素多様体に対する可視的な作用の概念はKähler 多様体の上で比較で

きることになる．但し，coisotropic, polarな作用に関する従来の文献で

は通常コンパクト性が課されているので 2，ここでの比較もコンパクト

性を仮定しよう．

G をコンパクト Kähler 多様体に双正則で等長に作用するコンパクト

Lie 群とする．このとき，以下の関係が成り立つ：

リーマン

Polar

	 R

Visible Coisotropic-

複素
& 2 dim S = dim D

SymplecticI �

Strongly
Visible

複素

正確な定式化とそれらの証明に関しては [Ko05a, Theorems 7, 8, 9],

[PT02]を参照されたい．

3 無重複度定理

最後に，複素多様体上の強可視的な作用の概念がどのように無重複度

定理の定式化に用いられているかについて説明しよう．
2一方，可視的な作用に関しては，無限次元表現への応用を見込んでいるため，コンパクト性を課し

ていない
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3.1 無重複度定理

Lie 群 G が複素多様体 D に強可視的に作用しているとする．G の群

自己同型 σ̃ が

σ̃(g) · σ(x) = σ(g · x) (g ∈ G, x ∈ D′)

をみたすとき compatible であると呼ぶことにする．このとき，無重複

の伝播に関する定理を次の形で述べることができる（cf. [FT99, Ko97,

Ko00]）：

定理 3.1 ([Ko06a, Theorem 4.3]). V → D を G-同変エルミート正則ベ

クトル束とし，以下の三条件が成り立つとする：

1) （底空間）底空間への G-作用は強可視的であり，さらに G の com-

patibleな群自己同型が存在する．

2) （ファイバー）任意の x ∈ S に対し，x における固定部分群 Gx の

Vx への線型表現は重複のない表現である．その既約分解を

Vx =

n(x)⊕

i=1

V (i)
x

と表す．

3) （Compatibility）D の反正則微分同相写像 σ はG-同変エルミート

正則ベクトル束 V の反正則自己準同型（これも σ と表すことにす

る）にもち上がり，次の等式が成り立つ．

σ(V (i)
x ) = V (i)

x for 1 ≤ i ≤ n(x), x ∈ S.

このとき，Gのユニタリ表現が大域的な正則切断の空間 O(D,V)の

部分表現として実現されるならば，それは重複のない表現である．

この定理をファイバーから大域的な切断への無重複性の伝播定理とみ

なすことができる．
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表現における何らかの性質がファイバーから切断（あるいはコホモロ

ジー）の空間に伝播するという型の定理は，表現論ではしばしば極めて

重要な道具になる．例えばユニタリ化可能という性質に関する伝播定理

は，誘導表現については Mackey によって 1950 年代に，導来函手を用

いた誘導表現については VoganとWallachによって 1980年代に証明さ

れユニタリ表現論の基本的な道具となっている．一方，定理 3.1 は「重

複がない」という性質に関する伝播定理であり，等質でなくても強可視

的という条件があれば成り立つという点に注目されたい．

定理 3.1のもう一つの大事な側面は無限個の軌道をもつ多様体上の大

域解析に対する新しい試みとなっていることである（唯一つの軌道をも

つ多様体，すなわち，等質空間を基本的に扱う，非可換調和解析には既

に多くの研究がある）．このためには無限個の軌道を統制する必要があ

るが，強可視性の定義に現れる反正則な自己同型 σ がその役割を果たし

ている．

3.2 スライス S の表現論的な意味

定理 3.1 の設定において，スライス S をできる限り小さくとる．この

とき，O(D,V) におけるユニタリ表現の重複のない既約分解のスペクト

ラムと強可視的な作用との間の関係の予想を述べておこう：

予想 3.2.

1) S の次元は切断の空間 O(D,V) に実現されるユニタリ表現 π の

既約分解に現れる既約表現の本質的に独立なパラメータの数をこえ

ない．

2) 「非退化」な表現 π に対しては，これらの二つの数は一致する．

上記の予想は特別な場合には成り立つ．例えば：

1) S = {一点 }.

この場合，O(D,V) に実現される任意のユニタリ表現は，それが 0 で

なければ既約である [KoS68]．特に，予想が成り立つ．
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2) G/K をエルミート対称空間，(G, H) を半単純対称対とする．この

とき，G/K 上の H-作用が強可視的でスライス S の次元はk := R-rank

G/H である（[Ko06b]）．他方，G の正則離散系列表現を H に制限し

たときの分岐則はk 個の独立なパラメータを含むことが証明されている

（特別な場合は Hua–Kostant–Schmid の K-type 公式であり，それを含

む一般的な公式は [Ko97, Ko06d]を参照）．

3.3 具体的な無重複度定理への応用

複素多様体への群作用がいつ可視的になるかを調べることによって，具

体的な場合に様々な無重複度定理（例えば Section 1であげた例）を得る

ことができる（論文 [Ko04, Ko05a, Ko06d]）．

例えば，論文 [Ko04] では，幾何的な考察によってテンソル積 π1 ⊗ π2

が無重複であるようなGL(n)の既約有限次元表現の全ての組 (π1, π2)の

分類表に新しい幾何的解釈を与えた（[Ko03]も参照）．（このような組は

意外なことに最近まで知られておらず，組み合わせ論的な議論によって

Stembridge [St01]によってようやく分類された．）

論文 [Ko05a] では無重複度定理への定理 3.1の種々の応用例がまとめ

られている．例えばGL(n) の球冪零軌道の Panyushev のリストも含ま

れている．一方，半単純対称対に関する制限の無重複度定理は [Ko06d]

のメインテーマとして扱った．

3.4 具体的な分解公式

表現があらかじめ重複がないと分かっているならば，その既約分解を

明示的に求めるという問題が実現性を帯びてくる．実際，このような公

式は美しい形をしていることがしばしばある．重複のない既約分解の明

示公式と，その展開定理の精密な解析の研究が，この 10年間に大きく発

展した．例として以下の文献を挙げておこう：[A06, Bn02, BH98, DP01,

Ko97, Ko06d, KoØ03, Kr98, Nr02, O98, ØZ97, Pz96, Pz05, Z01, Z02]．
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3.5 古典的な極限 — 軌道法

我々の伝播定理（定理 3.1）を「量子化」における結果とすれば，その

「古典的極限」として「幾何的無重複度定理」なるものが成り立つと期

待できる．

「幾何的無重複度定理」は，複素多様体が同時にシンプレクティック

構造をもつ場合（例えばケーラー多様体）には，（非コンパクト）群の作

用のモーメント写像で述べることもできる．論文 [KoN03]では半単純対

称対 (G, H) に対してこの「幾何的無重複度定理」の予想を定式化した．

この予想は正しい（論文は準備中）．
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