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A. 研究概要

等質空間 G/H の開集合を G の作用で貼り合

わせて得られる空間 M のことを, G/H を局所

的なモデルとする多様体という. 例えば G の離

散部分群 Γ が G/H に固有かつ自由に作用する

とき (または同値なことであるが, 射影 G/H →
Γ\G/H が主 Γ-束になるとき), Γ\G/H は G/H

を局所的なモデルとする多様体になる. このと

き Γ\G/H をClifford–Klein形, Γを G/H の不

連続群という. M が G/H を局所的なモデルと

する多様体のとき, G/H 上の G-不変微分形式

を各開集合に制限して G の元の左移動で貼り合

わせることで η : Ω(G/H)G → Ω(M) という準

同型が定まる. これはコホモロジー間の準同型

η : H•(g,H;R) → H•(M ;R) を誘導する. この

準同型 η から, 与えられた等質空間 G/H を局

所的なモデルとするコンパクト多様体が存在す

るための障害が幾つか得られることが知られて

いる.

以前の研究で, 簡約型等質空間 G/H を局所的

なモデルとするコンパクト多様体が存在するた

めには, Lie環の相対コホモロジーの間の準同型

i : H•(g,H;R) → H•(g,KH ;R) が単射でなけ
ればならないことが分かっていた (論文 [1]). 本年

度の研究では, この準同型 iが単射になるための

簡単な必要十分条件を不変式論の言葉で与えた.

証明には, Lie環の相対コホモロジーH•(g,H;R)
がWeil代数の転入写像から定まる pure Sullivan

代数のコホモロジー H•(ΛPg∗ ⊗(Sh̃∗)H ,−δτ̃g,h
)

に同型である, という H. Cartan, C. Chevalley,

J.-L. Koszul, A. Weilらの結果を用いる. 応用

として, 小林俊行が 1989年に述べた「rankG−
rankK < rankH − rankKH を満たす簡約型等

質空間 G/H はコンパクトな Clifford–Klein形

を持たない」という予想の証明が得られた.

A manifold M is said to be locally modelled on

a homogeneous space G/H if it is covered by

open sets that are diffeomorphic to open sets

of G/H and their transition functions are lo-

cally in G. For instance, if a discrete subgroup

Γ of G acts properly and freely on G/H (or

equivalently, if the projection G/H → Γ\G/H

is a principal Γ-bundle), then Γ\G/H becomes

a manifold locally modelled on G/H. In this

case, Γ\G/H is called a Clifford–Klein form

and Γ a discontinuous group for G/H. If M is

a manifold locally modelled on a homogeneous

space G/H, we can define a differential graded

algebra homomorphism η : Ω(G/H)G → Ω(M)

by patching G-invariant differential forms on

open sets of G/H by left translations by el-

ements of G. This induces a homomorphism

η : H•(g,H;R) → H•(M ;R). The homomor-

phism η gives some obstructions to the exis-

tence of a compact manifold locally modelled

on a given homogeneous space G/H.

I have previously proved that there exists a

compact manifold locally modelled on a homo-

geneous spaceG/H of reductive type only when

the homomorphism of relative Lie algebra co-

homologies i : H•(g,H;R) → H•(g,KH ;R) is

injective ([1]). In this academic year, I gave a

necessary and sufficient condition for the injec-

tivity of this homomorphism i. The condition

is written in terms of invariant theory and is

easy to verify. The proof is based on a result of

H. Cartan, C. Chevalley, J.-L. Koszul and A.

Weil that gives an isomorphism between rela-

tive Lie algebra cohomology H•(g,H;R) and

the cohomology H•(ΛPg∗ ⊗ (Sh̃∗)H ,−δτ̃g,h
) of

a pure Sullivan algebra defined from a trans-

gression in the Weil algebra. As an applica-

tion, the following result is obtained: a ho-

mogeneous space G/H of reductive type does

not admit a compact Clifford–Klein form if

rankG − rankK < rankH − rankKH . This

is conjectured by Toshiyuki Kobayashi in 1989.
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