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Gをリー群とする。Gのユニタリ表現とは、Gがユニタリ作用素として連続に作用 するヒルベ

ルト空間である。表現が非自明なG-不変部分空間を持たないとき、既約であると言う。Gの既約

なユ ニタリ表現の同値類のなす集合をGのユニタリ双対といい Ĝで表す。

H をGの閉部分群とする。ユニタリ表現の既約分解には二つの自然な問題設定が有る。一つは

小さな群からの誘導表現 (ν ∈ Ĥ に対し IndG
H ν と 記す)であり、もうひとつは、大きな群からの

制限 (π ∈ Ĝに対し π|Hと記す) である。既約分解の公式はそれぞれ Plancherelの公式、分岐則と

よばれる。この博士論文のテーマは分岐則の問題を「軌道法」の視点から扱ったものである。

表現の制限 π|H に対し分岐則、すなわちその既約分解を示す直積分

(1) π|H �
∫ ⊕

̂H
mπ(ν)νdμ(ν) (直積分).

を記述することは表現論の基本的な問題の一つである。

例えば、Hが簡約リー群であればこのような分解は一意であり、重複度関数mπ : Ĥ → N∪{∞}
はユニタリ双対 Ĥ 上の可測関数となる。一般に分岐則は重複度が∞だと、さまざまな困難な問
題が生じる。分岐則の問題はさまざまな設定において考えられるが、π|H がH の表現として重複

度が 1の場合は、よりシンプルで詳細な分岐則の研究ができることが期待される。重複度に関し

て基本的な設問は次のようなものである。

問題 重複度 1となるのはいつか？
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上記の問題に関し、有限次元表現、無限次元表現双方に対して分岐則の重複度 1定理を小林先生

は最近証明した ([5], [6])。この定理により、例えば Clebsch-Gordanの公式、Pieriのルール、リー

マン対称空間に対する Plancherelの公式GLm-GLn 双対性、Hua-Kostant-Schmid-Kobayashi の

公式等、既に知られている多くの重複度が 1の結果は一様に説明された。また、重複度 1になる

ような分岐則の様々な新しい設定も得られている。

では、KirillovやKostantによって導入された軌道法の定理公式、とりわけ表題にあるCorwin-

Greenleaf 重複度関数 に目を向けてみよう。その為にまず、リー群のユニタリ表現論における

軌道法について触れる ([7])。

gをリー群 Gのリー環とし g∗ を gの双対とする。Gの随伴表現 Ad : G → GL(g) の反傾表現

Ad∗ : G→ GL(g∗)を考える。この非ユニタリ有限次元表現はしばしば、ユニタリ双対 Ĝ(Gがコ

ンパク トでないならばユニタリ表現は一般に無限次元)と驚くほど密接な関係を持つ。g∗に次の

ような同値関係を定義する。

λ ∼ μ⇔ Ad∗(g)λ = μ (g ∈ G).

この同値類のなす集合を余随伴軌道の集合と呼び、g∗/Gで表す。

例えばG = Rnとすると g∗/G � Rnとなり、Ĝと
√−1g∗/G � √−1Rn の間には自然な全単射

ができる。可換群に関するこの例は Kirillov [2]によって 冪零リー群の場合に一 般化された。す

なわち、Gを連結かつ単連結な冪零リー群としたとき、Kirillov 対応とよばれる 全単射

Ĝ � g∗/ Ad∗(G).

が得られる。

Kirillov の定理を指導原理として、CorwinとGreenleafは誘導表現の既約分解や分岐則と余随

伴軌道との関係について単連結な冪零リー群に限って研究した。これに関する概説詳細は論文 [1]、

また、この分野での最近の進展について書かれた Lipsmanの論文 [10]などが詳しい。

この博士論文は簡約リー群の分岐則と軌道法の関係がテーマであり、より具体的には、小林俊

行の「ユニタリ表現の分岐則における重複度１定理」が Kostant-Kirillovの軌道法において「予

言」している「余随伴軌道の幾何」を明らかにすることである。残念ながら、軌道法について成

功しているのは冪零リー群とその周辺に限られ、我々の関心の対象である「簡約リー群」につい

ては軌道法は十分に発達していない。とりあえず、定式化の参考にするために冪零リー群に関し

て既に知られていることを簡単に以下でまとめる。一言で言うと冪零リー群に関しては、Kirillov

の余随伴軌道の枠組において、分岐則のスペクトラムと重複度 が GとH-軌道の言葉で決定でき

る。より詳しく言うと π ∈ Ĝ, ν ∈ H をとる。Kirillovの軌道法により OG
π、OH

ν をそれぞれ π 、



νに対応する g∗ 、h∗の余随伴軌道とする。pr : g∗ → h∗を自然な全射としたとき

(2) nπ(ν) = �
(OG

π ∩ pr−1(OH
ν )

)
内のAd∗(H)-軌道)

)
,

を “mod H” 交叉数と定義する。この数は Corwin-Greenleaf の軌道積分の公式中の Corwin-

Greenleaf 重複度関数として知られている。軌道法が期待するものは二つの等式が一致すること

である。：一つはユニタリ表現の分岐則からきたもの(1)で、もう一つは余随伴軌道の幾何からき

たもの(2)つまり、

(3) mπ(ν) = nπ(ν).

である。CorwinとGreenleafはGが冪零リー環ならば(3)が正しいということを証明した。Gが

簡約リー群の場合にこの重複度関数がこの博士論文の焦点となる。

さて、軌道法は冪零リー群にはとても強力だが、簡約リー群に対してはそんなにぴったりとは

いかない事は良く知られている。しかし、簡約リー群の分岐則の重複度 1 定理 ([5], [6]) の「軌道

法」における対応物として余随伴軌道の幾何に関する一般的な予想 (後述)を小林先生は得た。そ

の典型的な場合は次のものである：

予想 １. (G, H)を簡約対称対とする。このとき、後に説明するある条件下のもとで

�
(OG

π ∩ pr−1(OH
ν )内のAd∗(H)-軌道

) ≤ 1.

となる。

主結果のステートメント

Gを有限な中心を持つ非コンパクト単純リー群とし、Cartan対合を θ、極大コンパクト群を

K := {g ∈ G|θg = g}、リー環を gとする。Cartan対合 θに対応するCartan分解を g = k + p と

する。さらにGはエルミート型であると仮定する。これは対応するリーマン対称空間 G/Kが複

素有界対称領域であることを意味する。群論の言葉では、これは kの中心 c(k)が非自明であると

言うのと同値である。さらに、dim c(k) = 1かつ ad z|p, z ∈ c(k)\{0} は全て正則であることが知
られている。

例. エルミート型の単純リー環は次のように分類される。

g = sp(n, R), su(p, q), so∗(2n), so(2, n), e6(−14), e7(−25).

今、Gは簡約リー群であるから、g上の Ad(G)-不変な非退化双線型形式 (例えば gが半単純な

らKilling形式)によって得られる全単射 g � g∗を通して、随伴表現Ad : G→ GL(g)は反傾表現

Ad∗ : G→ GL(g∗) と同型である。それゆえ、随伴軌道を余随伴軌道と同一視できる。特に実簡約

リー群の任意の随伴軌道には余随伴軌道上のG-不変シンプレクティック形式から導入されたG-不

変シンプレクティック形式が定まる。



では、ゼロでない元 z ∈ c(k)に対し、軌道

OG
z := Ad(G) z ⊂ g.

を考える。さらに全射 pr : g → hを考える。このとき引き戻し pr−1(OH
y ) (y ∈ h) は Ad(H)-不

変である。すると、予想 1をより簡単な次の同値な形に書き直すことが出来る。

予想 2. Gをエルミート型とし、(G, H)を対称対とする。このとき任意の y ∈ pr(OG
z ),に対し、

�
(OG

z ∩ pr−1(OH
y )/ Ad(H)

) ≤ 1.

である。すなわちOG
z ∩ pr−1(OH

y )は空集合でなければH の単一軌道である。

例G = SL(2, R), または SU(2)、H = K = SO(2)とする。X を kの中心の元とする。このと

き任意の y ∈ pr(OG
X)に対し

OG
X ∩ pr−1(OH

y ) = 円周 = SO(2)-軌道.

というものである。

私の博士論文で私は上のリーマン対称対内に対して再定式化した予想 2を証明した。主結果は

次のようなものである。

定理 小林の予想は (G, H)がリーマン対称対ならば真である。

得られた結果に対する感想

私は定理を軌道法の幾何に基づき証明した。これは (無限次元の)ユニタリ表現の定理に動機づ

けられている。ユニタリ表現論は非常に不可思議な現象により関連分野の研究に新しい方向性を

導くことがある。軌道法は それらの “橋”の役割を果たすだろう。

Kirillovと Kostantにより開拓された軌道法は 物理学における “量子化” のアナロジにより既

約ユニタリ表現を構成しようとする。このアナロジと希望的観測を次の図でまとめてみる。

ユニタリ表現 ←→ 量子物理学系

�⏐ �⏐
余随伴軌道 ←→ 古典物理系

右側の縦の矢印は “量子化”である。この世が存在するからそれも存在するだろう。 そして量

子力学的である。左側の縦の矢印は希望的観測の部分である。右側とのアナロジから存在すると

思われる。(重複度の無い)分岐則に対し “ユニタリ表現”の側の最近の発展はあるが、“余随伴軌

道”側の発展はほとんど知られていない。Corwin-Greenleaf の重複度関数における小林の予想

は この空白部分を埋めてくれることだろう。さらに、リーマン対称対の場合は私の結果は、例え



ば 明示的な分岐則での新しい 情報など、“ユニタリ表現”側へフィードバックを与えてくれる望

みが高いことを示唆している。
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