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1 序
博士論文では、フックス群やクライン群のようなやや大きい離散群を
基本群とするような局所対称空間がどの位存在するかをテーマとする。

局所対称空間の基本群にはどの様な制約があるか？

という問題はリーマン幾何の枠組みを超えた場合非常に困難な問題で
ある [8, 13]。
無限位数の基本群をもつ完備な局所対称空間が存在するための必要十
分条件は 1989年に小林によって解明された [4]。
一方、コンパクト形の存在問題、すなわち余コンパクトな不連続群が存
在するかどうかという問題は、リーマン対称空間に対しては 1950年代か
ら 1960年代初頭に Siegel、Borelによって代数群を用いた手法で肯定的に
解決されたが、非リーマン対称空間に対しては小林、Zimmer、Margulis

等によって、不連続群論からエルゴード理論やユニタリ表現論にまたが
る手法を用いた新しい研究の潮流が生まれている [1, 6, 7, 10, 11, 12, 15]。
ただし、一般の対称空間に対してはまだ最終解決には至っていない。

博士論文では、この中間に相当するフックス群やクライン群の非リー
マン対称空間（特に複素対称空間）への不連続な作用に絞って研究を行っ
た。まずは、知られている事を復習しよう。

Gを半単純リー群として、HをGにおいて簡約な閉部分群とする。特
に興味深いのは、Hがコンパクトでない場合である。その時、Killing形
式から導かれるG/H上の擬リーマン計量を考えると、GはG/Hに等長
に作用する。半単純対称空間が古典的な例である。

ΓをGの離散部分群としよう。その時、Γは擬リーマン多様体G/Hの
等長変換から成る離散部分群と見なせるが Γは必ずしも不連続群として
作用する訳ではない。実際、G/Hの無限不連続群が存在しないという現
象は最初、E.CalabiとL.Markus(1962)によって、正の定曲率を持つロー
レンツ対称空間で発見され [2]、カラビ・マルクス現象と呼ばれている。
小林により、その必要十分条件が一般に解明された [4]。
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Fact 1.1. (カラビ・マルクス現象の必要十分条件；（小林 1989))

簡約型等質空間に対する次の 2つの条件は同値である。

(1) G/Hに無限不連続群が存在する。

(2) rankR G > rankR H.

(2) ⇒ (1)の証明が最も困難であり、それは (2) ⇒ 条件S ⇒ (1)の形で
示されている。ここで条件 S は次の形で述べられる。

条件 S: Gの半単純元 γで、Γ := 〈γ〉がG/Hに固有不連続に作用
するものが存在する。

博士論文では、条件 Sのかわりに、

条件N : Gのベキ零元 γで、Γ := 〈γ〉がG/Hに固有不連続に作用
するものが存在する。

が、どの様な等質空間に対して成り立つかを考察した。
条件N では一見、可換自由群 ZのG/Hへの作用だけを考えている様

に思われるが実は SL(2, Z)の様な非可換な離散群の作用の固有不連続性
も考えている事になる（定理A）。これを連続化した条件 SLがいつ成り
立つかも同時に考察する。

条件 SL: SL(2, R)と局所同型なGの部分群LでG/Hに固有に作
用するものが存在する。

博士論文では、まず次の定理を証明した。

定理 A. 条件N⇔条件 SL

定理Aで述べた同値な条件が成り立つ様な等質空間G/Hに対しては、
Lの任意の離散部分群（例えば SL(2, Z)）が G/H に固有不連続に作用
する。
博士論文では、定理Aで述べた同値な条件が具体的にどの様な等質空
間に対して成り立つかを追及した。
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2 複素半単純対称空間GC/KCにおける不連続群
この節ではG/Hを複素半単純対称空間GC/KC とする。ここでGCは

複素単純リー群、KCは複素解析的な包合的自己同型写像 θの固定部分群
とする。リー環レベルでは、(sl(n, C), so(n, C))などの 7つの古典型の系
列と、(e6,C, f4,C)の様な例外型の系列が 12個ある。この場合の主結果は
次の様に述べる事が出来る。

定理 B. 既約な複素対称空間GC/KC が条件N（あるいは同値な条
件 SL）を満たすための必要十分条件は、

(gC, kC) ≅ (so(p + q, C), so(p, C) ⊕ so(q, C))

となる事である。ただし、p、qは奇数で、p + qは 4の倍数。

GCが複素リー群の場合には、条件 SLは

条件SLC: SL(2, C)と局所同型な部分群LでGC/KCに固有に作用
するものが存在する。

とも同値である事が示される。よって定理Bの系として次の結果も得
られる。

系 2.1. p、qは奇数、p+qが4の倍数の時、任意のクライン群Γに対
し、局所複素対称空間M であって、その基本群 π1(M)が Γと同型
であり、その普遍被覆空間がSpin(p+q, C)/Spin(p, C)×Spin(q, C)

と同型なものが存在する。

証明の方針をここで述べる。
定理Aは、ベキ零元の標準化に関する Jacobson–Morozovの定理と、作
用の固有性に関する小林の判定条件を用いる。定理Bの証明には次の結
果を援用する。
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定理 C. gCを単純リー環とする。この時、次の 2条件は同値となる。

(i) gCの外部自己同型写像は各ベキ零軌道を自分自身に写す。

(ii) gCは so(4n, C)と同型でない。

定理CはDynkin–Kostant理論を用いて

{ベキ零軌道 } ↔ {重み付きDynkin図形 }

の同一視を行い、重み付き Dynkin図形が（An,Dn,E6型の Dynkin図形
の）外部自己同型に関して対称であるかどうかを調べて証明を行った。
定理Cが不連続群の問題に役に立つ理由の一つはFact1.1（Calabi–Markus

現象の判定条件）を用いて証明される次の結果である。

命題 2.2. GC/KCに無限不連続群が存在するならば、θは gCの外
部自己同型である。特に、gCはAn、Dn、E6のいずれかである。

この命題 2.2、定理 Cと、固有な作用の判定条件を組み合わせる事に
よって、定理Bが証明されるのである。
コンパクトなClifford–Klein形が存在するかどうかに関して知られてい
る結果と定理Bを比較してみよう。以下では≈を局所同型の意味で用い
る。

Fact 2.3. GC/KCは群多様体ではない既約複素対称空間とする。

(1) (小林 1992、Benoist1996) GC/KCに余コンパクトな不連続群
が存在するならば、GC/KC ≈ SO(4n, C)/SO(4n − 1, C)。

(2) (小林−吉野 2005) GC/KC ≈ SO(8, C)/SO(7, C)には余コン
パクトな不連続群が存在する。

SO(4n, C)/SO(4n−1, C) (n ≥ 3)の場合は余コンパクトな不連続群が存
在するかどうかについては未解決問題である。一方、系 2.1で p = 4n−1、
q = 1とする事により SL(2, C)の任意の離散部分群と同型な不連続群は
存在する事が分かる。
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3 SL(n, R)の等質空間における不連続群
博士論文では、複素対称空間の場合だけではなく、実半単純リー群SL(n, R)

が推移的に作用する種々の等質空間（半単純対称空間全て、及び非対称で
はあるが 1990年以降に Zimmer、Labourie、Benoist、Mozes、Margulis

等、著名な数学者達が特に余コンパクトな不連続群の存在問題をテーマ
にして取り上げた例）に対して条件N、条件 SLが成り立つための必要
十分条件を決定した。この要約では 3つの例に絞って説明しよう。

定理 D. (G, H)を (SL(n, R), SL(k, R)) (k < n)とする。その時条
件N(条件 SL)が成り立つ必要十分条件は、nが偶数、または nが
奇数で k + 1 < nが成り立っている事である。

これは対称空間ではない典型例である。まず、小林 (1990, 1992)が n >
3
2
k + 3

2
の場合、SL(n, R)/SL(k, R)にコンパクトなClifford–Klein形が存

在しない事を証明した（[7, Example 5.19]）。また、小林の定理の別証
明として n > 2kの場合には Zimmer、Labourier、Mozes等はエルゴー
ド理論やRatnerの軌道閉包定理を用いる手法 (1994 − 1996)を開発した
[10, 11, 15]。一方、Benoist(1996)は n = k + 1で nが奇数の場合も存在
しない事を証明した [1]。これはSL(2, R)の固有な作用が存在しない条件
に一致している事が定理Dより分かる。次に対称空間と非対称空間を両
方含む例を述べる。

定理 E. (G,H)を (SL(n, R), SO(p, q)) 1 ≤ p + q ≤ nとする。条
件N(条件 SL)が成り立つ必要十分条件は、n − 2 min(p, q) ≥ 2で
ある。

p + q = nの場合はG/Hは対称空間である。p + q < nあるいは p = q

ならば、SL(n, R)/SO(p, q)にはコンパクトな Clifford–Klein形が存在し
ない事が知られている [7]。特に、SL(n, R)/SO(p, q) (p + q < n − 1)に
は余コンパクトな不連続群は存在しないが、SL(2, Z) と同型な不連続群
は存在する事が分かる。
最後に、HとLの役割を交換した定理を述べる。定理 Fの等質空間を

取り上げた直接の理由は、同じ空間に対してMargulis(1997)がユニタリ
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表現論を用いて、n > 4の場合、余コンパクトな不連続群が存在しない事
を証明したからである [12]。

定理 F. ρ : SL(2, R) → SL(n, R)を既約な実表現とする。
SL(n, R)の（標準的）部分群 Lに対し、Lが SL(n, R)/ρ(SL(2, R))に固有に
作用するかどうかは、以下の表で与えられる。

L 固有 固有ではない
SL(k, R) (1 ≤ k ≤ n − 1) nは偶数

nは奇数 k + 1 < n nは奇数 k + 1 = n

SO(p, q) (p + q ≤ n) n − 2 min(p, q) ≥ 2 n − 2 min(p, q) = 0 or 1

Sp(m, R) (1 ≤ 2m ≤ n) n − 2m ≥ 2 n − 2m = 0 or 1

SL(m, C) (1 ≤ 2m ≤ n) 全てのm 無し

論文 [14]では SL(n, R)/SL(m, C)、SL(n, R)/Sp(m, R) (2m ≤ n)に対
しても SL(2, R)の作用が固有かどうかの判定条件を与えた。
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