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〳次元球面 S3 の共形変換群 SO0〨〴, 〱〩 で同変な既約ベクトル束は，奇数次のランク 〨〽 〲N 〫 〱〩 と複素

数 λ でパラメトライズされる．一方，〲次元球面 S2 の共形変換群 SO0〨〳, 〱〩 で同変な既約ベクトル束は

すべて直線束となり，整数 m と複素数 ν でパラメトライズされる〮

本論文では〬 〳次元球面上のベクトル束 V2N+1
λ から，〲次元球面上の直線束 Lm,ν への微分作用素であっ

て，共形変換群の組 SO0〨〴, 〱〩 ⊃ SO0〨〳, 〱〩 に関する対称性破れ作用素

DN,m
λ,ν 〺 C∞〨S3,V2N+1

λ 〩 → C∞〨S2,Lm,ν〩

の構成と分類問題を考える．特に，これらの問題を，ベクトル束のランク ≤ 〷 〨すなわち〬 N ∈ {〱, 〲, 〳}〩
および m > N の場合に完全に解決し，N ≥ 〴 の場合の解決方法を提示する．

表現論の観点から見れば，本論文は〲つの簡約 がどづ 群の主系列表現の間の対称性破れ作用素を研究してい

ることになる．この観点から，本論文の動機を次のように述べることができる．

群の表現論において，「最小単位」のものに対応するのは既約表現である．有限次元表現については，既

約表現の分類と，既約表現への分解という基本課題は〲〰世紀前半から研究されてきた．特に，後者は問題

〱 の設定で「分岐則の問題」と呼ばれる．無限次元表現の場合には多くの解析的な困難が知られていた一

方，小林俊行先生の〹〰年代の一連の論文 〨せ〲そ〩 を契機に，最近の〳〰年間において分岐則の理論が小林俊行〬

き〮 いふ」は〬 あ〮 ぇひはびび〬 い〮 ぐひちびちつ〬 あ〮 こばづと〬 お〮 ぁ〮 ざちひでちび〬 大島芳樹等により大きく発展している．

問題 1（分岐則の問題）〺 がどづ 群 G の既約表現 々 を部分群 G′ に制限したときに，どのように振る舞うか

（どのように分解するか）？

小林先生は がどづ 群の無限次元表現論における分岐則の一般理論を切り拓くにあたって，三つのステージ

に分けられるプログラム 〨ABC program せ〴そ〩 を提起された．

• ステージ A〺 表現の制限における一般論

• ステージ B〺 分岐則の決定

• ステージ C〺 対称性破れ作用素の構成

ここで〬 ぁ〬 あ〬 ぃは順にAぢびぴひちっぴ てづちぴふひづび はて ぴとづ ひづびぴひどっぴどはの〬 Bひちのっとどので ぬちぷび〬 Cはのびぴひふっぴどはの はて びべねねづぴひべ

ぢひづちにどので はばづひちぴはひび のそれぞれの頭文字に由来する．

ステージ ぁ の目標は，表現の制限 々|G′ に対し，重複度やスペクトルなどの抽象的な理論を展開するこ

とである．ステージ あ は表現の制限 々|G′ の既約分解を求めることを目指す．表現 々 が，制限 々|G′ が完

全可約になるような G の有限次元表現の場合は〬 々|G′ の「既約分解」は有限直和となる 〨SU〨〲〩 の有限次

〱



元表現のテンソル積に対する ぃぬづぢびっとほぇはひつちの てはひねふぬち はその一例である）．表現 々 が G のユニタリ表

現の場合は，その「既約分解」を直積分の概念を用いて与えることができる 〨きちふぴのづひほごづぬづねちの の定理〩．

表現 々 がユニタリとは限らない一般の場合では，このような分解はできないが〬 π を G′ の任意の既約表

現とするとき，ステージ あ を空間 えはねG′〨々|G′ , π〩 の決定問題として捉えることができる〮

空間 えはねG′〨々|G′ , π〩 の元は，対称性破れ作用素 (symmetry breaking operators) と呼ばれる．ス

テージ ぃ では，この対称性破れ作用素を具体的に構成することを目標とする．抽象性の高いステージ ぁ〬

あ と異なり，ステージ ぃ は具体的な表現の実現に依存するので，幾何的および解析的問題と関わることが

よくある．

本論文ではステージ ぃ に注目する．具体的に，一つの簡約 がどづ 群の対 〨G,G′〩 に焦点を当て，微分作用

素として表される対称性破れ作用素の構成と分類問題に取り組む．古典的な例としては，保型形式に現れ

る げちのにどのほぃはとづの の双線型微分作用素があり，これは SL〨〲,R〩 の離散系列表現のテンソル積に対する対
称性破れ作用素とみなせる．また〬 ぁ〮 おふとぬ が共形幾何学の枠組みで構成した共形不変な微分作用素は，ロ

ーレンツ群の球主系列表現に対する対称性破れ作用素である 〨せ〱そ〩〮

以下で，本論文で扱われる幾何的な設定を一般的な形で述べ，ステージ ぃ を具体的に定式化する．

微分多様体 X,Y 〬 その上のベクトル束 V → X〬 W → Y および，その間の滑らかな写像 p 〺 Y → X が

与えられたときに〬 切断空間に作用する ぜ微分作用素〢 T 〺 C∞〨X,V〩 → C∞〨Y,W〩 という概念をぜ局所作

用素〢として定義することができる．これは お〮 ぐづづぴひづ の有名な結果 〨せ〹そ〩 を一般化する形で定義される．

さらに，がどづ 群 G′ ⊂ G がそれぞれ，ベクトル束 W → Y 〬 V → X に同変的に作用し，および p が Y

から X への G′ 同変な写像であると仮定する．このときに，次の問題を考えることができる〺

問題 2〺 空間 いど》G′ 〨V,W〩 すなわち〬 G′ 同変な微分作用素 〨微分対称性破れ作用素〩

D 〺 C∞〨X,V〩 → C∞〨Y,W〩

のなす空間を決定せよ．

ベクトル束 W が V の p による引き戻し p∗V に同型であるならば，制限写像 f 7→ f |Y が明らかに
C∞〨X,V〩 から C∞〨Y,W〩 への G′ 同変な微分作用素である．しかし〬 W と p∗V との間に射が存在しな
い最も一般の場合にも，対称性破れ作用素が存在することがあり，それを決定することは一般に難しく，

多くの未解決問題がある．

最初に解決されたケースは，小林先生と こばづと 先生が解決した〴つ組 〨X,Y,G,G′〩 〽 〨Sn, Sn−1, O〨n〫

〱, 〱〩, O〨n, 〱〩〩 の場合であり〬 これはさらにベクトル束 V 〽
∧i

T ∗X〬 W 〽
∧j

T ∗Y に対して拡張された．

そこでは，対称性破れ作用素の分類の最終ステップは，微分作用素として表されるものの分類に帰着され

るという証明が与えられている 〨せ〸そ〩〮

さて，多様体 X 〽 G/P ⊃ Y 〽 G′/P ′ が旗多様体で，その上のベクトル束 V,W がそれぞれ放物型部

分群 P, P ′ の有限次元表現から得られる同伴ファイバー束である場合に，微分対称性破れ作用素の構成を

求める手法 〨F-method〩 が最近発見された 〨せ〳そ〩．この手法は，微分対称性破れの作用素を求めるという問

題を，一般化 ざづひねち 加群にぜ代数的 うはふひどづひ 変換〢を施すことによって，ある高階の偏微分方程式系を満

たす多項式を決定するという問題に帰着させ，後者を不変式論を援用して解くという方法である．放物型

部分群 P の がどづ 環の冪零根基が可換なとき，現れる微分方程式系の主要項は 〲 階偏微分方程式であるこ

とが証明できる 〨せ〷そ〩〮

この設定で小林先生と ぐづぶぺのづひ 先生は〬 X ⊃ Y が えづひねどぴづ 対称空間の組のときに，いくつかの具体例

で う〭ねづぴとはつ を適用し，微分対称性破れ作用素を構成した 〨せ〷そ〩．さらに，小林先生〬 ぐづぶぺのづひ 先生と久保

〲



先生は球面における微分形式の間の微分対称性破れ作用素を完全に分類した 〨せ〵そ〩〮

この方針で，本博士論文では 〨X,Y,G,G′〩 〽 〨S3, S2, SO0〨〴, 〱〩, SO0〨〳, 〱〩〩 の場合を考え〬 S3 上のラン

ク 〲N 〫 〱 のベクトル束 V 〽 V2N+1
λ と S2 上の直線束 W 〽 Lm,ν に対して問題 〲 の解決について論じ

る．具体的に，問題 〲 は次の二つの問題に分けられる：

問題 A〺 微分対称性破れ作用素のなす空間

いど》SO0(3,1)

(
C∞〨S3,V2N+1

λ 〩, C∞〨S2,Lm,ν〩
)

が零にならないためのパラメータ 〨λ, ν,N,m〩 ∈ C2 × N × Z に対する必要十分条件を決定せよ．具体的
に，その次元を決定せよ．

問題 B〺 上記の空間の生成元 DN,m
λ,ν を具体的に構成せよ．

上記の問題 ぁ〬 あ は N 〽 m 〽 〰 の場合は共形幾何の観点による研究で せ〱〬 〶そ で解決され〬 N 〽 〱〬 m 〽 〰

の場合は せ〵そ の結果から導かれる 〨って〮 せ〱〰〬 げづね〮 〱〮〵そ〩．一方〬 N 〽 〱〬 |m| ≥ 〱 の場合には せ〱〰そ で解決し

た．本論文では，せ〱〰そ の結果を含めて，問題 ぁ〬 あ を N 〽 〱, 〲, 〳〬 |m| > N の場合に完全に解決する．一

般の N ∈ N に対して問題 ぁ〬 あ は未解決だが， |m| > N の場合にこれらの問題を解く方法を提案する．

まず〬 う〭ねづぴとはつ を適用すれば，上記の問題 ぁ〬 あ は 〲N 〫 〱 個の未知の多項式に関する 〲〨〲N 〫 〱〩 個

の連立常微分方程式という過剰決定問題の解が存在するためのパラメータの決定問題および，その具体的

な解を求めることに同値であることが証明できる．過剰決定の常微分方程式系を〳つのステップに分けた解

決方法を一般の N ∈ N に対して紹介する．
常微分方程式系の方程式を 〨α〩 と 〨β〩 と二つのグループに分ける〮 〨α〩 は 〲N 〫 〲 個の連立微分方程式

からなるグループであり，これらは ぇづでづのぢちふづひ 微分作用素を主要項とする二階微分方程式である．一方〬

〨β〩 は 〲N 個の一階微分方程式のグループである．ステップ 〱 では，微分方程式系の方程式の間にヒエラ

ルキーを見出し，〨α〩 の方程式を帰納的に解く方法を見つけ，微分方程式系の解を構成する 〲N 〫 〱 個の

多項式を〬 〲N 〫 〱 個の定数を除いて決定することを証明する．具体的に，これらは二つの ぇづでづのぢちふづひ 多

項式の積の有限和で書けることが証明できる．ここで，一つの多項式 〨図 〱 の f0〩 だけは〲通りの表示をも

つことに注意する．図 〱 では N 〽 〳 の場合にこのヒエラルキーが描かれている．赤い矢印は 〨α〩 の方程

式を解き，多項式 f±j を得る順番を表し，青い線は 〨β〩 の方程式がどの多項式を関連させるかを表す．

ステップ 〲 では，ステップ 〱 で得られた多項式が 〨β〩 の方程式を満たすことを確める．これは，多項式

に現れる 〲N 〫 〱 個の定数が 〲N 個の一次方程式を満たすことと同値であり，これを ぇづでづのぢちふづひ 多項式

の間の三項関係式を用いて証明する．最後に，ステップ 〳 では，ステップ 〱 で得られた一つの多項式に対

する二つの式が一致することを確める．

ステップ 〱 は一般の N ∈ N に対して証明することができるが，ステップ 〲 以降は N 〽 〱, 〲, 〳 の場合

に限って証明する．ステップ 〲 は微分方程式系の解決において一番複雑な部分で，現時点では N ≥ 〴 の

場合にはまだ証明が見つかっていない．なお，ステップ 〲 を完成させたという仮説のもとでステップ 〳 を

証明することはできるので，この仮説を認めれば一般の N ∈ N に対して問題 ぁ〬 あ を解決することができ

る．具体的に，DN,m
λ,ν の存在条件 〨ごとづはひづね 〱〮〲 〨どどど〩〩 および，DN,m

λ,ν の具体的な形（本論文の〨〱〮〸〩ほ〨〱〮〹〩）

が N 〽 〱, 〲, 〳 だけではなく，一般の N ∈ N の場合に成り立つことが予想できる．

〳



図 1 微分方程式 (α) (赤) と (β) (青) との間のヒエラルキー (N = 3 の場合)
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