
曲面上の�進層の特性サイクルとオイラー数

大阪大学集中講義 2014.5.12–16

エタール・コホモロジーは，Weil予想の解決を動機としてGrothendieckによっ
て導入されたが，正標数の多様体上の �進層の暴分岐と複素多様体上のD加群の
不確定特異点のあいだには強い類似が観察されている．D加群の超局所解析では
余接束上に特性サイクルが定義されることから，�進層にも余接束上に特性サイ
クルが定義されることが期待される．
kを標数 p > 0の代数閉体とし，X を k上スムーズな d次元の代数多様体とす

る．�を pと異なる素数とする．特性サイクルの加法性より，Xの開部分スキー
ム U 上のスムーズな �進層F の零延長 j!F の場合が基本的である．
特性サイクルChar j!Fは，余接束T ∗Xの d次元錐的サイクルとして定義され，

次の性質 1.と 2.をみたすことが期待される．

1. オイラー数：Xが固有的なら，オイラー数χc(U,F) =
∑2d

q=0(−1)q dimHq
c (U,F)

は特性サイクルと零切断の交点数

χc(U,F) = (Char j!F , T ∗
XX)T ∗X (0.1)

と等しい．
2. 消失輪体：uをXの閉点とし，スムーズな代数曲線への射 f : X → Cによ

る像を v = f(u)とおく．vで 0でないC上の微分形式のひきもどしが定める余接
束の切断 df : X → T ∗X と特性サイクル Char j!F の共通部分が uのファイバー
T ∗

uX ⊂ T ∗Xの近傍で孤立点であるとき，uは j!F に関して f : X → Cの孤立特
性点であるという．
uが j!F に関して f : X → Cの孤立特性点ならば，消失輪体の全次元の交代和

も特性サイクルとの交点数

−dimtotvφu(j!F , f) = (Char j!F , df)T ∗X,u (0.2)

として表せる． �

孤立特性点しかもたないような f : X → C はたくさんあるので，(0.2)は特性
サイクルChar j!F を特徴づける条件である．
特性サイクルについては次のことが既知である．
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例 0.1 1. 馴分岐の場合：U がXの単純正規交叉因子Dの補開部分スキームで，
F はDにそって馴分岐であるとする．Dの既約成分をD1, . . . , Dm とし，添字
1, . . . , mの集合 I に対しXI =

⋂
i∈I Diとおき T ∗

XI
Xを余法束とすると，

Char j!F = (−1)drank F
∑

I⊂{1,... ,m}
[T ∗

XI
X] (0.3)

である．この場合 (0.1)は以前から知られていたことであり，(0.2)はEnlin Yang

氏が確認中である．
2. 曲線の場合：dimX = 1なら，

Char j!F = −
(
rank F · [T ∗

XX] +
∑
x∈D

dimtotxF · [T ∗
xX]

)
(0.4)

である．この場合 (0.1)はGrothendieck-Ogg-Shararevichの公式であり，(0.2)は
スワン導手の誘導公式である． �

Xが曲面のときに次のことが示せる．

定理 0.2 Xを k上のスムーズな曲面とすると，特性サイクルChar j!F が余接束
上のサイクルとして定義され，(0.1)と (0.2)がなりたつ． �

特性サイクルの定義と定理 0.2の証明の方針を簡単に紹介する．Char j!Fをそ
の台のXへの像の余次元が 0, 1, 2の成分の和にわけて考える．
余次元が 0の成分は零切断 T ∗

XXの rank F 倍である．
余次元 1の成分は境界D = X U の余次元 1の既約成分Diの有限被覆D(χ)

上への余接束のひきもどしT ∗X×X D(χ)の部分直線束L(χ)の像の線形結合であ
る．ここに現れる直線束やその係数は 1節で解説する分岐理論による分岐群の次
数商と微分形式の結びつきを使って 2.1節で定義する．
余次元 2の成分は残った有限個の閉点 x ∈ Xのファイバー T ∗

xXの線形結合で
ある．この係数は j!F のラドン変換の xの双対超平面にそった分岐をこれも 1節
で解説する分岐理論で定義される不変量を使って 2.4節で定義する．
特性サイクルが (0.2)をみたすことは，隣接輪体の全次元が曲線への射を少し変

形しても変わらないという安定性の帰結である．この安定性はDeligne-Laumon

の Swan導手の半連続性からみちびく．
(0.1)をみたすことは，分岐理論によって定義される余次元 1の成分の係数が

ラドン変換を使って定義されるものと等しいことを (0.2)と Grothendieck-Ogg-

Shafarevich公式を 2回使って示し，さらにそれを使って証明する．
以下 1節で分岐理論を概説し，2節で特性サイクルの定義を解説する．定理 0.2

の証明は省略する．
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1 分岐群と微分形式
剰余体が完全とは限らない局所体のガロワ群に上つき分岐群のフィルトレイショ

ンを定義し，その次数商を微分形式と結びつける．

1.1 局所体の分岐群

局所体のガロワ拡大の分岐群を幾何的な方法で定義する．
ここでは，完備離散付値体を局所体とよぶ．離散付値 ordK : K → Z ∪ {∞}

が定義されている体K を離散付値体といい，その離散付値に関して完備なとき
に完備離散付値体という．離散付値体K の付値環 {x ∈ K | ordKx � 0}をOK

で表し，剰余体OK/mK を F で表す．F の標数を p � 0とする．極大イデアル
mK = {x ∈ K | ordKx > 0}の生成元を素元とよぶ．

例 1.1 局所体の例：Qp, k((T )).

Kが局所体で πが素元のとき，OK [T1, . . . , Tn] の (π)での局所化の完備化の分
数体 Frac OK [T1, . . . , Tn]∧(π). K = k((T ))のとき，これはK(T1, . . . , Tn)((T )). �

LをKの有限次分離拡大とすると，OKの整閉包OLは完備離散付値環．OLの
剰余体EのF 上の拡大次数を剰余次数とよび f で表す．OL⊗OK

F の長さを分岐
指数とよび eで表す．[L : K] = ef である．Eが F の分離拡大で e = 1のとき L

はKの不分岐拡大であるといい，Eが F の分離拡大で F の標数 pが eをわりき
らないとき LはKの馴分岐拡大であるという．
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LをKの有限次ガロワ拡大としG = Gal(L/K)をガロワ群とする．Gの分岐
群のフィルトレイションを定義する．まず，重要ではないが定義の簡単な下つき
分岐群を定義する．自然数 i � 0に対し

Gi = Ker(G→ Aut(OL/m
i
L))

とおく．G = G0である．

G1 = I = Ker(G→ Aut(E))

を惰性群という．Esep を E 内での F の分離閉包とすると標準同形 G0/G1 →
Gal(Esep/F )が定まる．

P = Ker(G1 → AutE(mL/m
2
L) = E×) ⊃ G2

を暴分岐群という．G1/P は位数が pでわれない巡回群である．p > 0なら P は
p群であり，p = 0なら P = 1である．部分群G ⊃ I ⊃ P ⊃ 1に対応する中間体
K ⊂ Lur ⊂ Ltr ⊂ L がそれぞれ最大不分岐拡大と最大馴分岐拡大である．
上つき分岐群を定義するため，下つき分岐群の定義を幾何的にいいかえる．OL

の生成系と関係式の生成系をとりOK 上の環の同形

OK [X]/(f) = OK [X1, . . . , Xn]/(f1, . . . , fn)→ OL (1.1)

を定める．ここで生成系の元の個数と関係式の個数を等しくとれることが重要で
ある．多項式系 f = (f1, . . . , fn)は n次元多重円板の射

f : Dn → Dn; x 	→ f(x)

を定める．ガロワ群MorOK
(OK [X]/(f),OK̄) = Gを原点の逆像 f−1(0) = {x ∈

On
K̄
| f(x) = 0} と同一視する．このとき，下つき分岐群 Gi は定義域の原点

1 ∈ G = f−1(0) ⊂ Dnの近傍 Dn(|πL|i, 1)と Gの共通部分である：Gi = G ∩
Dn(|πL|i, 1)．
有理数 r > 0に対し，上つき分岐群 Gr ⊂ Gを行き先の原点 0 ∈ Dnの近傍

Dn(|πK |r,０)の逆像の 1を含む連結成分 (f−1Dn(|πK |r,０))◦と Gの共通部分と
して定義する：Gr = G ∩ (f−1Dn(|πK |r,０))◦．

例 1.2 Newton polygonとHerbrand関数．OLがOK上 1つの元で生成されると
し，OK 上の同形OK [X]/(f) → OLをとる．f =

∏n
j=1(X − αj)とし，1 ∈ Gを

αn ∈ {α1, . . . , αn}と同一視すれば，Gi = {αj | ordL(αj − αn) � i}である．
f(Y + αn) = g(Y ) =

∑n−1
k=0 akY

n−kとおく．[0, n− 1]で定義された凸関数でグ
ラフが

(0, 0) = (0, ordKa0), . . . , (n− 1, ordKan−1) = (n− 1,

n−1∑
j=1

ordK(αj − αn))
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より下にあるもののうちで最大のもののグラフをNewton polygonとよぶ．New-

ton polygonの頂点 (k, tk)の座標 tkは ordL(αi−αn)のうち小さい方から k個の和
であり，[k− 1, k]での傾き skは ordL(αi−αn)のうち小さい方から k番めである．

ordKg(y) � min
k

(
ordKak +

n− k
e

ordLy

)

であり，うちけしあいがおこらなければ等号である．よって，sk < s < sk+1で
の傾きが n−k

e
で ϕ(0) = 0である上に凸な折れ線連続関数としてHerbrand関数

r = ϕ(s)を定めると，Gr = Gsである． �

例1.2の場合をのぞき，一般には下つき分岐群と上つき分岐群の間に関係はない．
有理数 r � 0に対しGr+ =

⋃
s>r G

s ⊂ Grとおく．Gr = 1のとき拡大 L/K の
分岐は r以下であるといい，Gr+ = 1のとき拡大L/Kの分岐は r+以下であると
いう．G1 = I ⊃ G1+ = P だから，L/Kの分岐が 1以下とはLが不分岐というこ
とであり，L/Kの分岐は 1+以下とはLが馴分岐ということである．

1.2 分岐群とブローアップ

半径を縮める操作をブローアップと解釈し，スキームのことばで分岐群の定義
を書きなおす．
S = Spec OK とおき，P = An

S = Spec OK [X1, . . . , Xn], Q = An
S とする．S

上の射 f : Q → P を多項式系 f = (f1, . . . , fn)で定める．T = Spec OLとおき
S → P を零切断とすれば，S上のスキームのカルテシアン図式

Q ←−−− T

f

⏐⏐� ⏐⏐�
P ←−−− S

(1.2)

が得られる．Dn = P (OK̄)である．
話を簡単にするため，r � 1は自然数であるとする．S ⊂ P の閉部分スキー

ム Sr = Spec OK/m
r
K での P のブローアップ P ′ → P から閉ファイバーのプロ

パー・トランスフォームをのぞいたもの Spec OK

[
X1

πr
, . . . ,

Xn

πr

]
を P (r)で表す．

Dn(|πK |r, 0) ⊂ Dnは P (r)(OK̄) ⊂ P (OK̄)である．
図式 (1.2)でP をP (r)でおきかえ，S̄ = Spec OK̄ にベース・チェンジしさらに

整閉包をとって可換図式

Q
(r)

S̄
←−−− T̄

f

⏐⏐� ⏐⏐�
P

(r)

S̄
←−−− S̄

(1.3)
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を構成する．reduced fiber theorem（Grauert-Remmertの有限性定理）より，幾
何的閉ファイバーQ

(r)

S̄
×S̄ Spec F̄ は被約である．

T̄ を無縁和
∐

G S̄ と同一視しその幾何的閉ファイバーもGと同一視すると，T̄
は写像 G → Q

(r)

S̄
×S̄ Spec F̄ を定める．分岐群 Gr ⊂ Gは幾何的閉ファイバー

Q
(r)

S̄
×S̄ Spec F̄ での像が 1の像と同じ連結成分に含まれるもの全体のなす部分群

である．

命題 1.3 Lを局所体Kの有限次拡大とし，r > 0を自然数とする．

Q
(r)

S̄
×S̄ Spec F̄ → P

(r)

S̄
×S̄ Spec F̄ (1.4)

を (1.3)がひきおこす有限射とする．
1. 次の条件 (1)と (2)は同値である．
(1) L/Kの分岐は r以下である．
(2) 有限射 (1.4)は自明な被覆の無縁和である．
2. 次の条件 (1)と (2)は同値である．
(1) L/Kの分岐は r+以下である．
(2) 有限射 (1.4)はエタールである． �

［証明］1.は定義より明らかである．2.はザリスキ・永田の純性定理からしたが
う．

1.3 余接束

整数環の生成元と関係式による表示から得られた図式 (1.2)の構成を積の中の
対角を使った構成でおきかえて，分岐群の定義と余接束をむすびつける．
kを標数 p > 0の代数閉体とし，X を k上スムーズなスキームとする．Dを

k上スムーズなX の既約因子とし，ξをDの生成点とする．K を ξでの局所体
Frac ÔX,ξとする．U = X Dとし，V → U を有限エタールなガロワ被覆とし，
Gをそのガロワ群とする．
Y を V でのXの整閉包とし，Y も k上スムーズで V が Y の k上スムーズな既

約因子E の補開部分スキームであるとし，LをEの生成点での局所体とする．こ
のとき図式 (1.2)を

Y ×k S ←−−− T⏐⏐� ⏐⏐�
X ×k S ←−−− S

(1.5)

でおきかえても，同じ分岐群のフィルトレイション (Gr)r>0が定義される．図式
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(1.5)はカルテシアン図式
V ×k U ⊂ Y ×k X ←−−− Y⏐⏐� ⏐⏐� ⏐⏐�
U ×k U ⊂ X ×k X ←−−− X

(1.6)

の右の四角を第 2射影に関して S → Xでベース・チェンジして得られる．
以下 r > 0は自然数であるとし，R = rDをX のカルティエ因子と考え，積

X ×X を対角内のR ⊂ XでブローアップからX ×D ∪D ×Xのプロパー・ト
ランスフォームをのぞいたものを P (R)とする．P (R)を第 2射影に関して S → X

でベース・チェンジすると P (r)が得られる．
余接束 T ∗X = V(Ω1

X/k)は対角X ⊂ X ×Xの余法束 T ∗
X(X ×X)として定義さ

れるから，余法束T ∗
XP

(R)はそれをRにともなう直線束でひねったものT ∗X(R) =

V(Ω1
X/k(R))である．P (R)はU ×Uを開部分スキームとして含み，その補集合は

D上のベクトル束 TX(−R)×X Dである．

1.4 ガロワ被覆の分岐と亜群

X ×Xの対称性を使うため，図式 (1.6)の右上の V ×Uを (V ×V )/ΔGでおき
かえると亜群の構造が現れる．
r > 1を自然数とし，U × U の有限エタール被覆 (V × V )/ΔG → U × U で

の P (R) ⊃ U × U の整閉包をQ(R)とする．対角射 U → U × U とそのもちあげ
U = V/G → (V × V )/ΔG はそれぞれ整閉包X → P (R)とX → Q(R)に延長さ
れ，可換図式

Q(R)

��

�� (V × V )/ΔG

��
X

����������
�� P (R) �� U × U

(1.7)

が得られる．

命題 1.4 次の条件 (1)と (2)は同値である．
(1) L/Kの分岐は r+以下である．
(2) (1.7)の射Q(R) → P (R)はD ⊂ Xの生成点 ξのQ(R)での像の近傍でエター

ルである． �

［証明］V × U も (V × V )/ΔGも第 2射影に関して V → U でベース・チェン
ジすると V × V になるので，命題 1.3.2と次の補題からしたがう．

補題 1.5 正規ネータースキームの可換図式

Q

��

V��

��
X

����������
�� P U,��

Q′

��

V ′��

��
X ′

����������
�� P ′ U ′��
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とその間の準有限な射を考える．四角はカルテシアンであり，射→は閉うめこ
みであり，射←は開うめこみであり，P ′ ← U ′ ← V ′は P ← U ← V のベース・
チェンジであるとする．V → U は有限エタール射であり，Qは V での P の整閉
包，Q′は V ′での P ′の整閉包であるとする　
Q→ P がX → Qの像でエタールならばQ′ → P ′もX ′ → Q′の像でエタール

である．逆にQ′ → P ′がX ′ → Q′の像でエタールで下の３条件がみたされれば，
Q→ P もX → Qの像でエタールである．

(1) X ′ → Xは全射である．
(2) 次の図式はカルテシアンである：

X ′ ∩ U ′ −−−→ U ′⏐⏐� ⏐⏐�
X ∩ U −−−→ U

(3) X ∩ U はXで密である． �

U × U は射影 pr1, pr2 : U × U → U と μ = pr13 : (U × U) ×U (U × U) =

U×U×U → U×Uおよび対角射 δU : U → U×Uといれかえ ιU : U×U → U×U
により亜群スキームの構造をもつ．これは，P (R) ⊃ U × U の亜群スキームの構
造に一意的に延長される．同様に (V × V )/ΔG も亜群スキームの構造をもち，
(V × V )/ΔG→ U × U は亜群スキームの射である．
必要ならXを ξの近傍でおきかえることにより，命題 1.4の同値な条件を強め

て (1.7)の射Q(R) → P (R)はD ⊂ XのQ(R)での像の近傍でエタールであると仮定
する．このとき，エタール被覆 V → UのDに沿った分岐は重複度Rで非退化で
あるという．W (R) ⊂ Q(R)を開部分スキームでQ(R) → P (R) の制限W (R) → P (R)

がエタールとなる最大のものとする．このとき，(V × V )/ΔG の亜群スキームの
構造は，W (R) ⊃ (V × V )/ΔGの亜群スキームの構造に一意的に延長され，

W (R) ←−−− (V × V )/ΔG⏐⏐� ⏐⏐�
P (R) ←−−− U × U

(1.8)

は亜群スキームの可換図式である．
補閉集合 T (R) = P (R) (U × U) をD上のベクトル束 TX(−R) ×X Dと同一

視すると，P (R)の亜群スキームの構造がひきおこす T (R)の群スキームの構造は
ベクトル束 TX(−R)×X Dの加法である．補閉集合E(R) = W (R) (V ×V )/ΔG

は群スキームW (R) ×P (R) T (R)としての構造をもち，E(R) → T (R)はD上の群ス
キームのエタール射である．可換図式 (1.8)の右のたての亜群スキームのエター
ル射 (V × V )/ΔG→ U × U が群スキームのエタール射E(R) → T (R)に退化して
いる．
Dの生成点 ξでの E(R)のファイバーの単位元を含む連結成分を E

(R)◦
ξ ⊂ E

(R)
ξ

で表わす．
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命題 1.6 完全系列

1→ Gr(= Gr/Gr+)→ E
(R)◦
ξ → T

(R)
ξ → 1 (1.9)

がある． �

系 1.7 次の条件 (1)と (2)は同値である．
(1) L/Kの分岐は r以下である．
(2) 群スキームの標準射E(R) → T (R)の ξでのファイバーは自明な被覆である．

�

例 1.8 X = A2 = Spec k[x, y] ⊃ D = (x = 0)とし，U = X D = Spec k[x±1, y]

とする．K をDの生成点での局所体 k(y)((x))とする．r > 1を自然数とする．
x′ = x+ uxr, y′ = y + vxrとおくと

P (R) = Spec k[x, y, u, v, (1 + uxr−1)−1]

⊃ U × U = Spec k[x±1, y, u, v, (1 + uxr−1)−1]

である．

1. p � nとし，V → U を tp − t =
1

xn
で定まるアルティン・シュライアー被覆

とする．(V × V )/ΔG→ U × U は tp − t =
1

x′n
− 1

xn
で定まるアルティン・シュ

ライアー被覆である．r = n+ 1とおくと
1

x′n
− 1

xn
=

1

xn
((1 + uxn)−n − 1)

は P (R) 上正則関数だから Q(R) = W (R) である．右辺は ≡ −nu mod xだから，
E(R) → T (R)は tp − t = −nuで定まるアルティン・シュライアー被覆である．
tp − t =

1

xn
で定まるKのアルティン・シュライアー拡大Lのガロワ群をGと

すると，G = Gn+1, G(n+1)+ = 1である．
2. p | nとし，V → U を tp − t =

y

xn
で定まるアルティン・シュライアー被覆

とする．(V × V )/ΔG→ U × U は tp − t =
y′

x′n
− y

xn
で定まるアルティン・シュ

ライアー被覆である．r = nとおくと

y′

x′n
− y

xn
=

1

xn
y′((1 + uxn−1)−n − 1) + v

は P (R)上正則関数だからQ(R) = W (R) である．右辺は

≡
{
v mod x （p = n = 2以外のとき）

yu2 + v mod x （p = n = 2のとき）

だから，E(R) → T (R)はそれぞれ tp − t = vあるいは t2 − t = yu2 + v で定まるア
ルティン・シュライアー被覆である．
tp − t =

y

xn
で定まるKのアルティン・シュライアー拡大Lのガロワ群をGと

すると，G = Gn, Gn+ = 1である． �
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1.5 分岐群の次数商と微分形式

完全系列 (1.9)をつかって，分岐群と微分形式を結びつける．結びつきの根拠
となるのは次の標準同形である．

補題 1.9 kを標数 p > 0の代数閉体とし，Eを有限次元 k線形空間，Gを有限群
とする．

1. Fをk上のスムーズな連結アファイン群スキームとし，1→ G→ F → E → 1

を拡大とすると，F は可換群スキームであり p倍すると 0である．したがってG

も可換群であり p倍すると 0である．
2. Gは可換であり p倍すると 0であるとする．E∨ = Homk(E,Ga), G

∨ =

Hom(G,Fp)をそれぞれの双対とすると標準単射

G∨ → Ext(E,Fp)  E∨(k) (1.10)

がある． �

(1.10)の右辺で Ext(E,−)は k上のスムーズなアファイン可換群スキームとして
の拡大の群を表わす．(1.10)の同形はベクトル空間の射について関手的である．
E が加法群 Ga で Gが Fp のときが基本的である．この場合には，アルティ

ン・シュライアー系列 0 → Fp → Ga
F−1→ Ga → 0が，Ga の Fp による拡大

AS ∈ Ext(Ga,Fp)を定める．さらに標準単射k → End(Ga)によってExt(Ga,Fp)

を k加群と考えて，(1.10)の同形が得られる．
分岐群の次数商と微分形式を結びつける．

定理 1.10 r > 1を自然数とする．次数商Gr/Gr+ は p倍すると 0になるアーベ
ル群である．F̄ をDの関数体 F = κ(ξ)の代数閉包とすると，標準単射

ch : Hom(Gr/Gr+,Fp)→ Ω1
X/k(R)ξ ⊗OX,ξ

F̄ (1.11)

が定まる． �

［証明］命題 1.6 の完全系列 (1.9)は F̄ 上のスムーズなアファイン群スキーム
の拡大

1→ Gr/Gr+ → E
(R)◦
F̄
→ T

(R)

F̄
→ 1 (1.12)

を定める．(1.12)はExt(T (R), Gr/Gr+)の元を定める．補題 1.9よりGr/Gr+は有
限次元Fp線形空間であり，標準単射

Hom(Gr/Gr+,Fp)→ HomF̄ (T
(R)

F̄
, F̄ ) (1.13)

が定まる．T (R) = TX(−R)×X Dだから，(1.13)の右辺HomF̄ (T
(R)

F̄
, F̄ )は

Ω1
X/k(R)ξ ⊗OX,ξ

F̄ である．
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例 1.11 記号は例 1.8のとおりとする．1.のときは，標準単射 chによる生成元の

像は
−ndx
xn+1

= d
1

xn
である．2.のときは，p = n = 2でなければ chによる生成元

の像は
dy

xn
= d

y

xn
である．p = n = 2のときは

√
ydx+ dy

x2
である． �

r > 1が整数でない有理数のときも標準同形 (1.11)は右辺を次のように修正し
て定義される．局所体K = Frac ÔX,ξの分離閉包KsepにKの正規離散付値 ordK

を延長し，Ksepの単項分数イデアルを m
�r
Ksep

= {x ∈ Ksep | ordKx � r}で定め
る．Ksepの剰余体 F̄ はDの関数体 F の代数閉包である．1次元 F̄ 線形空間を
L(−r) = m

�r
Ksep
⊗OKsep

F̄ で定めると，標準単射

ch : Hom(Gr/Gr+,Fp)→ HomF̄ (L(−r),Ω1
X/k,ξ ⊗OX,ξ

F̄ ) (1.14)

が定義される．

2 特性サイクルの構成

2.1 余次元1の成分

前節で構成した分岐群の次数商と微分形式の結びつきをつかって �進層の特性
サイクルの余次元 1の成分を定義する．
kを標数 p > 0の代数閉体とし，X を k上のスムーズな代数多様体，X のス

ムーズな因子Dの補開部分スキームをUとする．�を pと異なる素数とし，Fを
U 上のスムーズな �進層または U 上の局所定数 F̄�層とする．スムーズな �進層
F の特性サイクルはF を法 �還元して得られる局所定数 F̄�層の特性サイクルと
して定義するので，はじめから局所定数 F̄�層を考えることにする．

1.4, 1.5節の状況でXをDの生成点の近傍に縮めると，ガロワ被覆 V → U の
分岐がDにそって非退化という条件がみたされる．このとき，定理 1.10の標準
単射 ch(1.11)とその一般化 (1.14) の右辺をDに広げることができることに注意
する．
xを U の閉点とすると，xは U 上の有限エタール・スキームのなすガロワ圏

(FEt/U) のファイバー関手 V 	→ V (x)を定め，その自己同形群として基本群
π1(U, x)が定まり，(FEt/U) と射影有限群 π1(U, x)が連続に作用する有限集合の
なす圏の間に圏の同値が定まる．Uの連結なエタール・ガロワ被覆V とπ1(U, x)の
開正規部分群Nの間には自然な 1対 1対応があり，同形 π1(U, x)/N → Gal(V/U)

が定まる．
U 上のスムーズな �進層のなす圏は π1(U, x)の �進表現のなす圏と同値であり，

U 上の局所定数 F̄�層のなす圏は π1(U, x)の連続な F̄�上の表現のなす圏と同値で
ある．U上の局所定数 F̄�層F とUの連結なエタール・ガロワ被覆 V に対し，F
の V へのひきもどしが定数層であることは，Fに対応する π1(U, x)の連続表現を
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M とし V に対応する開部分群をN とすると，M へN が自明に作用することと
同値である．
ξをDの生成点とし，K を局所体 Frac ÔX,ξとする．η̄ → U をKの分離閉包

Ksepが定める幾何的点とすると，局所定数 F̄�層Fの η̄でのストークM = Fη̄ は
K の絶対ガロワ群 GK = Gal(Ksep/K)の連続 F̄�表現を定める．GK のM への
作用がKの有限次ガロワ拡大 Lのガロワ群G = Gal(L/K)の作用から定まると
する．
暴分岐群G1+の位数は p巾で �と素だから，Gの作用で安定なM の直和分解

M =
⊕
r�1

M (r) (2.1)

で任意の有理数 r � 1に対しGr+不変部分がMGr+
=

⊕
s�r M

(s) をみたすもの
がただ 1つ定まる．これをM の傾き分解という．

dimtotξM =
∑
r�1

r · dimM (r) (2.2)

をMの全次元という．r > 1なら定理 1.10より次数商Gr/Gr+は位数が �と素な
アーベル群だから，指標による分解

M (r) =
⊕

χ : Gr/Gr+→F̄×
� , 
=1

χ⊕n(χ) (2.3)

が定まる．
F̄×

� の 1の原始 p乗根をとり指標 χ : Gr/Gr+ → F̄×
� を Hom(Gr/Gr+,Fp)の元

と考えると，χが非自明ならその標準単射 (1.14)による像 ch(χ)が定める単射
L(−r)→ Ω1

X/k,ξ ⊗OX,ξ
F̄ の像はΩ1

X/k,ξ ⊗OX,ξ
F̄ の 1次元部分空間L(χ)を定める．

Xを ξの近傍でおきかえれば，L(χ)は余接束 T ∗XのDの有限次被覆D(χ)上へ
のひきもどし T ∗X ×X D(χ)の部分直線束を定める．以下，これもL(χ)で表わす
ことにする．
j : U → Xで開うめこみを表わし，特性サイクル Char j!F のD上に台をもつ

成分を

Char(D)j!F = dimM (1) · [T ∗
DX] +

∑
r>1

r
∑

χ

n(χ) · πχ∗[L(χ)]

[D(χ) : D]
(2.4)

で定める．ここで T ∗
DX は D ⊂ X の余法束であり，分母 [D(χ) : D] は被覆

πχ : D(χ)→ Dの次数である．
X の次元が dでD1, . . . , DmがX U の d − 1次元の既約成分のときは，j!F

の特性サイクルの台のXへの像の余次元が 1以下の部分を

Char(codim�1)j!F = (−1)d
(
rank F · [T ∗

XX] +

m∑
i=1

Char(Di)j!F
)

(2.5)

で定義する．ここで T ∗
XXは余接束 T ∗Xの零切断を表わす．
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例 2.1 記号は例 1.8, 1.11のとおりとする．1.のときは，

Char j!F = [T ∗
XX] + (n+ 1) · [T ∗

DX]

である．このときはChar j!F はラグランジアンである．2.のときは，

Char j!F = [T ∗
XX] +

{
n · 〈dy〉D p = n = 2でないとき

2 · 〈√ydx+ dy〉D p = n = 2のとき

である．p = n = 2でないときはChar j!Fはラグランジアンではない．p = n = 2

のときはChar j!F はラグランジアンになる． �

2.2 曲線の場合

X をスムーズな代数曲線とし，U = X Dを有限個の閉点からなる閉部分ス
キームDの補開部分スキームとする．x ∈ Dとし，M = Fη̄を U 上の局所定数
F̄�層が定める局所体Kxの F̄�表現とし，M =

⊕
r�1M

(r) を (2.1)で定めた傾き
分解とする．このとき，

SwxF = dimtotxF − rank F =
∑
r�1

(r − 1) · dimM (r) (2.6)

を F の xでのスワン導手とよぶ．SwxF � 0であり，等号は暴分岐群 P = G1+

がM に自明に作用することと同値である．ハセ・アルフの定理より，スワン導
手 SwxF したがって全次元 dimtotxF は整数である．
X が曲線の場合は直線 L(χ)はファイバー T ∗X ×X x = T ∗

xX と一致し，(2.4)

で定めた余次元 1の成分は dimtotxF · [T ∗
xX]である．よって，特性サイクルは

Char j!F = −
(
rank F · [T ∗

XX] +
∑
x∈D

dimtotxF · [T ∗
xX]

)
(2.7)

で定義される．
X が射影的なら，オイラー数についてGrothendieck-Ogg-Shafarevichの

公式

χc(U,F) = (Char j!F , T ∗
XX)T ∗X (2.8)

がなりたつ [1]．

2.3 曲線への制限と局所非輪状性

非特性的な射に対しては，曲線へのひきもどしの特性サイクルや，曲線への射
に関する消失輪体は，特性サイクルで統制される．
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Cを k上スムーズな代数曲線とし，i : C → Xを閉うめこみとする．像 i(C)は
Dに含まれずしたがって逆像 i−1(D)は有限個の閉点からなるとする．x ∈ C ∩D
とし，特性サイクルChar j!F の xでのファイバー (Char j!F) ∩ T ∗

xXと標準全射
の核Ker(i∗ : T ∗

xX → T ∗
xC) との共通部分が 0だけからなるとき，i : C → Xは x

で j!Fに関して非特性的であるという．i−1(D)のすべての点で非特性的であると
き，i : C → Xは非特性的であるという．
i : C → Xが非特性的であるとき，特性サイクルのひきもどし i∗(Char j!F)を

交点積 (Char j!F , T ∗X ×X C)T ∗X の全射 i∗ : T ∗X ×X C → T ∗C による像として
定義する．前節の構成の関手性より，非特性的なうめこみによるひきもどしと特
性サイクルの構成の整合性がしたがう．

命題 2.2 閉うめこみ i : C → X が j!F に関して非特性的であるとする．FC を i

の制限 U ∩ C → U によるひきもどしとし，jC : U ∩ C → C を開うめこみとす
ると，

Char jC!FC = (−1)d−1i∗(Char j!F) (2.9)

がなりたつ． �

非特性的なうめこみはたくさんあるので，命題 2.2によって特性サイクルの余
次元� 1の成分は特徴づけられる．
f : X → Cを k上スムーズな代数曲線への射とし，v ∈ Cを閉点とする．Cv =

Spec Oh
C,vをCの vでの強局所化とし，j̄v : η̄v → CvをOh

C,vの分数体の分離閉包
が定める幾何的点とする．iv : Xv = f−1(v)→ X ×C Cv を閉うめこみとし，記号
を流用し j̄vのベース・チェンジも j̄v : Xη̄v → X ×C Cvで表わす．X上のエター
ル層Fに対し，隣接輪体の複体ψv(F , f)は i∗vRj̄vFで定義される．Cのすべての
閉点 vに対して標準射F|Xv → ψv(F , f) が同形であるとき，f : X → C はF に
関して局所非輪状であるという．
特性サイクルChar j!Fの df : T ∗C×C X → T ∗X による逆像が零切断に含まれ

るとき，f : X → Cは j!F に関して非特性的であるという．

命題 2.3 k上のスムーズな曲線へのスムーズな射 f : X → Cが j!Fに関して非特
性的であるとする．このとき，f : X → Cは j!F に関して局所非輪状である．�

命題 2.3はXが曲面の場合に帰着させて証明する．Xが曲面の場合には，Cの
すべての閉点 v ∈ C に対しファイバーの閉うめこみXv → X が j!F に関して非
特性的となるので，曲線への制限についての命題 2.2とDeligneと Laumonによ
る局所非輪状性 [2] よりしたがう．

14



2.4 Radon変換

特性サイクルの閉点でのファイバーの係数を，ラドン変換の双対超平面にそっ
た分岐の不変量として定義する．
Xを射影的でスムーズな代数多様体とし，LをX上の強アンプルな可逆層とす

る．P = P(E∨) = {Eの超平面 }をE = Γ(X,L)の双対にともなう射影空間とし，
X → PをLが定める閉うめこみとする．P∨ = {Pの超平面 }をPの双対射影空
間とし，普遍超平面H = {(x,H) ∈ P×P∨ | x ∈ H}を標準単射Ω1

P → E⊗O(−1)

により，余接束 T ∗PにともなうP上の射影空間束P(T ∗P) と同一視する．
X ⊂ Pの逆像X ×P H は普遍超平面切断 {(x,H) ∈ X ×P∨ | x ∈ H}であり，

X上の射影空間束P(X ×P T
∗P)である．X上のエタール層Fに対しそのラドン

変換は射影
X ×P H

p−−−→ H

q

⏐⏐�
X

により，
RLF = Rq∗p∗F

として定義される．
以下X は射影的でスムーズな代数曲面とし，j : U → X,F なども前節のとお

りとする．Dの閉点の有限集合Σを，F のDにそった分岐がΣの外では非退化
となるようにとる．j!Fの特異台 SS(j!F) ⊂ T ∗Xを，Char(codim�1)j!F の台の閉
包と，

⋃
x∈Σ T

∗
xXの合併とする．

SS(j!F)の既約成分は 2次元で T ∗X の錐的な部分多様体である．SS(j!F)の
既約成分 T に対し，その標準全射 X ×P T ∗P → T ∗X による逆像の射影化を
P (T ) ⊂ H = P(X ×P T

∗P) で表わす．dimP (T ) = dimP∨ − 1である．

補題 2.4 LをX上の強アンプルな可逆層とする．
1. Lが次の条件 (L)をみたすとする．
(L)：Xの任意の相異なる 2点 u, vに対し標準写像

E = Γ(X,L)→ Lu/m
2
uLu ⊕Lv/m

2
vLv (2.10)

は全射である．
このとき，SS(j!F)の既約成分 T に対し，P (T )の像 p(P (T ))の余次元が 2以上
であるか P (T )→ p(P (T ))の関数体の拡大は純非分離である．さらに T と T ′が
相異なる既約成分でP (T )→ p(P (T ))とP (T )→ p(P (T ))の関数体の拡大が有限
次ならば p(P (T )) �= p(P (T ′))である．

2. Lを十分大きい巾L⊗n で置き換えれば，上の条件 (L)はみたされる． �

命題 2.5 X上の強アンプルな可逆層Lが補題 2.4の条件 (L)をみたすとする．こ
のとき，ラドン変換RLj!Fの分岐因子⊂ P∨の既約成分は，SS(j!F)の既約成分
T の逆像の射影化の像 p(P (T ))に限る． �
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証明は命題 2.3と同様でDeligne-Laumonの局所非輪状性からしたがう．
x ∈ Σの双対超平面 Hx = {H ∈ P∨ | x ∈ H} ⊂ P∨ の生成点を ξx とし，

aξx(RLj!F) = dimtotξx(RLj!F)− dim(RLj!F)ξ̄x
とおく．特性サイクルChar j!F

のファイバー T ∗
xXの係数を−aξx(RLj!F)として定義する．

3 未解決問題
1. 関手性．固有射による順像．一般の射によるひきもどし．
2. 高次元化．3次元以上での定義．
3. 特性類との関係．
4. Swan類との関係．
5. 整数性，有界性．Hasse-Arfの定理の高次元化．純非分離次数の上限．
6. 具体例の計算．非アーベルな場合．
7. 混標数．
...
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surface, Astérisque 101-102 (1983), 193-207.

[4] J.-P. Serre, Corps Locaux, Hermann, Paris.

[5] T. Saito, Wild ramification and the cotangent bundle, arXiv:1301.4632

[6] ——, Characteristic cycle and the Euler number of a constructible sheaf on

a surface, arXiv:1402.5720

16


