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1 はじめに
昨年，日本大学の渡辺敬一先生と共著で雑誌『数学』に F 特異点の解説記事 [17]

を書かせて頂いたが1，紙面の都合上，限られた話題にしか触れることができなかっ
た．そこでこの小文では，[17]で触れることのできなかった話題を幾つか取り上げ
る．説明の都合上，[17]と重複する部分もあるが，ご寛恕頂きたい．
以下，環と言えば常に単位元を持つ可換ネーター環を意味するものとする．

2 F純・強F正則環
F 特異点と呼ばれる特異点のクラスは，強F 正則環，弱 F 正則環，F 有理環，F

純環，F 単射環，F 冪零環，有限 F 表現型の環など多岐にわたるが，この小文では
主にF 純環と強F 正則環を扱う（最後の節で有限F 表現型の環についても触れる）．
Rを素数標数pの環とし，簡単のためRは整域であると仮定する．このとき，Q(R)

をRの商体Q(R)の代数閉包とし，R1/pe := {x ∈ Q(R) | xpe ∈ R}とおく．環同型
R1/pe ∼= R x 7→ xpeにより，Rの e回 Frobenius写像

F e : R → R r 7→ rp
e

を包含写像R ↪→ R1/pe と同一視する．F eはR準同型ではないが，R ↪→ R1/pe はR

準同型であることに注意する．R ↪→ R1/pによってR1/pをR加群と見る．R1/pが有
限生成R加群であるとき，RはF 有限 (F -finite)であると言う．例えば，標数 p > 0

の完全体上本質的有限生成な環，剰余体が完全体であるような素数標数の完備局所
環などは F 有限である．F 有限ならば優秀環であることが知られている ([7])．
まず F 純環・強 F 正則環の定義を復習する．

定義 2.1. Rを標数 p > 0の F 有限な整域とする．

∗E-mail: stakagi@ms.u-tokyo.ac.jp
1日本語版 [17] の誤植を英語版 [18]で修正したので，そちらも合わせてご覧頂きたい．
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(i) R ↪→ R1/pがR準同型として分裂するとき，つまりR準同型 φ : R1/p → Rが
存在して合成写像R ↪→ R1/p φ−→ Rが恒等写像になるとき，Rは F 純 (F -pure)

環であると言う．

(ii) 任意の非零元 c ∈ Rに対し，ある e ∈ Nが存在して，合成写像

R ↪→ R1/pe ×c1/p
e

−−−−→ R1/pe r 7→ r 7→ c1/p
e

r

がR準同型として分裂するとき，Rは強F 正則 (strongly F -regular) 環である
と言う．

F 有限環について次のような関係がある．

正則 =⇒強 F 正則 =⇒ F 純

F 純環・強F 正則環の例については，[18, Exmaples 3.3, 3.8, 3.16]を参照されたい．

定義 2.2. Rを完全体上本質的有限生成なQ-Gorenstein整閉整域とする．Y が正規
スキームであるような固有双有理射 π : Y → X := SpecRが与えられたとき，X,Y

の標準因子KX , KY を比較する．

KY = f ∗KX +
∑
i

aiEi (ai ∈ Q, Eiは πの例外素因子)

任意の πと任意の iに対し ai > −1 (resp. ai ≥ −1, ai ≥ 0) が成り立つとき，Xは
高々対数的端末特異点 (resp. 対数的標準特異点, 標準特異点) しか持たないと言う．

強 F 正則環は，次の 3つの「証拠」から，対数的端末特異点の正標数における類
似と見なせる．以下，R = k[x1, . . . , xn](x1,...,xn)/(f1, . . . , fr)は完全体 k上本質的有限
生成なQ-Gorenstein整閉整域とする．

(1) (原 [3]) kを標数 p > 5の代数閉体とし，dimR = 2とする．このとき，Rが強
F 正則環であることと，SpecRが高々対数的端末特異点しか持たないことは同
値である．

(2) (原 [5], Smith [14], Mehta-Srinivas [10]) kを標数 0の体とし，Rpを Rの標数
p > 0への還元とする2．このとき，SpecRが高々対数的端末特異点しか持たな
いことと，十分大きい pに対してRpが強 F 正則であることは同値である3．

2正確には，Z上 fi達の係数で生成される kの部分環をAとし，RA = A[x1, . . . , xn]/(f1, . . . , fr)
とおいたとき，自然な射 XA → SpecAの一般の閉ファイバー（の局所化）を X の標数 p > 0への
還元と言う．fiが整数係数の多項式ならば，Rpとして Fp[x1, . . . , xn](x1,...,xn)/(f1, . . . , fr)を考えれ
ば良い．より詳しくは [18, Section 3.3]を参照のこと．

3「十分大きい pに対して Rpが」とは，稠密な開集合 U ⊂ SpecAが存在して U の各閉点のファ
イバーが，という意味である．
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(3) (Blickle-Schwede-Tucker [1]) 次の 2条件は同値である．

(a) 任意の分離的かつ正則な alteration π : Y → X = SpecRに対し4，
Trπ(π∗OY (⌈KY −π∗KX⌉)) = OXが成り立つ．ただし，Trπは πに付随す
る跡写像である5．

(b)

{
SpecRは高々対数的端末特異点しか持たない (kの標数が零の場合)

Rは強 F 正則環である (kの標数が正の場合).

注意 2.3. (3)から (2)は従わない．なぜなら，(3) (a)では全ての分離的かつ正則な
alterationを考える必要があり，標数 0からの還元として得られる alterationを考え
るだけでは不十分である．

F 純環も対数的標準特異点の類似であると見なされているが，強F 正則環と対数
的端末特異点の対応に比べると，「証拠」にやや乏しい6．

(2’) (藤野-高木 [2]) kを標数 0の代数閉体とし，Rを 3次元以下の孤立特異点とす
る．RpをRの標数 p > 0への還元とすると，SpecRが高々対数的標準特異点
しか持たないことと，無限個の pに対してRpがF 純であることは同値である7．

3 F特異点の長所・短所
この節では，F 特異点の長所・短所を列挙する．3.1～3.3は長所，3.4は短所と考

えられる．

3.1 Cohen-Macaulay性
標数 0の対数的端末特異点は必ずCohen-Macaulayであるが，正標数ではCohen-

Macaulayではない対数的端末特異点の例が知られている．実際，[9]で 6次元の非
特異 Fano多様体で小平の消滅定理が成り立たない例が構成されているので，その
affine錐を考えれば，Cohen-Macaulayではない孤立対数的端末特異点が得られる．
その一方で，強 F 正則環については次が成り立つ．

命題 3.1. 強 F 正則環はCohen-Macaulayである．

命題 3.1は通常，密着閉包のコロン捕捉という性質を用いて示されるが，ここで
は Frobenius写像の分裂を用いた証明を与える．

4つまり π : Y → X は，X が正則スキームであるような，分離かつ広義有限な固有全射である．
5跡写像の定義については，例えば，[18, Theorem 3.20]の直前の段落を参照されたい．
6F 純環は対数的標準特異点と類似の性質を満たすことが知られている (詳しくは [18, Section 4]

参照)．そのような「状況証拠」は多くある．
7「無限個の pに対してRpが」とは，閉点からなる稠密な部分集合 U ⊂ SpecAが存在して U の

各閉点のファイバーが，という意味である．
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命題 3.1の証明. (R,m)を標数 p > 0の d次元強 F 正則局所整域とし，RがCohen-

Macaulay環であることを示す．Rは優秀環なので，SpecRの非Cohen-Macaulay集
合W はZariski閉集合であることに注意する．W の生成点で局所化することにより，
m以外の任意の素イデアル p ̸= mに対しRpはCohen-Macaulayであると仮定してよ
い．このとき，任意の i < dに対しH i

m(R)は有限生成R加群なので，任意の i < dに
対し c ·H i

m(R) = 0となる非零元 c ∈ Rがとれる．Rは強F 正則なので，ある e ∈ N
が存在して，R準同型の合成写像R ↪→ R1/pe ×c1/p

e

−−−−→ R1/peは分裂する．よって，こ
の合成写像が誘導する局所コホモロジー加群の間の写像

H i
m(R) → H i

m(R
1/pe)

×c1/p
e

−−−−→ H i
m(R

1/pe)

は単射である．cの定義から任意の i < dに対しH i
m(R

1/pe)
×c1/p

e

−−−−→ H i
m(R

1/pe)は零写
像なので，上の単射性から任意の i < dに対しH i

m(R) = 0が成り立つ．すなわち，
RはCohen-Macaulay環である．

3.2 Bertiniの定理
Bertiniの定理は標数 0の特異点を調べる上で基本的かつ重要な定理の 1つである．

例えば，標数 0の代数閉体上定義された準射影多様体Xが高々標準特異点しか持た
ないとき，Xの一般の超平面切断Hも高々標準特異点しか持たないことが，Bertini

の定理の帰結として示される．
正標数では，一般にBertiniの定理は成り立たないため，同じ命題が成り立つかど

うかは分かっていない，現在のところX が 3次元の場合ですら未解決である8．そ
れに対し，F 特異点については類似の主張が成り立つ．

定理 3.2 (Schwede-Zhang [11]). X を標数 p > 0の代数閉体 k上定義された準射影
多様体とし，H をX の一般の超平面切断とする．X が高々F 純 (resp. 強 F 正則)

特異点しか持たないならば，Hも高々F 純 (resp. 強 F 正則) 特異点しか持たない9．

3.3 taut性
kを代数閉体とし，(R,m, k)を k上本質的有限生成な 2次元正規局所環とする．

π : Y → X = SpecRを極小対数的特異点解消とし，E =
∪

iEiを πの例外集合とす
る．πの定義から，Eは単純正規交叉因子である．このとき，次のようにしてRの
重み付きグラフ ΓRを定義する．

(1) 各Eiにグラフの頂点 viを対応させ，viには 2つの重みE2
i (Eiの自己交点数)

と g(Ei) (曲線Eiの種数) を付す．
(2) 頂点 viと vjをEi ∩ Ej本の辺で結ぶ．
8講演中に説明した 3次元の場合の証明には gapがありました．ここでお詫び致します．
9代数多様体 Z が高々F 純 (resp. 強 F 正則) 特異点しか持たないとは，Z の各局所環が F 純

(resp. 強 F 正則) 環であるという意味である．
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(R,m, k)が tautであるとは，次の条件を満たすときに言う: k上本質的有限生成
な 2次元正規局所環 (S, n, k)の重み付きグラフ ΓSが重み付きグラフとして ΓRと同
型ならば，Rの完備化と Sの完備化は環同型である．

定理 3.3 (Laufer [8]). k = Cのとき，2次元対数的端末特異点は tautである．

一方，正標数では 2次元対数的端末特異点は tautとは限らない．例えば kを標数
2の代数閉体とすると，k[x, y, z]/(x2 + y3 + z5)と k[x, y, z]/(x2 + y3 + z5 + xyz)は
共に (E8)型特異点だが，完備化しても同型にはならない．実は，これらの特異点は
強 F 正則環ではない．強 F 正則環に注目すると次が成り立つ．

定理 3.4 (田中 [19]). kを正標数の代数閉体とするとき，2次元強 F 正則局所環は
tautである．

3.4 正規化
kを標数 2の完全体とし，R = k[x, y, z]/(x2z + y2)とおく．R ∼= k[u, uv, v2] ⊂

k[u, v]より，Rの正規化RNは k[u, v]と同一視できる．このとき，Rの導手イデア
ル c := (R :Q(R) R

N)は uRNである．双有理幾何学の哲学に従うと，

(RN, c)の特異点 = Rの特異点

が成り立って欲しい．
まずF 純環の概念は，環と単項イデアルの対に対して拡張できる．Aを標数 p > 0

の F 有限な整域とし，a = (f) ̸= (0)をAの単項イデアルとしたとき，対 (A, a)が
F 純であるとは， 任意の e ∈ Nに対し，合成写像

A ↪→ A1/pe ×f (pe−1)/pe

−−−−−−−→ A1/pe a 7→ a 7→ f (pe−1)/pea

がA準同型として分裂することと定義する．これが自然な定義であることは，[18,

Section 4]を見て欲しい．この定義を上の状況に当てはめると，対 (RN, c)はF 純だ
が，Rは F 純環ではないことが分かる (証明は [18, Example 4.18]参照). このよう
に，F 特異点は正規化に関して病的な振る舞いをすることがある．

4 漸近的不変量
(R,m)を標数 p > 0の F 有限な d次元局所整域とし，剰余体R/mは完全体であ

ると仮定する．強 F 正則性・F 純性は，R1/peのR加群としての分解を用いて特徴
付けることができる．任意の e ∈ Nに対し，

R1/pe ∼= R⊕ae ⊕Me (ae ∈ Z≥0, MeはR1/peの非自由部分)

をR1/peのR加群としての分解とする．

5



定義 4.1 (Huneke-Leuschke [4]). 上の状況で，Rの F 符号 (F -signature) s(R)を次
のように定義する:

s(R) = lim
e→∞

ae
pde

.

この極限は常に存在するか？という問題は 10年近く未解決であったが，最近Kevin

Tucker [20] によって肯定的に解決された．

s(R)はRの特異性を測る尺度と見なせる．正則性・強 F 正則性は，F 符号 s(R)

を用いて特徴付けられる．

命題 4.2 ([4]). (1) 次の 3条件は同値である．

(a) Rは F 純環である．

(b) ある e ∈ Nが存在して，ae > 0．

(c) 任意の e ∈ Nに対して，ae > 0.

(2) Rが強 F 正則環であることと，s(R) > 0は同値である．

(3) 1 ≥ s(R) ≥ 0であり，Rが正則であることと s(R) = 1は同値である．

R1/peのR加群としての分解を用いて定義される概念としては，有限 F 表現型と
呼ばれる F 特異点のクラスがある．

定義 4.3 (Smith-van den Bergh [15]). (R,m)は標数 p > 0の完全体上定義された次
数付整域か，もしくは剰余体R/mが完全体であるような素数標数 pの完備局所環と
する．Rが有限 F 表現型 (finite F -representation type) であるとは，有限個の有限
生成R加群M1, . . . ,Msが存在して，次の条件を満たすときに言う: 任意の e ∈ Nに
対し，非負整数 b

(e)
1 , . . . , b

(e)
r が存在して，R同型

R1/pe ∼= M
⊕b

(e)
1

1 ⊕ · · · ⊕M⊕b
(e)
r

r

が存在する．このとき各 i = 1, . . . , sに対し，lime→∞ b
(e)
i /pdeが存在し，有理数にな

ることが知られている ([21])．

定義より，有限 F 表現型の環は種々の有限性を満たす．Rが正則局所環ならば，
Kunzの定理よりR1/peは自由R加群なので，特にRは有限 F 表現型である．故に
有限 F 表現型の環は特異点のクラスと見なせるが，lime→∞ b

(e)
i /pdeがどのような意

味を持つ不変量なのかはまだ分かっていない．

例 4.4. kを標数 p > 0の代数閉体とする．
(1) ([15], [6]) S = k[x1, . . . , xd]を k上の多項式環とし，SにGLn(k)の有限部分群

Gが作用しているとする．Gは擬鏡映を持たず，Gの位数は pで割り切れないと仮
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定する．このとき不変式環R := SGは有限F 表現型である．橋本-中嶋 [6] は，この
Rについて定義 4.3の不変量 lime→∞ b

(e)
i /pdeを計算し，

lim
e→∞

b
(e)
i

pde
=

rankRMi

|G|

が成り立つことを証明した．
(2) ([13], [16]) k[s, t, u, v, w, x, y, z]/(su2x2 + sv2y2 + tuxvy + tw2z2)は強 F 正則

環（さらにはUFD）であるが，有限 F 表現型ではない．

一般に，与えられた環が有限 F 表現型かどうか判定することは難しい．kを標数
p > 0の完全体とし，R = k[x, y, z]/(x2 + y3 + z7)とする．p = 2, 3, 7の場合は，渋
田 [12] によってRが有限F 表現型であることが示されている．p ̸= 2, 3, 7の場合は，
Rは有限 F 表現型ではないと予想されているが，現在のところ未解決である．
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