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1 はじめに
2008年秋，日本大学の渡辺敬一先生から，第 54回代数学シンポジウムで可換環
論の歴史について講演をしてほしいと依頼されました．喜んでお引き受けして準備
に取り掛かったものの，著者らの力不足のため，可換環論全般の歴史を 60分講演で
お話することはできないことが判明しました．そこで，ここ 50年間の可換環論にお
いて中心的な研究テーマの 1つであるホモロジカル予想に焦点を絞ってお話させて
いただくことにしました．ここで注意していただきたいのは，あくまで“ 1つ”で
あるということです．「可換環論の発展3ホモロジカル予想」なのであって，「可換環
論の発展＝ホモロジカル予想」では決してないことを強調させていただきます．
講演の機会を与えて下さった渡辺敬一先生をはじめ，世話人の方々に心から感謝
を申し上げます．

2 取り決め
本稿では，環と言えば常に単位元を持つ可換 Noether環を意味するものとする．
また用語の日本語訳は [38] に準じる．

3 ホモロジカル予想とは？
可換環論における研究手法は，大きく分けて 2つの手法がある．1つはイデアル
論的手法，もう 1つはホモロジー代数的手法である．そして，それぞれにおいてさ
まざまな不変量が定義されている．イデアル論的不変量としては，Krull次元，高度
(height)，重複度，解析的広がり (analytic spread)等があり，ホモロジー代数的不変
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量としては，射影次元，入射次元，深度 (depth)，Betti数等がある．イデアル論的
不変量とホモロジー代数的不変量の間の関係を探ること，すなわち両者の間にある
不等式や等式を見出すことは，長らく可換環論における主要な研究の 1つとなって
いる．
さて，Rを局所環とし，それのただ 1つの極大イデアルをmで表す．上で述べた

“関係を探る”例を 1つ挙げる．環RのKrull次元と深度は次で定義される．

dim R = max{ i ∈ Z | Rの素イデアルの列 p0 ( p1 ( · · · ( piが存在 }
depth R = min{ i ∈ Z | Exti

R(R/m, R) 6= 0 }

このように，Krull次元は素イデアルで定義されるためイデアル論的な不変量であ
り，深度はExtで定義されるためホモロジー代数的な不変量であると言える．これ
らは，見た目からするとまったく無関係な量に見えるが，可換環論を主体的に勉強
し始めてすぐに，これらの間には一般に

dim R ≥ depth R

という不等式が成り立つことを学ぶ．そしてほぼ同時に，この不等式が真の不等号
になる例が登場し，一般には等式にならないことを知る．
一般には等号が成立しない不等式があると，等号が成立する状態に名前を付け特
別扱いしたくなるものである．上記の不等式の等号

dim R = depth R

をみたす局所環RをCohen-Macaulay環という．Cohen-Macaulay環は，定義か
らわかるようにKrull次元がホモロジカルに与えられている（Krull次元がExtの消
滅で計れている）環である．定義は至ってシンプルであるが，Cohen-Macaulay環は
局所双対定理をはじめとして実に多くの良い性質を持っている．可換環論に携わる
ほぼすべての研究者が取り扱う環であり，まさしく現代の可換環論の主役と呼べる
環である．
さて，表題にあるホモロジカル予想とは，
局所環上の有限生成加群のKrull次元のホモロジカルな解釈に基づく一
連の予想

である．“一連”という表現からわかるように，単一の予想ではない．著者らが確認
しただけで 20個近く存在する．次節および次々節では，そのうちのいくつかについ
て重点的に述べていく．
次節に進む前に環の標数について復習しておく．局所環 (R, m) の標数は

R の標数 R/m の標数
等標数 0 0 0

等標数 p p p (p は素数)

混標数 (0, p) 0 p (p は素数)

混標数 (pn, p) pn p (p は素数, n ≥ 2)

2



の 4パターンあり，R が等標数であることと R が体を含むことは同値である．また
R が整域ならば，混標数 (pn, p) にはならないことを注意する．

4 ホモロジカル予想 第1幕
この節では，主に 1980年代までのホモロジカル予想について述べる．まず，一連
のホモロジカル予想が生まれるきっかけとなった結果を述べることから始める．

剛性（rigidity）定理. Rを正則局所環とし，M とN を有限生成R加群とする．こ
のとき，もしある整数 nに対して TorR

n (M,N) = 0ならば，任意の整数 i ≥ nに対
してTorR

i (M, N) = 0である．

この定理は，Auslander [1]がRが不分岐正則局所環の場合に証明し，Lichtenbaum

[29]が一般の場合に証明した．なお，Torの双対概念である Extに関する同様の主
張は成立しない．例えば，kを体とし R = k[[x]]を形式的べき級数環とするとき，
Ext0

R(R/xR, R) = 0であるがExt1
R(R/xR, R) 6= 0である．また，剛性定理はMurthy

[30]によって完全交差環に拡張されている．すなわち次のことが成り立つ．Rを余
次元 cの完全交差局所環とし，nを整数，MとNを有限生成R加群とする．このと
き，もし n ≤ i ≤ n + cをみたす任意の整数 iに対してTorR

i (M,N) = 0ならば，任
意の整数 i ≥ nに対してTorR

i (M, N) = 0である．
Auslanderは上記の定理（の不分岐ケース）を示した後，環Rの正則性は加群M

の射影次元 pdR M の有限性にしか使われていないだろう，という予想を立てた．

剛性予想. Rを局所環とし，M とN を有限生成 R加群とする．pdR M < ∞と仮
定する．このとき，もしある整数 nに対して TorR

n (M, N) = 0ならば，任意の整数
i ≥ nに対してTorR

i (M, N) = 0である．

これが最初のホモロジカル予想である．この予想が引き金となって他の一連のホ
モロジカル予想が生まれることになる．
剛性予想は次の場合に成り立つことがわかっている．

(1) Rが正則のとき

(2) n = 0のとき

(3) pdR M ≤ 1のとき

(4) pdR M = 2かつAnnR M 6= 0のとき

(5) M = R/xRのとき（ただし xはR正則列）
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(1)は剛性定理そのものであり，(2),(3),(5)は直接確かめられる．(4)は Peskine–

Szpiro [31]の結果である．
Auslanderは剛性予想を考察する中で次の予想を打ち立てた．2つ目のホモロジカ
ル予想である．

零因子予想. Rを局所環とし，M を射影次元が有限な有限生成R加群とする．この
とき，x ∈ RがM 上の非零因子ならば，R上の非零因子である．

Auslanderは，剛性予想が正しければ零因子予想も正しいことを示した．また，
Peskine–Szpiro は，R が等標数 p > 0 のとき，およびRが体上本質的有限型（つま
りRが体上有限生成な環の素イデアルによる局所化）のときに零因子予想が正しい
ことを示した．剛性予想は特別な場合にしか正しいことがわからなかったが，零因
子予想はこのように広い環のクラスで正しいことがわかったわけである．
一方，次の定理が Serre [35]によって示された．局所環R上の加群M のKrull次
元を dimR M で，長さを `R(M)で表す．

交差定理. Rを正則局所環，M とN を有限生成R加群とし，`R(M ⊗R N) < ∞と
仮定する．このとき，不等式

dimR M + dimR N ≤ dim R

が成り立つ．

この定理においてRが正則という仮定は外すことができない．実際，kを体とし，
R = k[[x, y, z, w]]/(xy − zw)とおき，R加群M = R/(x, z)，N = R/(y, w)を考え
ると，dim M + dim N = 2 + 2 = 4 > 3 = dim Rとなる．なお，Rの正則性の仮定
を外し，かわりに pdR M < ∞を仮定した主張は，ホモロジカル予想の 1つである
（強重複度予想；§8参照）．一方，交差定理は代数閉体上の多項式環に対しても成り
立つ．すなわち，アフィン空間の 2つの部分多様体の共通部分の余次元はそれぞれ
の余次元の和以下である ([11, Chapter I, Proposition 7.1])．これが交差定理という
名の由来である．
交差定理の不等式とAuslander-Buchsbaumの公式から

dimR N ≤ dim R − dimR M ≤ pdR M

となることがわかる．Peskine-Szpiroはこの不等式の成立には環Rの正則性は不要
だろうと考えた．

交差予想. Rを局所環とし，M( 6= 0)とNを有限生成R加群とする．̀ R(M⊗RN) < ∞
と仮定する．このとき，不等式

dimR N ≤ pdR M

が成り立つ．

4



そして，さらに強い次の予想が Peskine–Szpiro およびRoberts [32] によって独立
に出された．

新交差予想.

F• = (0 → Fn → Fn−1 → · · · → F0 → 0)

を有限生成自由 R 加群のなす完全列でない鎖複体とし，任意の i に対して
`R(Hi(F•)) < ∞と仮定する．このとき，不等式

n ≥ dim R

が成り立つ．

〔新交差予想⇒交差予想〕の証明. N = R/I（I は R のイデアル）としてよい．
pdR M = nとおき，M の極小自由分解

F• = (0 → Fn → Fn−1 → · · · → F0 → 0)

をとる．このとき

F• ⊗R R/I = (0 → Fn ⊗R R/I → Fn−1 ⊗R R/I → · · · → F0 ⊗R R/I → 0)

は有限生成自由R/I加群のなす完全列でない鎖複体で，各ホモロジー加群Hi(F•⊗R

R/I) = TorR
i (M, R/I)の長さは有限である．よって新交差予想より不等式dimR N =

dim R/I ≤ n = pdR M を得る．

一方，時代が少しさかのぼるが，Bass [3]が次の予想を与えている．

Bass予想. Rを局所環とする．もし入射次元が有限な零でない有限生成R加群が存
在すれば，RはCohen-Macaulayである．

ここまで計 5つのホモロジカル予想が登場したが，それらの間には次のような関
係がある (Peskine–Szpiro [31])．

剛性予想

#+NNNNNNNNNN

NNNNNNNNNN
新交差予想

s{ ooooooooooo

ooooooooooo

交差予想

#+OOOOOOOOOOO

OOOOOOOOOOO

s{ pppppppppp

pppppppppp

Bass予想 零因子予想

新交差予想は R が等標数 p > 0のとき，およびRが体上本質的有限型のときに成り
立つことを，Peskine–Szpiro と Roberts が独立にFrobenius関手を駆使して示した．
その後Hochster [16]が，Rが等標数の場合にビッグ Cohen-Macaulay 加群の存在を
示すことで新交差予想が成り立つことを証明した．そして 10数年が経過した 1980
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年代末，Roberts [33]がChern指標とDutta重複度の計算を通して任意の局所環R

について新交差予想が成り立つことを証明し，この結果は現在新交差定理と呼ばれ
ている．新交差予想が完全に解決したことにより，交差予想，零因子予想，Bass予
想も一般に正しいことがわかり，これらの結果は可換環論のいろいろな場面で応用
されている．また，新交差定理自体に関する研究も盛んである ([2, 6, 9])．
こうして，ここまで登場した 5つのホモロジカル予想のうち，剛性予想以外の 4

つが肯定的に解決したことになる．残った剛性予想については，1990年代に入って
からHeitmann [12]によって反例が与えられた．ある局所環Rとその上の有限生成
加群M,N で，

• pdR M = 2

• `R(N) < ∞

• TorR
1 (M, N) = 0

• TorR
2 (M, N) 6= 0

をみたすものが存在する．こうして剛性予想は一般には正しくないことが判明した
が，pdR M < ∞だけでなく pdR N < ∞も仮定すると未解決である．しかしなが
ら，剛性予想の研究はこの方向よりもむしろ先に述べたMurthyの結果を一般化す
る方向の研究が盛んである ([24, 25, 26, 27, 28])．

5 ホモロジカル予想 第2幕
新交差予想が完全解決して新交差定理になったことでとりあえずの結末をみたわ
けであるが，その完全解決以前にEvans-Griffith [8]によって新交差定理の仮定を少
し弱めた次の予想が提示されていた．

改新交差予想. Rを局所環とし，mをその極大イデアルとする．

F• = (0 → Fn → Fn−1 → · · · → F0 → 0)

を有限生成自由 R加群のなす完全列でない鎖複体で，次の 2条件をみたすものと
する．

(1) 任意の i 6= 0に対して `R(Hi(F•)) < ∞

(2) `R(xR) < ∞なる元 x ∈ H0(F•) \ mH0(F•)が存在

このとき，不等式
n ≥ dim R

が成り立つ．
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この予想は新交差予想とほとんど変わらないように見えるが，一般の場合は現在
もなお解決していない．Rが等標数の場合はHochster [18]によって，dim Rが 3以
下の場合はHochster [19] (cf. Heitmann [13])によって正しいことが証明されている
（詳細は §6参照）．

1973年 Peskine–Szpiro [31] はフロベニウス関手を用いて，等標数 p > 0 の場合
に，多くのホモロジカル予想を肯定的に解決した．この Peskine–Szprio の証明を精
査した Hochster [17]は，正則列の存在の重要性に気がつき，次の予想を提唱した．

ビッグCM予想. Rを局所環とする．このとき Rの任意に与えられた巴系 x1, . . . , xd

に対して，x1, . . . , xd を正則列とするような（有限生成とは限らない）R 加群 M が
存在する．この M を R 上のビッグCohen-Macaulay 加群（big Cohen-Macaulay

module）と言う．

ビッグCM予想は 2次元以下では明らかである．まず極小素因子で割ることによ
り，ビッグCM予想は整域の場合に帰着されることに注意する．R を局所整域とす
る．dim R = 1 のときは M = R とおけば良い．dim R = 2 のときは M として R

の正規化をとれば良い．
ビッグCM予想から次の 2つの重要な予想が従う．

単項式予想. R を局所環とし，x1, . . . , xd を R の巴系とする．このとき任意の自然
数 t に対し，

xt−1
1 · · ·xt−1

d /∈ (xt
1, . . . , x

t
d)

が成り立つ．

完備化は忠実平坦なので，単項式予想は完備局所環の場合に帰着される．さらに
極小素因子で割ることにより，完備局所整域の場合に帰着される．また Rが Cohen-

Macaulay 環のとき，単項式予想は自明である．R が Buchsbaum 環1のときも，単
項式予想は正しいことが知られている（[10]参照）．

直和因子予想. A を正則局所環とし，A ⊆ R を A 代数で A 加群として有限生成な
ものとする．このとき A は A 加群としてR の直和因子になる．

R が等標数 0 のときは，整閉整域の場合に帰着した後，トレース写像を使うこと
によって，直和因子予想は容易に従う（例えば，[7, Remark 9.2.4 (a)] 参照）．

今まで列挙した予想の間には次のような関係がある（詳細は [18] 参照）．ただし，
これらの関係は環を固定した場合に示されているものではないことに注意する．例
えば，局所環 R に対してビッグCM予想が成り立てば，同じ R に対して単項式予

1ここでは定義は述べないが，Cohen-Macaulay 環より広い環のクラスである．定義及び基本性質
は，例えば [37] を参照されたい．
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想，改新交差予想も成り立つ．しかし R に対して単項式予想が成り立つからと言っ
て，同じ R に対して改新交差予想が成り立つかどうかは（今のところ）分からない．

ビッグCM予想

��
直和因子予想 ks +3単項式予想 ks +3改新交差予想

��
新交差予想

��
交差予想

qy kkkkkkkkkkkkk

kkkkkkkkkkkkk

$,QQQQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQQQ

Bass 予想 零因子予想

HochsterはビッグCM予想から多くのホモロジカル予想が従うことに着目し，1974

年等標数の場合にビッグCM予想を肯定的に解決した．

定理 5.1 ([18]). 局所環 R が等標数ならば，ビッグCM予想は正しい．特に単因子
予想，直和因子予想，改新交差予想も正しい．

1974年の時点ではビッグCohen–Macaulay加群の具体的な記述は得られていなかっ
たが，1992年 Hochster–Huneke は正標数の場合には絶対整閉包 (absolute integral

closure) がビッグ Cohen–Macaulay 加群になることを証明した．

定理 5.2 ([22]). R を正標数の優秀局所整域とし，R+ を R の商体の代数閉包 Q(R)

における R の整閉包とする．このとき R+ は R のビッグ Cohen–Macaulay 加群に
なる．

一方 R が等標数 0 の 3次元以上の局所環の場合には，R+ は R のビッグ Cohen–

Macaulay 加群にはならない．

6 密着閉包とホモロジカル予想
1980年代後半に入ると Hochster–Hunekeは，フロベニウス写像を用いて，密着
閉包と呼ばれる，等標数の環におけるイデアル（及び加群）の閉包操作を導入した．
この閉包操作を用いることによって，等標数の場合のホモロジカル予想の証明は著
しく簡略化された．
まず密着閉包の定義と基本性質を復習する．証明等は [21], [23] を参照されたい．
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定義 6.1 ([21]). R を等標数 p > 0 の環とし，R◦ := R \ ∪P∈Min(R)P とおく．ここ
で Min(R) は R の極小素因子全体を表す．また p 冪 q = pe ≥ 1 と R のイデアル
I = (a1, . . . , ar) に対して，

I [q] := (aq | a ∈ I) = (aq
1, . . . , a

q
r) ⊆ R

とおく．このとき I の密着閉包 (tight closure) I∗ を次のように定義する: R の元 x

に対し，c ∈ R◦ が存在して，十分大きな任意の p 冪 q = pe � 0 に対し

czq ∈ I [q]

が成り立つとき，x は I∗ に含まれる．

命題 6.2 ([21]). R, I は 定義 6.1 と同じとする．

(1) I ⊆ I∗ = (I∗)∗ ⊆ I ⊆
√

I. ただし I は I の整閉包である．

(2) R が正則環ならば，R の全てのイデアル I に対し，I∗ = I が成り立つ．

(3) R を等次元の局所環で，Cohen-Macaulay局所環の準同型像と仮定する．この
とき R の任意の巴系 x1, . . . , xd と任意の 0 ≤ i ≤ d − 1 に対して，

(x1, . . . , xi) : xi+1 ⊆ (x1, . . . , xi)
∗

が成り立つ．

(3) の性質を密着閉包の コロン補足 と呼ぶ．R が Cohen-Macaulay のとき (3) は
自明である．また一般に密着閉包は局所化と可換ではないことに注意する（[5]参照）．
以上の基本性質を認めると，正標数の場合の単項式予想は直ちに従う．

正標数の場合の単項式予想の証明. R は完備局所整域として良い．任意の自然数 t

に対し，

(xt
1, . . . , x

t
d) : xt−1

1 · · ·xt−1
d ⊆ (x1, . . . , xd)

∗ ⊆
√

(x1, . . . , xd) ( R.

ここで 最初の (⊆) は命題 6.2 (3) から，2番目の (⊆) は命題 6.2 (1) から従う．よっ
て xt−1

1 · · · xt−1
d /∈ (xt

1, . . . , x
t
d)．

標数 p > 0 への還元を考えることにより，等標数 0 の場合も従う．混標数 (0, p)

の場合も，命題 6.2 と類似の性質を満たす閉包操作を定義できれば，同様の議論か
ら単項式予想を始めとする一連の予想が従う．

Hochsterの夢. 混標数の環上で “密着閉包” を定義したい．
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実際，この Hochsterの夢を実現すべく，多くの閉包操作が導入された．プラス
閉包 (plus closure), 拡張されたプラス閉包 (extended plus closure), solid closure,

parasolid closure, dagger closure, 等々．ここではプラス閉包と拡張されたプラス閉
包について説明する．

定義 6.3. R を整域とし，R+ を R の商体の代数閉包 Q(R) における整閉包とする．
このとき，任意の R のイデアル I に対し，I の プラス閉包 I+ を

I+ := IR+ ∩ R

と定義する．

正標数の場合，プラス閉包は密着閉包と一致すると期待されていた．実際，Smith

[36] は R が正標数の優秀局所整域で I が巴系イデアルの場合に，Brenner [4] は
S が有限体の代数的閉包上有限生成な 2次元次数環で I が斉次イデアルの場合に，
I+ = I∗ を証明した．しかし最近になって Brenner–Monsky [5] によって I+ ( I∗ と
なる例が発見された．
混標数 (0, p) の場合，イデアル I が p 冪 pn を含むならば，そのプラス閉包 I+

は密着閉包に似た振る舞いをする．このことに注目した Heitmann は，(I, pn) のプ
ラス閉包を用いて，拡張されたプラス閉包という新しい閉包操作を導入した．

定義 6.4 ([14]). R を混標数 (0, p) の整域とし，I を R のイデアルとする．I の 拡
張されたプラス閉包 Iep とは，次のように定義される: R の元 x に対し，c ∈ R◦ が
存在して，任意の n ∈ N に対し

c1/nx ∈ (I, pn)R+

が成り立つとき，x は Iep に含まれる．

Heitmannは 3次元の場合に拡張されたプラス閉包のコロン補足を証明した．

定理 6.5 ([15, Theorem 1.3], cf.[13]). R を混標数 (0, p) の優秀正規局所環とし，
x, y, z を R の巴系の一部とする．このとき

(x, y) : z ⊆ (x, y)ep

が成り立つ．

混標数の場合の単項式予想を考える際には，次の Hochster の補題が有用である．

補題 6.6 ([18, Section 6]). R は定理 6.5 と同じとする．このとき 単項式予想が成
り立つことと，任意の (p, x2, . . . , xd) の形の巴系と t ∈ N に対し

pt−1xt−1
1 · · ·xt−1

d /∈ (pt, xt
1, . . . , x

t
d)

が成り立つことは同値である．
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定理 6.5 と 補題 6.6 を組み合わせることにより，Heitmannは 3次元混標数の場
合の単項式予想を証明した．

定理 6.7 ([13]). 局所環 R の次元が 3以下ならば，単項式予想は正しい．ゆえに直
和因子予想も正しい．

証明. Rは3次元混標数 (0, p)の完備局所整域と仮定してよい．補題 6.6より，p, x, y

を R の巴系としたとき，この巴系に対し単項式予想が成り立たないと仮定して矛盾
を導けば良い．すなわち，ある自然数 t が存在して，

pt−1xt−1yt−1 ∈ (pt, xt, yt)

と仮定する．このとき，正規化をとることにより，Rは正規局所環として良い．上記
仮定より，a1 ∈ R が存在して，pt−1(xt−1yt−1 − a1p) ∈ (xt, yt) と書ける．pt−1, xt, yt

は R の巴系なので，定理 6.5 より，xt−1yt−1 − a1p ∈ (xt, yt)ep を得る．ここで R+

の付値 v を 1つ固定する．拡張されたプラス閉包の定義より，c1 ∈ R, 3v(c1) <

n1 min{v(p), v(x), v(y)} となる自然数 n1, 優秀正規局所環 R ⊆ R1 ⊆ R+ が存在
して，

c
1/n1

1 xt−1yt−1 ∈ (p, xt, yt)R1

が成り立つ．
上と同様にして，a2 ∈ R が存在して，xt−1(c

1/n1

1 yt−1 − a2x) ∈ (p, yt)R1 と書ける．
p, xt−1, yt は R1 の巴系なので，定理 6.5 より，c

1/n1

1 yt−1 − a2x ∈ (p, yt)ep を得る．
拡張されたプラス閉包の定義より，c2 ∈ R, 3v(c2) < n2 min{v(p), v(x), v(y)} となる
自然数 n2, 優秀正規局所環 R1 ⊆ R2 ⊆ R+ が存在して，

c
1/n1

1 c
1/n2

2 yt−1 ∈ (p, x, yt)R2

が成り立つ．
この議論を繰り返すことにより，c3 ∈ R, 3v(c3) < n3 min{v(p), v(x), v(y)} となる
自然数 n3, 優秀正規局所環 R2 ⊆ R3 ⊆ R+ が存在して，

c
1/n1

1 c
1/n2

2 c
1/n3

3 ∈ (p, x, y)R3

が成り立つ． よって
1

n1

v(c1) +
1

n2

v(c2) +
1

n3

v(c3) ≥ min{v(p), v(x), v(y)}

となるが，これは n1, n2, n3 の取り方に反する．

Heitmannが単項式予想を解決してからほどなくして，Heitmannの証明を改良す
ることによって，Hochsterは 3次元混標数の場合のビッグCM予想を証明した．

定理 6.8 ([19]). 局所環 R の次元が 3以下ならば，ビッグCM予想は正しい．特に
改新交差予想も正しい．
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7 その他のホモロジカル予想
ここまでに述べることができなかったホモロジカル予想について，その主張のみ
をここで紹介する．部分的に解決しているものもあるが，完全に解決しているもの
はVasconcelos予想のみである（正しいことがわかっている）．詳しくは，[7, 17, 20,

23, 34, 38]を参照されたい．

ホモロジカル高度予想. R → Sを環の準同型とし，Mを有限生成R加群とする．こ
のとき，Sのイデアル (AnnR M)Sの極小素イデアル pに対し，不等式

htS p ≤ pdR M

が成り立つ．

スモールCM予想. Rを完備局所環とする．このとき，R上有限生成なビッグ Cohen-

Macaulay 加群（すなわち極大Cohen-Macaulay加群）が存在する．

Serre予想. Rを正則局所環，M,N を有限生成R加群とし，`R(M ⊗R N) < ∞と
仮定する．このとき，交差重複度

χR(M,N) =
∑
i≥0

(−1)i`R(TorR
i (M, N))

が定義される．

(1) dimR M + dimR N < dim Rならば χR(M,N) = 0である．

(2) dimR M + dimR N = dim Rならば χR(M,N) > 0である．

強重複度予想. Rを局所環とし，M,N を有限生成R加群とする．pdR M < ∞かつ
`R(M ⊗R N) < ∞と仮定する．このとき，

(1) dimR M + dimR N ≤ dim Rである．

(2) dimR M + dimR N < dim Rならば χR(M,N) = 0である．

(3) dimR M + dimR N = dim Rならば χR(M,N) > 0である．

強交差予想. Rを局所環とし，M とN を有限生成R加群とする．pdR M < ∞かつ
`R(M ⊗R N) < ∞と仮定する．このとき，不等式

dimR N ≤ gradeR M

が成り立つ．
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余因子予想（グレード予想）. Rを局所環とし，M を射影次元が有限な有限生成R

加群とする．このとき，等式

gradeR M = codimR M

が成り立つ．

強直和因子予想. A → Rを正則局所環から局所整域への有限局所準同型写像とする．
pを高度 1のRの素イデアルで，p ∩ AがAの極大イデアルの極小生成元で生成さ
れているものとする．このとき，包含写像 xA → pはA加群準同型として分裂単射
である．

Tor写像消滅予想. A → R → T を環の準同型とする．A, T は正則で，RはAの有
限かつねじれのない拡大であると仮定する．このとき，A加群M と整数 i > 0に対
し，誘導写像

TorA
i (M,R) → TorA

i (M, T )

は零写像である．

標準元予想. Rを局所環とし，mを極大イデアルとする．x = x1, . . . , xdをRの巴系
とする．F•をR加群R/xRの極小自由分解とし，f• : K•(x) → F•をKoszul複体
からの自然な写像とする．このとき，fd(Kd(x)) * mFdである．

シジジー予想. Rを局所環とし，M を射影次元が有限な有限生成R加群とする．こ
のとき，1 ≤ i < pdR M に対して不等式

rankR(ΩiM) ≥ i

が成り立つ．ただし，ΩiM はM の第 iシジジーを表す．

Vasconcelos予想. Rを局所環，極大イデアルをmとし，d = dim Rとする．もし
Extd

R(R/m, R) ∼= R/mならば，RはGorensteinである．
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