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1 モデルの定義、問題の設定
この講演では、ユークリッド空間 Rn 上の変数係数シュレディンガー方程式：

i
∂

∂t
ψ(t, x) = Hψ(t, x), t ∈ R, x ∈ Rn,

ψ(t, 0) = ψ0(x) ∈ L2(Rn),

H = −1
2

n∑
j,k=1

∂

∂xj
ajk(x)

∂

∂xk
+ V (x),

を考える。ただし ajk(x), V (x) ∈ C∞(Rn, R) であり、各 x ∈ Rn について
(ajk(x)) > 0、しかも以下の仮定をみたすとする：
仮定 A. µ > 0 が存在して、任意の α ∈ Zn

+ に対して∣∣∂α
x (ajk(x) − δjk)

∣∣ ≤ Cα〈x〉−1−µ−|α|,∣∣∂α
x V (x)

∣∣ ≤ Cα〈x〉1−µ−|α|.

すると、よく知られているようにH は定義域を C∞
0 (Rn) として、L2(Rn)

上で本質的自己共役である。その唯一の自己共役拡張も、同じ記号 H で表
す。すると、シュレディンガー方程式の解は、

ψ(t, x) = (e−itHψ0)(x)

であることが、ストーンの定理からしたがう。つまり、時間発展は e−itH で
与えられる。e−itH それ自身は、(Hörmanderの意味での)フーリエ積分作用
素で書けないことは簡単に分かる（特異性の伝播を考えればよい）。そこで、
この作用素をフーリエ積分作用素と、性質のよく分かっている、自由な時間
発展の作用素の積で書くことが、この講演の主題である。自由なシュレディ
ンガー作用素を

H0 = −1
2
△ on L2(Rn), D(H0) = H2(Rn)

とすると、H0 は自己共役である。このとき：

(Q1) W (t) = eitH0e−itH はフーリエ積分作用素か？

という問題を考えよう。W がフーリエ積分作用素ならば、

e−itH = e−itH0W (t)

であり、e−itH0の積分核はよく知られているので、e−itH のフーリエ積分作用
素と積分作用素の積としての表現が得られることになる。
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2 背景：これまでの結果と経緯
解の波面集合の特徴付け:
この研究の動機としては、以下のような以前の結果がある (N 2009(JFA))。

定義 1 (波面集合). u ∈ S′(Rn), (x0, ξ0) ∈ R2n ≅ T ∗Rn, ξ0 ̸= 0, とする。
(x0, ξ0) /∈ WF (u) とは、ある ϕ ∈ C∞

0 (Rn), ϕ(x0) ̸= 0 と ξ0 のコニックな近
傍：Γ ⊂ Rn が存在して、任意の N について∣∣F(ϕu)(ξ)

∣∣ ≤ CN 〈ξ〉−N , ξ ∈ Γ,

が成り立つことである。WF (u) ⊂ T ∗Rn \0 を、u の波面集合 (wavefront set)
と呼ぶ。ただし、M を多様体とするとき、

T ∗M \ 0 =
{
(x, ξ) ∈ T ∗M

∣∣ ξ ̸= 0
}

と書くことにする。

古典力学系：
上で与えられたような aij(x), V (x) に対して、対応する古典力学のハミ

ルトン関数を、

k(x, ξ) =
1
2

n∑
j,k=1

ajk(x)ξjξk, p(x, ξ) = k(x, ξ) + V (x)

と書くことにする。ハミルトン・ベクトル場は

Hk =
∂k

∂ξ
· ∂

∂x
− ∂k

∂x
· ∂

∂ξ
, Hp =

∂p

∂ξ
· ∂

∂x
− ∂p

∂x
· ∂

∂ξ
,

これらが生成する T ∗Rn 上のハミルトン流を、

exp tHk, exp tHp t ∈ R,

など、と書くことにしよう。

定義 2 (nontrapping condition). (x0, ξ0) ∈ T ∗Rn \ 0 とするとき、(x0, ξ0) が
(kに関して) forward nontrapping (backward nontrapping, resp.)とは、

(y(t), η(t)) = exp tHk(x0, ξ0)

と書くとき、
|y(t)| → +∞ (t → ±∞)

であること。
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古典力学的散乱理論：
以上の仮定の下で、(x0, ξ0) ∈ T ∗Rn \0が forward (backward, resp.) non-

trapping であると仮定するとき、

ξ± = lim
t→±∞

η(t), z± = lim
t→±∞

(y(t) − tη(t))

が存在する。
w± : (x0, ξ0) 7→ (z±, ξ±)

は、局所微分同相であり、「古典力学的 (逆)波動作用素」である。あるいは、

(z±, ξ±) = w±(x0, ξ0) = lim
t→±∞

exp(−tHp0) ◦ exp(tHk)(x0, ξ0)

と書いても良い。ここで、p0 = 1
2 |ξ|

2 は、自由粒子のハミルトニアンである。
(z±, ξ±) は、以下のような意味で、古典力学的な「散乱データ」である。

y(t) ∼ z± + tξ± (t → ±∞).

つまり、z±+ tξ± が、t → ±∞で古典軌道 y(t)の漸近する自由な軌道である。

定理 2.1 ([5]). (x0, ξ0) ∈ T ∗Rn が backward (forward, resp.) nontrapping,
±t > 0, ψ0 ∈ L2(Rn), ψ(t) = e−itHψ0 とする。このとき、

(x0, ξ0) ∈ WF (ψ(t)) ⇐⇒ (z∓, ξ∓) ∈ WF (e−itH0ψ0).

特に、T ∗Rn 全体で nontrapping ならば、

WF (ψ(t)) = w−1
∓ (WF (e−itH0ψ0))

注意 2.2. もしも W (t) = eitH0e−itH が ξ に関して一次斉次な正準変換 w∓ に
対応するフーリエ積分作用素であれば、上の結果はフーリエ積分作用素の一般
論から容易にしたがう。実際、上の定理の主張は、以下と同値である：±t > 0
のとき、T をW (t) の distribution kernelとし、

Λ± =
{
(z±(x, ξ), x, ξ±(x, ξ),−ξ)

∣∣ (x, ξ) ∈ T ∗Rn \ 0
}
⊂ T ∗R2n \ 0

とおくと、Λ± は　 T ∗R2n のコニックな Lagrangian submanifoldであり、

WF (T ) = Λ±.

この主張は、後で見るように、T が Λ± に対応する Lagrangian distributionで
ある、つまり W (t) がフーリエ積分作用素であるという主張よりは少し弱い。
注意 2.3. このような主張は、Hassell-Wunsch ([1]) の主張にも、かなり近
い。彼らは、散乱多様体の上のある種のシュレディンガー作用素の基本解は、
“Legendre distribution” であるという、（かなり理解の難しい）定理を証明
し、それを用いて定理 2.1と同様の結果を導いた。後で見るように、我々の枠
組みでは、普通のフーリエ積分作用素の言葉を用いて定理を記述することが
できる。
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3 フーリエ積分作用素の定義について
素朴なフーリエ積分作用素の定義：
最初に、W (t) がフーリエ積分作用素であることを示すのに、素朴なフー

リエ積分作用素の定義を用いるアイデアを考えよう。つまり、

Ukψ(x) = (2π)−n/2

∫
eiΨk(x,ξ)ak(x, ξ)ψ̂(ξ)dξ

の形の作用素を考える。ここで、Ψk(x, ξ)は T ∗Rn上の滑らかな関数で、|ξ| ≥ 1
では ξ に関して一次斉次、ak ∈ S0

1,0 である。ただし、

Sm
ρ,δ =

{
a ∈ C∞(R2n)

∣∣ ∀α, β, sup
∣∣∂α

x ∂β
ξ a(x, ξ)

∣∣/〈ξ〉m−ρ|β|+δ|α| < ∞
}
.

このような形の作用素の有限個の積：

U = U1U2 · · ·UN

として表される作用素を、フーリエ積分作用素と呼ぶことができる。普通、双
曲型方程式の解などは、このような形で構成される。
しかし、この方法で、時間発展方程式を解いて W (t) を構成しようとする

と、困難が生じる。|ξ| = R の付近での漸近解を構成しようとすると、（WKB
解を用いることになるが）時間のメッシュ（細分の長さ）は、O(R−1) とな
る。したがって、時間について一様な構成は書き下しにくい。ただし、t を止
めて、ξ を大きくとれば、WKB解の繰り返しは、有限回で済む。（座標空間
で原点から十分に離れれば、時間に関して大域的なWKB解が構成できる。）
でも、きれいな形で書くのは難しい。
注意 3.1. 実際、このアイデアは、ξについて diadic decompositionを用いれ
ば、各分割毎に、実行することができる。これを (e−itH に関して)実際に行っ
たのが、Bouclet-Tzvetkovの論文で、彼らはこの手法で（長距離型摂動の場
合に）Strichartz評価を証明した。
注意 3.2. 摂動が十分弱い、つまり仮定 Aの定数がすべて十分小さい状況で
は、（固定された (x0, ξ0) の近傍から出発する軌道の近くで）時間に関して大
域的なハミルトン・ヤコビ方程式の解を構成できるので、上の方法で基本解
を構成することは、たぶん可能だろう。

一般的なフーリエ積分作用素の定義：([2, 7])
この様に、発展方程式を解いて具体的に相関数を構成するのが難しそうな

ので、抽象的なフーリエ積分作用素の定義、あるいは特徴付けを用いて W (t)
がフーリエ積分作用素であることを証明する方向に、方針を変更する。

定義 3 (Lagrangian submanifold). Λ ⊂ T ∗Rm \ 0 がコニックな Lagrangian
submanifold であるとは、Λ はm-次元の C∞-級部分多様体でコニック：

(x, ξ) ∈ Λ ⇒ (x, λξ) ∈ Λ (λ > 0),

しかも、T ∗Rm 上の標準的な正準形式：ω0 = dx∧ dξ の Λ への引き戻しが消
えている：i∗ω0 = 0 という事である。

4



定義 4 (Besov空間： Bσ,∞
2 (Rm)). σ ∈ R とする。u ∈ S′(Rm), û ∈ L2

loc(Rm)
であるとき、u の Besovノルムを、

∥u∥Bσ,∞
2

=
(∫

|ξ|≤1
|û(ξ)|2dξ

)1/2

+ sup
j≥0

(∫
2j≤|ξ|≤2j+1

∣∣2σj û(ξ)
∣∣2dξ

)1/2

と定義し、
Bσ,∞

2 (Rm) =
{
u ∈ S′(Rm)

∣∣ ∥u∥Bσ,∞
2

< ∞
}

と定義する。

さて、Sm
cl をクラシカルなシンボルクラスとする。つまり、a ∈ Sm

cl とは、
a(x, ξ) ∈ C∞(R2m) であって、

a(x, ξ) ∼
∞∑

j=0

aj(x, ξ), (aj(x, ξ) は ξ について (m − j)-次斉次な関数)

という漸近展開を持つ事とする。もちろん、Sm
cl ⊂ Sm

1,0 である。

定義 5 (Lagrangian distribution). Λ ⊂ T ∗Rm \ 0 をコニックな Lagrangian
submanifold, u ∈ S′(Rm), σ ∈ R とする。u が Lagrangian distribution
である、あるいは u ∈ Iσ(Rm, Λ) であるとは、以下が成り立つ事である。
p1, p2, . . . , pN ∈ S1

cl であり、pj の主シンボルは Λ 上で消えていると、

p1(x,Dx)p2(x,Dx) · · · pN (x,Dx)u ∈ B
−σ−m/4,∞
2,loc (Rm)

が成り立つ。

定義からすぐ分かる様に、

u ∈ Iσ(Rm, Λ) ⇒ WF (u) ⊂ Λ

であり、この性質を持つ distributionに、Λの近傍での正則性の条件を付け加
えたものが Lagrangian distribution であると考えてよいだろう。

定義 6 (フーリエ積分作用素). U : S(Rn) → S′(Rn) とし、その distribution
kernelを u ∈ S′(R2n) とする。U がフーリエ積分作用素であるとは、適当な
コニックな Lagrangian submanifold Λ ⊂ T ∗R2n に関して、u が Lagrangian
distributionであること。

このフーリエ積分作用素の定義を、素朴な定義に結びつけるのは、以下の
結果である。u ∈ Iσ(Rm,Λ) が Lagrangian distributionであるとき、N ≤ m,
θ について一次斉次なC∞-級関数 Ψ(x, θ)と a(x, θ) ∈ S

σ+m/4−N/2
1,0 (Rm×RN )

が存在して、
u(x) = (2π)−m/4−N/2

∫
RN

eiΨ(x,θ)a(x, θ)dθ
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と振動積分で表現できる。ここで、相関数 Ψ(x, θ) と Lagrangian manifold Λ
の関係は、

Λ =
{
(x, ∂xΨ(x, θ)) ∈ T ∗Rm

∣∣ ∂θΨ(x, θ) = 0
}

で与えられる。
もしも U が (σ-次の)フーリエ積分作用素ならば、上の結果から、

Uψ(x) = (2π)−n/2−N/2

∫
Rn×RN

eiΨ(x,θ,y)a(x, θ, y)ψ(y)dydθ, ψ ∈ C∞
0 (Rn)

と表現できることが分かる。ここで、N ≤ 2n, Ψは上と同様、a ∈ S
σ+n/2−N/2
1,0

である。一般には、N ≤ 2n であるが、典型的な状況では N = n と取れると
考えられ、すると a ∈ Sσ

1,0 となり、馴染みのあるフーリエ積分作用素の表現
が得られる。

Beals型のフーリエ積分作用素の特徴付け：
以上のような、一般的なフーリエ積分作用素の定義は、あまり分かりやす

くない（使いやすくない）。そこで、以下のように、擬微分作用素に関する
Bealsの特徴付けの一般化を用いて、フーリエ積分作用素を特徴付ける。
我々が考えるのは、T ∗Rn から T ∗Rn への正準変換 S に対応するフーリ

エ積分作用素である。ここでは、S は ξ に関して斉次であると仮定する。

(y, η) = S(x, ξ)

と書くことにしよう。斉次であるから、

ΛS =
{
(y, x, η,−ξ)

∣∣ (x, ξ) ∈ T ∗Rn, (y, η) = S(x, ξ)
}
⊂ T ∗R2n

はコニックな Lagrangian submanifold である。
U ∈ L(S(Rn), S′(Rn)), a ∈ Sm

1,0(Rn) に対して、AdS(a)U を、

AdS(a)U = (a ◦ S−1)(x,Dx)U − Ua(x,Dx)

と定義する。ここで、

(CPT) a は x についてコンパクト台, supp a ∩ (Rn × {0}) = ∅

と仮定すれば, a ◦S−1 ∈ Sm
1,0 であり、AdS(a)U は作用素として問題なく定義

されている。以下では、この条件を常に仮定しよう。

定理 3.3. U ∈ L(L2
cpt(Rn), L2

loc(Rn))とする。任意の a1, a2, . . . , aN ∈ S1
cl(Rn)

に対して、

AdS(a1)AdS(a2) · · ·AdS(aN )U ∈ L(L2
cpt(Rn), L2

loc(Rn))

が成り立つならば、U は u ∈ I0(R2n, ΛS) を distribution kernelとするフー
リエ積分作用素である。逆も成立する。
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S = I (恒等作用素)の場合は、Bealsの擬微分作用素の特徴付け（の一
般化）になっている。簡単な擬微分作用素の計算で、定理から次の系が導か
れる。

系 3.4. U ∈ L(L2
cpt(Rn), L2

loc(Rn)) とする。条件 (CPT) をみたす任意の
a ∈ S1

cl に対して、b ∈ S0
1,0 が存在して

AdS(a)U = b(x,Dx) U

となるならば、U は u ∈ I0(R2n, ΛS) を distribution kernelとするフーリエ
積分作用素である。

4 最初の結果：µ = 1の場合
以上の準備の下で、最初の結果を述べよう。

定理 4.1. 仮定 Aで、µ = 1 とする。さらに、T ∗Rn のすべての点で non-
trapping condition が成り立つと仮定する。このとき、±t > 0 に対して、
W (t) = eitH0e−itH は w± に対応するフーリエ積分作用素である。

注意 4.2. この定理において、nontrapping conditionは、局所的な仮定にする
ことも出来る。つまり、(x0, ξ0) において forward nontrapping conditionが
成立すれば、a(x, ξ) ∈ S0

cl を (x0, ξ0) のコニックな近傍への超局所化作用素
として、t > 0 において W (t)a(x, Dx) がフーリエ積分作用素である事が証明
できる。

証明の概略：
Egorovの定理のアイデアに従って、与えられた nontrapping な (xo, ξ0)

のコニックな近傍に台を持つ a ∈ S1
cl に対して、

W (t)a(x,Dx)W (t)−1 − (a ◦ w−1
± )(x,Dx) ∈ OPS0

1,0

が成り立つ事を示す。そうすると、前節の系 3.4により、W (t) が与えられた
性質を満たすフーリエ積分作用素である事が従う。

W (t) を時間発展と考えると、ψ ∈ S に対して、

d

dt
W (t)ψ = eitH0(iH0 − iH)e−itHψ

= −i
(
eitH0He−itH0 − H0

)
W (t)ψ = −iL(t)W (t)ψ

と書ける。ここで、

eitH0Dxe−itH0 = Dx, eitH0f(x)e−itH0 = fw(x − tDx)

が、Weyl量子化の意味で成り立つので、L(t) のWeylシンボルは、

ℓ(t; x, ξ) =
1
2

n∑
j,k=1

(ajk(x − tξ) − δjk)ξjξk + V (x − tξ)
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である事が分かる。仮定 Aより、t ̸= 0 では ℓ(t; ·, ·) ∈ S1−µ
1,0 であり、特異性

の伝播測度は 0である事に注意しよう。
上のシンボル ℓ(t; x, ξ) の生成する（時間に依存する）フローは、

w(t) = exp(−tHp0) ◦ exp(tHp)

である事は、意味を考えても、直接計算しても分かる。ここでは、ポテンシャ
ル項 V (x) を無視して、

w0(t) = exp(−tHp0) ◦ exp(tHk)

を用いる。（w0(t) は時間とエネルギーに関するスケーリング則を満たすので、
w(t) より、少し扱いやすい。）
以下では、量子化は全てWeyl量子化を用いる。上の a ∈ S1

cl に対して、

A(t) = W (t)aw(x,Dx)W (t)−1

とおくと、上の計算から、A(t) はハイゼンベルグ方程式：

d

dt
A(t) = −i[L(t), A(t)], A(0) = aw(x,Dx)

をみたす。Egorovの定理の証明と同様に、漸近解を構成する事が出来る。特
に、A(t) のWeylシンボルを a(t; x, ξ) と書くと、その主シンボルは、

a0(t, x, ξ) = (a ◦ w0(t)−1)(x, ξ)

で与えられ、
a(t; x, ξ) − a0(t; x, ξ) ∈ S1−µ

1,0

をみたす事が分かる。また、±t > 0 のとき、

a0(t; x, ξ) − (a ◦ w−1
± )(x, ξ) ∈ S1−µ

1,0

であることは、時間とエネルギーに関するスケール則と、古典力学的散乱の
性質から分かる。したがって、µ = 1 ならば、

A(t) − (a ◦ w−1
± )w(x,Dx) ∈ OPS0

1,0

である事が示された。（結論は、量子化の選び方に依らない。）
注意 4.3. Hassell-Wunschの結果 ([1])は、µ = 1 に対応している（実際は、
もう少し強い仮定をしている。）したがって、この結果は、だいたい、彼らの
結果に対応していると思われる。
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5 一般の場合
ここでは、0 < µ < 1 の場合を考える。前節の議論では、２カ所で µ = 1 を
用いている。

(Er1) a(t;x, ξ) − (a ◦ w0(t)−1)(x, ξ) ∈ S1−µ
1,0

と、

(Er2) (a ◦ w0(t)−1)(x, ξ) − (a ◦ w−1
± )(x, ξ) ∈ S1−µ

1,0 , ±t > 0

である。じつは、Hk の生成する w0(t) の代わりに Hp の生成する w(t) を用
いると、(Er1) は改良される：a ∈ S1

1,0 に対して、

(Er1’) a(t;x, ξ) − (a ◦ w(t)−1)(x, ξ) ∈ S0
1,0

が成り立つ。しかし、(Er2)の方は改良できない。つまり、

(Er2’) (a ◦ w(t)−1)(x, ξ) − (a ◦ w−1
± )(x, ξ) ∈ S1−µ

1,0 , ±t > 0,

であり、これ以上良く出来ないことは、直接計算すると分かる。実際、

(w(t) − w±(t))(x, ξ) = O(〈ξ〉−µ), ±t > 0,

であり、これから (Er2’)は従う。さらに、

|∂α
x ∂β

ξ (w(t) − w±(t))(x, ξ)| ≤ C〈ξ〉−µ−|β|

が（xについては局所的に）成り立ち、a ◦ w(t)−1 ∈ S1
1,0 であることも分か

る。µ = 1 の場合と同様にして以下のような命題が証明出来る。

命題 5.1. 以上の仮定の下で、nontrappingな (x0, ξ0) のコニックな近傍に台
を持ち、条件 (CPT) をみたす a ∈ S1

1,0 に対して

W (t)a(x,Dx)W (t)−1 − (a ◦ w(t)−1)(x,Dx) ∈ OPS0
1,0.

これは、定理 4.1の本質的な部分と同じに見えるが、w(t) は一次斉次で
はなく、普通の意味でのフーリエ積分作用素のクラスには入らない。しかし、
w(t) は「漸近的に」一次斉次であり、普通のフーリエ積分作用素とほぼ同様
の議論が成り立つ。特に、この命題から W (t) は以下のように表現されるこ
とが分かる。ψ ∈ S(Rn) に対して

W (t)ψ(x) = (2π)−(n+N)/2

∫
Rn×RN

eiΨ(t;x,θ,y)a(t; x, θ, y)ψ(y)dy dθ.

ただし、N ≤ 2n, Ψ(t; x, θ, y) = Ψ0(t; x, θ, y) + Ψµ(t;x, θ, y) と書けて、
Ψ0(t; x, θ, y) は θ に関して一次斉次、Ψµ(t; x, θ, y) は、任意のコンパクト
集合 K ⊂ Rn, α, γ ∈ Zn

+, β ∈ ZN
+ について∣∣∂α

x ∂β
θ ∂γ

y Ψµ(x, θ, y)
∣∣ ≤ CK,α,β,γ〈ξ〉1−µ−|β|, x, y ∈ K, |ξ| >> 0,

が成り立つ。また、a(t; ·) ∈ S0
1,0.
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6 波動作用素の性質
ここでは、波動作用素：

W± = s-lim
t→±∞

eitHe−itH0 = s-lim
t→±∞

W (t)∗

を考える。波動作用素の存在のために、ここでは以下の仮定をする。

仮定 B. µ > 0 が存在して、任意の α ∈ Zn
+ に対して∣∣∂α

x (ajk(x) − δjk)
∣∣ ≤ Cα〈x〉−1−µ−|α|,∣∣∂α

x V (x)
∣∣ ≤ Cα〈x〉−1−µ−|α|.

すると、よく知られているように W± は存在し、 L2(Rn) 上の部分等長
写像となる。
このとき、W± は、仮定Aと nontrapping conditionの下で、古典的波動

作用素 w−1
± に対応するフーリエ積分作用素である。ただし、µ > 0 でよく、

定理 4.1と同様に、Hörmanderの意味でのフーリエ積分作用素である。
証明の概略は、前節までと同様であるが、仮定 Bの下では、

a(±∞; x, ξ) = lim
t→±∞

a(t; x, ξ) ∈ S1
1,0

の存在を示すことが出来て、しかも

a(±∞;x, ξ) − (a ◦ w−1
± )(x, ξ) ∈ S0

1,0

となる。既に時間無限大の極限をとっているので、w± は ξ に関し一次斉次
の正準変換であり、定理 3.3がそのまま使える。また、

A(±∞) = w-lim
t→±∞

W (t)aw(x,Dx)W (t)∗ = W ∗
±aw(x,Dx)W±

であるから、4節と同様にして、W ∗
± が w± に対応するフーリエ積分作用素

であることが導かれる。これは、W± が　w−1
± に対応するフーリエ積分作用

素であることと同等である。

7 長距離型摂動の場合
ユークリッド計量からのずれが長距離型の場合も、類似の結果が証明できる。
ただし、自由なシュレディンガー発展方程式の代わりに、変形自由時間発展
を用いることになる ([6]参照)。以下の仮定をする：

仮定 C. ν > 0 が存在して、任意の α ∈ Zn
+ に対して∣∣∂α

x (ajk(x) − δjk)
∣∣ ≤ Cα〈x〉−ν−|α|,∣∣∂α

x V (x)
∣∣ ≤ Cα〈x〉2−ν−|α|.
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つまり、大まかに言えば、µ = ν − 1 > −1 で仮定Aが成り立つ。このと
き、高エネルギー領域で、運動量空間でのハミルトン・ヤコビ方程式：

∂S

∂t
(t, ξ) = p(∂ξS(t, ξ), ξ) (|ξ| >> 0)

の解 S(t, ξ) を構成することが出来る。これを用いて、nontrappingな (x0, ξ0)
に対して、

ξ∞(t; x0, ξ0) = lim
λ→∞

λ−1η(t; x0, λξ0)

z∞(t; x0, ξ0) = lim
λ→∞

(
y(t; x0, λξ0) − ∂ξS(t; η(t; x0, λξ0))

)
が存在する。ただし、

(y(t; x0, ξ0), η(t; x0, ξ0)) = exp tHp(x0, ξ0)

である。これらは、高エネルギー極限の意味での古典力学的波動作用素であ
る。定義から明らかなように、ξ∞(t; x0, ξ0), z∞(t; x0, ξ0) は、それぞれ ξ0 に
ついて、一次と 0次の斉次関数である。さらに、以下のような評価が成り立つ：

z(t; x0, ξ0) = y(t; x0, ξ0, λξ0) − ∂ξS(t; η(t;x0, λξ0))

とするとき、

|ξ∞(t; x0, ξ0) − η(t; x0, ξ0)| ≤ C〈ξ0〉1−ν ,

|z∞(t; x0, ξ0) − z(t; x0, ξ0)| ≤ C〈ξ0〉−ν

つまり、(z(t; x, ξ), η(t; x, ξ)) は、 |ξ| → ∞ のとき (z∞(t; x, ξ), ξ∞(t;x, ξ)) に
漸近する正準変換である。
我々は、tH0 の代わりに S(t,Dx) を用いて、

W (t) = eiS(t,Dx)e−itH

を考える。

定理 7.1. 仮定Cと、すべての点での nontrapping conditionを仮定する。こ
のとき、W (t) は、正準変換

w(t) : (x, ξ) 7→ (z(t; x, ξ), η(t; x, ξ))

に対応するフーリエ積分作用素である。

注意 7.2. ここで、変形された自由運動：

US(t) : (x, ξ) 7→ (x + ∂ξS(t, ξ), ξ)

は、∂tS(t, ξ) = p(∂ξS(t, ξ), ξ) (|ξ| >> 0) を生成作用素とするフローであり、

w(t) = US(t)−1 ◦ exp tHp

と表現することができる。
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8 散乱多様体への一般化
以上の議論は、本質的な変更なしに、「散乱多様体」と呼ばれる、漸近的にコ
ニックなリーマン多様体上のシュレディンガー作用素に拡張される。詳細は、
ここでは省略する。(伊藤・中村 [3, 4] 参照)
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