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Introduction

Soit une particule de masse m soumise au potentiel V. Son opérateur hamil-
tonien est :
—h?
H=—A+YV
2m
On sait grace a I’équation de Schrdinger que si ¢ est la fonction d’onde de
la particule a I'instant initial, alors sa fonction d’onde a l'instant ¢ est :

Dans sa these, Richard Feynman montre heuristiquement 1’existence d’une
probabilité dw sur ’espace (), des trajectoires continues qui ont la position
x a linstant ¢t = 0, de telle sorte qu’on ait :

(e Hy)(x) = /Q endy,

0 St(w) est l'action de la trajectoire w a l'instant ¢ :

5i0) = [ (GeIVVD? + Vil ) ds

Utilisant la méthode de la phase stationnaire, on voit que lorsque i — 0, les
seules trajectoires qui comptent sont celles dont ’action est stationnaire. A
la limite semi-classique, on retrouverait alors le principe de moindre action.

En dépit de nombreux efforts, on a toujours pas pu démontrer rigoureuse-
ment la formule de Feynman. Néanmoins, grace a la mesure de Wiener, on
peut exprimer e ¥/ au moyen d’une intégrale fonctionnelle ; c’est la for-
mule de Feynman-Kac.

La mesure de Wiener est en fait une famille de probabilités (fz),crny
sur Despace  des fonctions de [0,00) & valeurs dans RV, le compactifié



d’Alexendrov de RY, mais grace au théoreme de Wiener, chaque p, est
concentrée sur l'espace €),, des fonctions continues de [0, 00) & valeurs dans
RN prennant la valeur z en 0. On démontre 'existence de la mesure de
Wiener et la continuité des trajectoires section 2. A la section 3 on démontre
la formule de Feynman-Kac. Le point de départ de la démonstration est la
formule de Trotter qu’on démontre section 1 apres avoir dit des généralités
sur les opérateurs semi-bornés.

1 Formule de Trotter

1.1 Opérateurs non bornés

Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle opérateur (non borné)
de H la donnée d’'un sous espace vectoriel D(A) de H et d’une application
linéaire A : D(A) — H. Ceci est équivalent a la donnée du graphe de A :

G(A) ={(z,Ty) ; y € D(A)},

qui est un sous espace de H X H tel que la projection de G(A) dans H
(z,y) — x est injective.

Si A et B sont des opérateurs de H, on définit A+ B comme l'opérateur
de domaine D(A + B) = D(A) N D(B) tel que :

(A+ B)r = Az + Bz Vz € D(A)N D(B).

On dit que l'opérateur A est densément défini si D(A) est dense dans
H. Dans ce cas le sous espace :

{(y,2) 5 (2ly) = (Tx[z) Vae DA},

est le graphe d’un opérateur. On dit que cet opérateur est ’adjoint de A et
on le note A*.
On dit que l'opérateur A est auto-adjoint si on a A = A*. Dans ce cas :

SpA={Xe€C; T — An'est pas bijectif de D(A) dans H},

est un fermé inclus dans R. On dit alors que A est positif si SpT est inclus
dans [0, 0o, et qu'il est semi-borné s'il existe ¢ > 0 tel que 'opérateur A + ¢
soit positif.

Si P'opérateur A est auto-adjoint, le théoréme spectral affirme alors qu’il
existe un espace localement compact X, une mesure de Radon g sur X, un
opérateur unitaire U de H dans L?(X, i) et une fonction continue & valeurs
réelles f sur X de telle sorte que UAU™ soit I'opérateur de multiplication
par f sur L?(X, p), i.e. :

D(UAU*) = D(f) ={g € L*(X, ) ; fg€ L*(X,n)},



(UTU")g=fg Vg€ D(f).

En particulier SpA = f(X). On peut alors définir un calcul fonctionnel
pour A a valeurs dans L(H) : a toute fonction g dans 1'algébre B> (Sp A)
des fonctions boréliennes bornées sur Sp A on asocie 'opérateur borne’ g(A)
de 'H tel que :

g(A)x = U*(gof.Ux) Vo € H.

Ce calcul fonctionnel est un morphisme d’algebres qui est continu au sens
suivant : si (g,) est une suite d’élements de B>°(Sp A) convergeant simple-
ment vers g € B>(Sp A), alors les opérateurs g, (A) convergent fortement
vers g(A).

1.2 Formule de Trotter

Si A est un opérateur semi-borné, on peut définir e~*4 pour tout t > 0.
On obtient alors un semi groupe a l-paramétre qui vérifie les proprietés
suivantes :

i) e~ (A = =54t pour tout s et ¢ dans [0, oo ;

ii) |le7t| <e ™ Vt>0,aveca=infSpA;

tA

iii) pour tout = € H, l'application ¢ — ez est continue de [0, co[ dans

H et son image est incluse dans D(A) ;

iv) pour tout 2 € D(A), application t — e~z est dérivable, et on a :
—tA
e e —ux
lim —— = —Aux.
t—0t+ t

La formule de Trotter peut s’énoncer comme suit :

Théoréme 1 Soit A et B des opérateurs semi-bornés tels que l'opérateur
A+ B soit semi boné. Alors :

lim (e_%e_%)":v — ¢ HA+B) Ve e H, Vvt > 0.

n—oo
Démonstration. On peut supposer que t = 1. Soit x € H. On a :

g — (e ne )"l

n
_A By, A B _A+B, _n—k
<Y lemmemm) i emmemn —em T e T gy,
k=1

n
_ _By\k=l,, A B _A+B. _n—k
<D (el e memn —em T e Tw AHR,
k=

1
B
n

< max(1, e ?[le B|)). sup |[n(ewe n — e Tw )e ARy,

0<s<1



D’autre part, pour tout y € D(A+ B), on a :

A B A+B
n(efﬁefﬁ — efT)y
_B _A _A+B
_A _Ae ny—y e ny—y e »y—-y
= nB n 7—3 — .
¢ y+ el 1/n y) + 1/n 1/n

lim = By+0+ Ay — (A+ B)y =0.
n—oo

Maintenant, G(A + B) = G((A + B)*) étant fermé dans H x H on munit
D(A + B) d’une structure d’espace de Banach grace a la norme-graphe :

lyllaxs = lyll +[[(A+ Byl  Vy e D(A+ B).

, _A _ B __A+B
Pour cette norme les opérateurs n(e " ne " n —e” n ) (n > 1) forment une

suite d’opérateurs continus de D(A + B) dans H convergeant simplement
vers 0. Par le théoréeme de Banach-Steinhaus il existe alors une constante
C > 0 telle qu’on ait :

B A+B
n

_A _
[n(e”me n —e " )yl < Cllyllays  Vy € D(A+ B).

On voit ainsi que la convergence est uniforme sur tout compact de D(A+ B).
Mais Papplication s — e~*(A+B)z étant continue de [0, 0o dans D(A + B),
I’ensemble :

{e™2; 0<s <1},

est un compact de D(A + B). Par conséquent :
_B

4 —M—TB)Q_S(A"'B)@”H —0 quand n — oo.

sup [[n(e"ne n —e
0<s<1
4 : —-4 B, —(A+B)
Il en résulte que lim, (e ne =)'z =¢ x. O

Remarque. Ceci n’est qu'une version faible de la formule de Trotter. La
véritable formule de Trotter se démontre dans le cas o 'opérateur A+ B n’ést
plus supposé auto-adjoint, mais seulement essentiellement auto-adjoint (i.e.
que G(A + B) est un sous-ensemble dense de G((A + B)*). En fait, Kato a
démontré la formule de Trotter dans le cas o les opérateurs ne sont plus sup-
posés densément définis, mais positifs au sens o (Az|zr) € RT Vz € D(A).

Supposons maintenant que H = L?(RY) et appliquons la formule de
Trotter & I'opérateur de Schrdinger H = Ho + V, o V € C.(RY) agit par
multiplication et Hy = —A est I'opposé du laplacien sur RV et est défini
SUr :

D(Hy) ={f € LQ(]RN) ;i Af e LQ(RN) au sens des distributions}.



La formule de Trotter peut s’appliquer et on obtient :

et HAY) £ = Jim (e nHoemwV)f  Vf e LARY), vt > 0.

n—oo

La convergence étant dans L2(RY), il existe une sous-suite (nj) C N telle
que :

(e HoV) ) (@) = lim (e ™™ % )™ f)(wo)  p.p.

k—o0
D’autre part, Popérateur e 70 ayant pour noyau :
=X _lz—y? :
p(x,yit) = (4mt) 2 exp(—"—5"—) si t>0,
do(x —y) sinon,

on a :

—%Ho —%V n —_ E -
(e e )" f(x0) /.../exp n;V xj) | flan)

t
p(xo, x1; E) e p(Tp—1, Tp; —)dxy .. day,.

t
n
Maintenant, soit zi,...,z, dans RV et soit w une trajectoire continue
de [0,00[ dans RY de telle sorte que, w(ﬂ) = z; et que w soit affine sur
Iintervalle []Tf, (R ] pour tout j =0,1,...,n— 1. Alors, la somme :

t n
* Z Vi) =32 Viw
n
7=1
est une somme de Riemman, qui lorsque n devient infini, tend vers :

/0 Y (w(s))ds.

De plus, on peut interpréter la probabilité :

t t t
p(zo,x1; —)p(x1, 2 —) . .. p(Tp—1, Tn; —)dx1 . .. dTy,
n n n

comme une probabilité sur toutes les trajectoires qui a n fixé ont la mme
forme que w ci-dessus. Mais lorsque n devient grand les trajectoires con-
tinues ont tendance & tre toutes de cette forme. Intuitivement, on devrait
obtenir une probabilité dw sur ’espace toutes les trajectoires continues par-
tant de xg, et de telle sorte qu’on aurait :

n—oo

_ / e~ o Va)ds p(0o(1))du

n _ t t
lim / . ./e_ﬁszl V@) fz)p(0, 315 =) - .. p(@n_1, Tn; —)dzy . . . dy,
n n
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Il en résulterait alors la formule :

(e*t(HOJrV)f)(:IZo) = /exp(—/o V(w(s))ds)f(w(t))dw.

Cette probabilité c’est la mesure de Wiener, et la formule, la formule de
Feynman-Kac.

2 La mesure de Wiener

Dans toute cette section on désigne par zy un élement de RY.

2.1 Construction de la mesure de Wiener

zo € RN, Pour construire la mesure de Wiener il est commode d’introduire
RN = RN U {oc}, le compactifié d’Alexendrov de RY, et © = [[RY, le pro-
duit d’un nombre infini de copies de RY indexées par [0, 0], c.a.d. 'ensemble
de toutes les applications w de [0, 00[ dans RY. On munit Q de la topologie
produit, qui est la topologie la moins fine rendant continue les projections
w— w(t) (t > 0). Par le théoreme de Tichonoff, Q2 est un espace compact.
Il résulte alors théoreme de Riesz que toute mesure borélienne finie sur €2
correspond alors & une forme linéaire positive sur C'(€2).
Maintenant soit ¢ une fonction continue sur {2 de la forme :

ow)=Flw(ty),... ,w(ty)) Yw € Q,

avecn € N*, 0 < t; < ... <t, et F e C((RV)"). Utilisant la propriété de
semi-groupe :

/p(w’y;S)p(y,Z;t)dy = plz,zis+t)  V(x,z) € (RY)? V(s,1) € (Ry)?,

on montre que la valeur de l'intégrale :

//F(xl, , Zn)P(T0, 213 t) ... p(Tp—1, Tp; t)dz . . . dxy,

ne dépend que de ¢. On note cette valeur Ly, (¢). On définit de cette faon
une forme linéaire sur 'espace Cp,(§2) des fonctions continues sur € qui
sont de la forme ci-dessus pour n arbitraire. Par construction L,, est une
forme linéaire positive telle que Ly, (1) = 1, donc c’est une forme linéaire sur
Chn(€2) qui est continue pour la norme de C(€2) et dont la norme d’opérateur
est égale a 1.

D’autre part Cq,(€2) est une sous algebre unitale de C(£2) qui sépare les
points. Par le théoreme de Stone-Weierstrass elle est dense dans C'(£2) et on
peut alors prolonger L, par continuité en une forme linéaire sur C(2) qui
est positive et de norme égale a 1. Le théoreme de Riesz permet ensuite de



représenter L, par une probabilité sur {} définie sur les boréliens. On note
cette mesure pg, : c’est la mesure de Wiener.

Par exemple, si By, ... , By, sont des boréliens de RNV et si0 < t; < ... <
tyn, alors :

pao({w ;5 w(tj) € Bj pour j =1,...,n})

/ / (xo,x15t) ... p(Tn—1,Tp;t)dxy ...dz,
Bl n

En particulier, on a :
fag({w; w(0) = zo}) = 1.

2.2 Continuité des trajectoires

La propriété fondamentale de la mesure de Wiener c’est qu’elle est portée par
les trajectoires continues qui sont & valeur dans RY. Il s’agit du théoreme
de Wiener. Pour le démontrer on introduit la notation :

pe(0) = sup/ p(x,y; t)dy 6>0, e>0.
t<6 J|z—y|>e

Cela ne dépend pas de z € RY. Si ¢ €]0,6[, on a :

/ pla,y;t)dy = W‘N/z/ e WPy,
|lz—y|>€ |z—y|>e/2t1/2

1/2 |y
< o /4t / 7T1\7/2/ e 2 dy,
RN

< e5/451/2 oN/2.

D’o on déduit que :

1
lim 5,06(5) =0 Ve > 0.

6—0t

Lemme 1 Soit 6 >0, e>0, et 0 <ty <...<t, avect, —t1 <. Alors :
pao | Aw s |w(ty) —w(te)] > 26} | < 2pepa(6).
1<5,k<n

Démonstration. On pose :

A= {ws lwlty) - w(t)] > 26},

1<j5,k<n

B=A{w; |w(t1) —w(tn)| > €/2}.



Pour j=1,... ,n on pose :

Lj={w; |w(tj) = w(ta)] > €/2},

Aj={w; |wt1) —w(tj)] >€/2 et |w(t1) —w(ty)| <esik<j}

Soit w € A. Il existe des indices j et k tels que |w(tj) —w(ty)| > 2e. Comme
ona:

—

max {lw(ty) —w(ty)], lwtr) —wtp)l} 2 5(wlt) = wlty)] + lw(tr) —w(tk)l,
> €,

il existe au moins un indice [ tel que |w(t;1) — w(t;)| > €. Soit p le plus
petit petit de ces indices. Par définition w € A,. Mais si w ¢ B, alors
lw(t1) —w(tn)| <€/2, et on a:

wity) —w(tn)| = |w(tp) —w(t1)] = |w(t1) — w(ta)l;
> €/2,

i.e. w eI, On en déduit que w € BU (I', N A,). 11 en résulte I'inclusion :

AcB ] (T;nay)

1<j<n

A fortiori :
Hao(A) < pay(B) + Z fao (I

D’autre part, on a :

pao(B) = // p(xo, z1;t1)p(z1, T3ty — t1)dxrday,
|lz—y|>e/2

= /p($o,$1;t1) (/ p(z1, Tty — tl)dwn> dw1,
lx—y|>€/2
< pe(0).
Puis, soit D; la fonction telle que :

Dj(w(t1),... ,w(t;)) = { 1 siwe A,

0 sinon.

Alors on a :

oo (A / /D x1,...,25)p(xo, x15t1) . ..

p(wj—1, 255t — ti1)dwy .. day,



,U,QCO(F]‘QA]‘) = // Dj(azl,... ,a:j)p(:z:j,a;n;tn—tj)
|xj—xn|>€/2
p(m’o, Z1; tl) e .p(xj_l, Tj3 tj — tj_l)d.%'l NN d.’Bde?n,
< pe(0)pay (A;).

Mais les A; sont disjoints 2 a 2, donc :

D hag(TiNA) < pe(6)D pag(4)),
j=1 j=1
< pe(0).
D0 piay(A) < pag (B) + 2271 bao (T N A;) < 2p< (0). O

L’idée qui est derriere la démonstration du lemme, c’est que la trajectoire
n’a pas de mémoire : le passé (w est dans Aj) n’a aucune influence sur le
présent (w est dans I';).

Lemme 2 Soit § >0, e >0,0<a<bavecb—a <6, et soit :
Eapes ={w s 3(s,t) € [a, 8%, |w(s) —w(t)] > 2e}.
Alors :
Hao (Eapes) < 2% (0).

Démonstration. Notons ¥ ’ensemble de toutes les parties finies de 'intervalle
[a,b]. Pour S € ¥ on pose :

Os = {w; 3(s,t) € S?, |w(s) — w(t)| > 2e}.

La famille (Og)sex est une famille d’ouverts de § dont la réunion est E, p ¢ 5.
D’autre part, p,, est une mesure borélienne finie sur ’espace compact
Q, donc elle est réguliere et on a :

Pao(Eapes) = supf{ e, (K); K compact inclus dans Egp s}

Maintenant, si K est un compact inclus dans E, s, alors il est contenu
dans la réunion des Og, et par compacité il existe ¥’ C X finie telle que :

K C U Og.
Sex’

Mais une réunion finie de parties finies est une partie finie, donc :

So = Ugexr S,



est une partie fine de [a,b], de telle sorte que Og, contienne K. Or le
lemme 1 dit que a0 (Os,) < 2p5(6), donc pgy(K) < 2p<(6), et a fortiori,
Hxq (Ea,b,e,5) < 2P§ (5) (|

Ce lemme 2 exprime que la probabilité pour qu’on ait une variationde
2¢ sur un intervalle donné de longueur § est un o(d). Il en résulte que la
probabilité pour qu’on ait une variation de 2¢ sur un intervalle donné est un
o(1). C’est ce que dit le lemme suivant :

Lemme 3 Soit k € N,§ >0, € >0 et soit :
Ppes = {w; I(s,t) €[0,K]?, |s—t] <5 et |w(s) —w(t)] > 4e}.

Alors :

k
Hzq ((I)k,e,5) < 2(1 + *)P% (5)

5
Démonstration. Pour j < k/d on pose a; = j§. Soit w € Py 5. 1l
existe s et t dans [0,k] tels que s <t < s+ 0 et |w(s) — w(t)| > 4e. Soit
J la partie entiere de t/6. On a t € [aj,aj11] et s € [aj—1,a;41]. Comme
lw(s) —w(t)] > 4e, on a soit |w(s) —w(aj)| > 2¢, soit |w(t) —w(aj)| > 2e.
D’o, avec les notations du lemme 2 w € Ey; | 4,5 U Eq e,5- On a ainsi
montré que :

J>A5+1,

(I)k,e,(S - U Eaj,aj+1,€,5'
0<j<k/s
Mais par le lemme 2 on a qu(Eaj7aj+1,6’5) < 2,0%((5) pour tout j, donc
fao (Pres) < 2(1+ %)p% (6). 0

Théoréme 2 (Wiener) Soit Q) le sous ensemble de Q2 formé des fonctions
continues qui sont & valeurs dans RN. Alors Qg est un borélien de Q, et on
a:

Mg (QO) =1

Démonstration. On a :

[c eIuNNe olNe o}

Q=) Ufw: ¥(s,0) € [0,k [s —t] <1/q = |w(s) — w(t)| < 1/p}.

k=1p=1q=1

Ceci exprime le fait qu'une fonction est continue sur [0, 00| si, et seulement
si, elle est uniformément continue sur chacun des intervalles [0, k]. En par-
ticulier, Qg est un borélien et avec les notations du lemme 3 on a :

oo o0 o0

o\ %= U N Primie

k=1p=1g=1

10



Comme une réunion dénombrable d’ensemble de mesure nulle est de mesure
nulle, il nous suffit de montrer que :

qh_)rgouzvo(q)k,l/p,l/q) =0 V(k7p) € N x N*,
Or, c’est justement ce qu’affirme le lemme 3. O

Remarque. On peut démontrer un résultat encore plus fort : soit a > 0
et soit (2, l'espace formé des w € ) qui sont hlderiennes d’exposant «;, i.e. :

3C > 0 tel que Y(s,t) € [0,00]? |w(s) — w(t)] < C|s —t|*.
Alors on a :

. 1
I sia<g,
0 sinon.

fao (a) = {

3 La formule de Feynman-Kac

Théoréme 3 (Feynman-Kac) Soit V une fonction continue sur RV 4
valeurs réelle et qui s’annulle a Uinfini. Alors, pour tout t > 0 et f €
L*RN), on a :

(e V) ) o) = [

Qo

o (- [ t V(e)is) FO)dne) b

Démonstration. On sait déja qu'il existe une sous suite (ng) C N telle
que :

(V) () = Tim (¢ e 7Y ) f)(w0)  pp.

k—oo

Fixons 2o € RY. Comme V se prolonge en une fonction continue sur RY,
on a:

(e Ve = [ e =LY V(z;) | f(zn)
0 / / p n;
t

t
p(xo, z1; =) ... p(Tp—1, Tp; —)dx1 . .. dTp,
n n

= [ exp |~ S V) | Flt)dun @)
Q =

Maintenant, pour tout w € g, on a :

n—oo

tim exp | =SV | f(t) = el /0 V(w(s))ds) f(w(b)).
j=1

11



De plus :
by Jt ~tsup V]
exp nZV(W(n)) flw)| <e |f(w(®))]-
=1

Mais la fonction e~*S"IVI| f(w(t))| est piz,-intégarable sur Qg, car on a :

eV @)ldpay (@) < e VI 0 f]) (o),
Qo
< +o00.

Par conséquent, le théoreme de convergence dominée s’applique, et on ob-
tient :

fim [ exp | < SV | ) i)
0 =1

" j
= [ ew (= [ viwtns) s

Il en résulte que :

(e V) ) ) = [

Q

o (- t Vls)ds) SO () b
O

De la mme maniére qu’on a construit la mesure ., on peut construire,
pour tout y € RV et ¢t > 0, une probabilité conditionnelle Ha,y;t sur  de
telle sorte qu’on ait :

fw)dpz(w) = / ( f(w)d,ux,y;t(w)> dy Vfe9Q).
Qo Qo
Cette mesure est supportée par les trajectoires continues w telles que w(0) =

x et w(t) = y. Par exemple, si t; <t < t3 et F' est une fonction continue
sur RV, on a :

[ Pttt ot)

0
://F(ml,962)17(967!761;751)17(371,%t—tl)p(yvxz;b—t)dmldm-

Grace & cette probabilité conditionnelle, on peut exprimé le noyau Ky(x,y)
de e tH0+tV) 4y moyen d’une intégrale fonctionnelle :

Ko = [ o (- V) ) i)

12



Considérons maintenant une particule de masse m, soumise au potentiel
V, a la température T. En mécanique statistique classique la fonction de
partition qui lui est associée est :

Zo = / / e~ BEAV@) BBy

o 8 =1/kT, k étant la constante de Boltzmann.
En mécanique statistique quantique, la fonction de partition est :

2
Zg(h) = Trace <exp(—ﬁ(—2hmA + V))) .

On voit que :

zem=[ (] e (5 [ Vs dirrl))

o on a posé 7 = AB. On montre alors que :

lim Zp(h) = Z¢.
h{%@() c

En d’autres termes, a la limite semi-classique, on retrouve la mécanique
satistique classique.

Pour d’autres applications de la formule de Feynman-Kac on pourra
consulter le livre de B. Simon.
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