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Résumé

On s’intéresse a la structure dynamique de ’espace E des immeubles trian-

gulaires et on montre en particulier :

— l’existence d’une infinité d’immeubles triangulaires quasi-périodiques non
périodiques,

— l’existence d’une infinité de composantes minimales non triviales dans F,
c’est-a-dire de sous-laminations minimales de ’espace A des immeubles
pointés a isomorphisme pointé pres,

— Dexistence d’une infinité de mesures transverses ergodiques quasi-invariantes
non triviales & supports disjoints sur A.

Ceci reflete la variété des types de quasi-périodicité possibles pour les immeubles
triangulaires et la complexité de ’espace E.

Abstract

This paper concerns the dynamical structure of the space of triangle buildings.
It is proved that

— there exist infinitely many triangular buildings which are quasi-periodic
but not periodic,

— there exist infinitely many minimal sublaminations of the space of pointed
triangle buildings which are not reduced to a single leaf,

— there exist infinitely many non trivial quasi-invariant ergodic measures with
disjoint on the space of triangular buildings constructed in [6].

1 INTRODUCTION

Dans un immeuble triangulaire (aussi appelé immeuble euclidien de type 1212) le
nombre de faces incidentes a chaque aréte est constant et noté g+ 1. L’entier ¢ s’appelle
I’ordre de I'immeuble considéré. Dans tout ’article on suppose ¢ de la forme g = p",
oll p > 2 est un nombre premier, avec ¢ # 3 et q # 4.

Cet article fait suite a [6]. On désigne par F ’ensemble des immeubles triangulaires a
isomorphisme pres et A I'espace topologique séparé des immeubles triangulaires pointés
a isomorphisme pointé pres. Il y a une surjection canonique de A sur E (oubli du
point base) et A est muni d’une structure de lamination naturelle dont les feuilles



sont des classes d’isomorphismes d’immeubles triangulaires. On note E, la partie de
E constituée des immeubles d’ordre ¢ et A, la sous-lamination correspondante de A.
Une fois le cadre général et I’approche fixés, les démonstrations données ci-dessous sont
relativement indépendantes de [6], dont nous utiliserons ici essentiellement la partie 4
(décrivant 'espace des immeubles triangulaires) et occasionnellement le théoreme 2.

Un immeuble euclidien est dit classique s’il est associé a un groupe algébrique sur un
corps local ([8, 21]). J. Tits a démontré que tous les immeubles euclidiens de dimension
> 3 sont classiques (voir [24]), ce qui permet d’en donner une classification compleéte.
L’analogue de E dans ce cadre est un ensemble dénombrable paramétré par des corps
locaux.

Ce n’est plus vrai en dimension 2; dans ce cas E a le cardinal du continu et
contient des immeubles de nature différente. Nous renvoyons a [6] pour des détails et
des références (en particulier [20, 22, 28, 5]). Dans le présent article nous contruisons
des immeubles plus généraux que nous appelons quasi-périodiques.

Soit A un espace métrique. Nous dirons que A est quasi-périodique si, pour toute
boule B C A, il existe un nombre R > 0 tel que le R-voisinage de la réunion des boules
de A isométriques a B soit un recouvrement de A. Par exemple, un espace métrique
périodique, c’est-a-dire muni d’une action cocompacte d'un groupe d’isométries, est
quasi-périodique.

Théoreme 1. Pour tout entier q de la forme q = p", ou p = 2 est un nombre
premier, avec q # 3 et q # 4, il existe une infinité d’immeubles triangulaires quasi-
périodiques non périodiques d’ordre q.

Ce théoreme est démontré a la section 6. Nous verrons a la proposition 10 que
I’ensemble des immeubles quasi-périodiques est maigre au sens de Baire.

Une difficulté qui se présente pour comprendre 'espace F, vient du fait qu'il est
singulier ou non commutatif ([11, 12]). La lamination A, des immeubles pointés d’ordre
q en est une désingularisation naturelle. Rappelons que deux points de A,, i.e. deux
immeubles pointés [A, u] et [A’, 4] considérés a isomorphismes pointés pres, sont sur
une méme feuille si et seulement si les immeubles A et A’ sont isomorphes. La topologie
naturelle sur A,4, selon laquelle deux immeubles pointés sont proches si et seulement
s’ils coincident sur une grosse boule centrée en leurs points bases, en fait un espace
compact séparé. La topologie quotient sur £, est non triviale mais assez grossiere.

Le terme < quasi-périodique > est utilisé dans le théoreme 1 en un sens tres concret.
Une fagon plus formelle de voir la quasi-périodicité est < d’identifier > les notions de
quasi-périodicité aux espaces feuilletés minimauz & isomorphisme stable pres (rappe-
lons qu’un espace topologique feuilleté est dit minimal si toutes ses feuilles sont denses).
Ainsi, pour trouver un espace quasi-périodique, on cherche a le réaliser comme feuille
d’un espace feuilleté minimal, et inversement, pour trouver des sous-espaces minimaux
d’un espace feuilleté, on en cherche des feuilles quasi-périodiques (voir [16, 17| pour



une discussion sur la quasi-périodicité). La démonstration du théoreme 1 repose sur
de tels changements de point de vue : nous construisons d’abord des plats quasi-pério-
diques (au sens de la section 4) a I’aide de laminations minimales ; puis nous assemblons
ces plats en des immeubles, tres proches d’étre quasi-périodiques au sens concret ci-
dessus (ils vérifient la propriété de < ne pas contenir d’immeubles périodiques dans
leur adhérence ») ; nous utilisons alors de tels immeubles pour obtenir des sous-espaces
minimaux de A,, dont les feuilles sont des immeubles non isométriques qui satisfont au
théoreme 1.

Le théoreme suivant permet d’exhiber différents types de quasi-périodicité dans
I’espace des immeubles triangulaires.

Théoreme 2. Il existe une infinité de sous-espaces feuilletés minimaux dans A,.

Les immeubles quasi-périodiques construits ici different en effet essentiellement par
leurs constantes de quasi-périodicité. Par exemple, si A est un immeuble triangulaire
quasi-périodique et si I'on note densa(R) la densité des boules de rayon R incluses
dans A (définie a la section 3.2), les immeubles qui sont feuilles d’'un méme sous-
espace feuilleté minimal de A, définissent la méme fonction dens(-) (proposition 8),
mais on peut dans le théoreme 2 construire deux sous-espaces dont les feuilles ont des
fonctions dens(-) distinctes.
Nous pouvons a présent dresser un tableau un peu plus précis de l'espace des im-
meubles triangulaires. Il comprend notamment :
— les immeubles classiques, constituant une partie dénombrable (voir [24, 23]),
— les immeubles dits « exotiques », donnant des feuilles compactes de A, (voir
28, 5]),
— les immeubles sans automorphisme, dont la plupart sont des feuilles denses de A,
(voir [6]),
— les immeubles quasi-périodiques, qui correspondent aux sous-espaces feuilletés
minimaux.

Notre dernier résultat ci-dessous énonce également l'existence de certains types
d’immeubles quasi-périodiques. Le concept de quasi-périodicité est cette fois compris au
sens mesuré, qui autorise des répétitions de motifs beaucoup moins uniformes que dans
le cadre topologique des théoremes 1 et 2 (voir aussi [16]). Plus précisément nous nous
servons du théoreme de Garnett (existence de mesures harmoniques sur les feuilletages)
pour construire des mesures ergodiques sur A,. Du point de vue de la quasi-périodicité,
ce théoreme est un procédé général qui permet de passer d'un concept topologique a
un concept mesuré de répétitions des motifs. Rappelons qu'une mesure de probabilité
transverse sur A, (disons, supportée sur la transversale formée des sommets de A,) est
dite quasi-invariante si le saturé d’un borélien négligeable est négligeable, et ergodique
si toute partie borélienne saturée est négligeable ou de complémentaire négligeable.

Théoreme 3. [l existe une infinité de mesures transverses quasi-invariantes ergo-
diques sur A\,, a supports disjoints et non supportées sur une feuille compacte.



L’espace des immeubles triangulaires permet d’établir des connexions directes entre
dynamique moyennable et dynamique non moyennable, et plus exactement entre la dy-
namique des actions de Z et Z? et celle de A, (comme nous l'illustrons dans le texte).
L’une de nos motivations originales est la question de l’existence de mesures trans-
verses invariantes ergodiques non triviales sur A, (pour des exemples d’applications,
notamment la propriété T de Kazhdan, voir [18], [19]).

2  PRELIMINAIRES

1. Immeubles triangulaires. Un immeuble triangulaire est un complexe simpli-
cial simplement connexe de dimension 2 dont les faces sont des triangles euclidiens
équilatéraux et dont le link en chacun des sommets se code par un plan projectif :
’ensemble des points et droites correspond aux sommets de ce link (voir [21]). Par
exemple, dans le cas ¢ = 2, il n’y a qu’un seul link possible qui comporte 14 som-
mets et 21 arétes. Ces données locales en chaque sommet suffisent pour caractériser un
immeuble. C’est un espace CAT(0) (voir [7]) tel que, pour deux faces quelconques, il
existe un appartement (plat isométrique a un plan euclidien) qui les contient. Précisons
que, dans un immeuble triangulaire, toute partie convexe compacte d’un plat est conte-
nue dans une infinité non dénombrable de plats, et toute géodésique (ainsi que tout
demi-plat) est contenue dans au moins un plat. Toute géodésique singuliére, c’est-a-dire
parallele a une géodésique incluse dans le 1-squelette, est contenue dans une infinité
non dénombrable de plats, et il est utile de noter que toute géodésique non singuliere
est contenue dans un unique plat (car I'intersection de deux plats qui la contiennent
est convexe).

2. Théorémes de precription dans les immeubles triangulaires. Pour tout ¢ >
2, il est possible de distinguer plusieurs types d’isomorphisme de boules de rayon 2 dans
les immeubles triangulaire d’ordre ¢. En particulier, pour ¢ = 2 il y en a exactement 2
(voir [25]). 11 se trouve que I'invariant qui distingue ces deux boules n’est pas du tout
localisé sur la sphere de telle sorte qu'un théoreme de prescription quelconque du type
des 2-boules existe (voir [5]) :

Théoreme 4. Soient B une boule de centre O et de rayon N d’un immeuble d’ordre
2, et une application de prescription p définie sur I’ensemble des sommets de la sphére
C' de centre O et de rayon N — 1, a valeurs dans {0,1}. 1l eziste alors une boule B’ de
rayon N + 1, de centre O' et une injection j : B — B’ qui envoie O sur O’ et telles
que, pour tout sommet S de C, la 2-boule du sommet j(S) soit de type p(S).

Le point clé dans la preuve de ce théoreme était d’associer dans la construction
d’une boule de rayon N + 1 au-dessus d'une boule de rayon N un degré de liberté
propre a chaque sommet de la sphere de rayon N — 1 qui permette de faire basculer la
nature de sa boule de rayon 2 d'un type a l'autre. Cette méme idée peut étre mise en
ceuvre pour montrer un autre théoreme de prescription (le théoreme 5 qui suit) dans
le cas ¢ > 5. Nous renvoyons a [6] pour des résultats de prescription similaires.

4



Considérons une aréte o d’un immeuble triangulaire ; elle relie deux sommets S
et Ss. Les faces contenant cette aréte déterminent une application entre les arétes du
link en 57, passant par le sommet correspondant a « et celles du link en S5. On dit
que cette correspondance ou < liaison » est projective si tout automorphisme du link
en S; qui fixe 'aréte a, composé avec cette corrrespondance, donne une permutation
autour de I’aréte a: qui se prolonge en un automorphisme du link en Ss. Puisqu’il existe
plus de bijections que de transformations projectives d’une droite des ¢ > 5 on peut
construire des immeubles qui ont des liaisons non projectives.

On appellera liaisons voisines du sommet S les liaisons entre sommets a distance
1 de S. A tout sommet, on peut associer le nombre de liaisons voisines qui sont pro-
jectives. Notons que ce nombre est bien défini des que la boule de centre S et de rayon
2 est fixée.

Dans le théoreme suivant, on ne considere que des immeubles dont les links corres-
pondent tous & un méme plan projectif arguésien (i.e. un plan sur le corps F).

Théoréme 5. Soient B une boule de centre O et de rayon N d’un immeuble d’ordre
q = 5, et une application de prescription p définie sur ’ensemble des sommets de la
sphére C' de centre O et de rayon N —1, d valeurs dans {0, 1}. Il existe alors une boule
B’ de rayon N + 1, de centre O" et une injection j : B — B’ qui envoie O sur
O' et telles que, pour tout sommet S de C, la parité du nombre de liaisons projectives
voisines du sommet j(S) soit la méme que celle de p(S).

Démonstration. Supposons construite une boule B’ de rayon N + 1 qui contient B (de
rayon N) de méme centre. A tout sommet coin S de la sphére C' de centre O et de
rayon N — 1, on associe (¢ + 1)¢* arétes voisines de S dans la sphere de rayon N et
seulement ¢? si le sommet S n’est pas un coin (voir [6, Section 2]). Au-dessus de ces
arétes se trouvent les < vrilles associées » définies dans [5] pour ¢ = 2. Ces arétes sont
diamétralement opposées au centre O par rapport au sommet S.

Au-dessus de ces arétes, on peut découper suivant la hauteur passant par leur
milieu les ¢ faces de la sphere de rayon N 4 1 pour les recoller entre elles apres libre
permutation des demi-faces.

Par une telle chirurgie, on peut toujours rendre non projective une liaison qui 1’était
(car ¢ = 5) et inversement car on a supposé tous les links identiques et homogenes sur
les sommets. On vérifie aisément que les opérations de chirurgie au-desssus de chaque
aréte associée a chacun des sommets n’interferent pas entre elles. On peut donc bien
prescrire la parité du nombre de liaisons voisines projectives (et méme la congruence
modulo ¢?). n

3. L’espace des immeubles triangulaires. Nous nous contentons ici de fixer
quelques notations en renvoyant a [6] pour davantage de détails.
On note A, 'ensemble des immeubles triangulaires pointés d’ordre ¢, a isomor-
phisme pointé pres. La topologie sur A, selon laquelle deux immeubles pointés sont
proches s’ils sont isomorphes sur une grosse boule centrée en leur point base, en fait un



espace compact. On note S, C A, I’ensemble des classes d’isomorphisme d’immeubles
triangulaires pointés en un sommet.

L’espace A, est muni d’une structure feuilletée naturelle. On dit que deux points
(A, u] et [A',u'] de A, sont sur une méme feuille si les immeubles A et A’ sont iso-
morphes. Chaque feuille de A, est un complexe cellulaire (quotient d’un immeuble par
un groupe d’automorphismes) et S, est une transversale a A, (c’est-a-dire une partie
compacte dont 'intersection avec chaque feuille est un ensemble dénombrable).

L’espace des feuilles de A, est canoniquement isomorphe a I’ensemble E, des classes
d’isomorphismes d’immeubles triangulaires.

3 QUASI-PERIODICITE TOPOLOGIQUE

1. Adhérence d’un immeuble triangulaire. Soit S, ’espace des immeubles d’ordre
g pointés en un sommet. Un immeuble triangulaire A d’ordre g détermine une partie
dénombrable de S, définie en pointant en chacun de ses sommets. On notera encore
A C S, cette partie dénombrable.

Soit A un immeuble triangulaire d’ordre q.

Lemme 6. L’adhérence A C Sy de A dans S, est saturée.

Démonstration. Soit (I,x) € A. Soit + un sommet de I. Montrons qu’il existe une
suite s; de sommets de A et une suite R, — oo telle que les boules de centre " et s/
et de rayon R/, respectivement de I et de A, soient isométriques. Comme (I,%) € A,
il existe une suite de boules Ba(s;, R;) de A telle que Ba(s;, R;) ~ Bi(x, R;) et R; —
oo. Considérons une suite R, — oo telle que B;(¥', R.) C Bj(*, R;). Ainsi, la boule
B;(¥', R}) se plonge isométriquement dans A. n

2. Laminations minimales de I’espace des immeubles. Soit A un immeuble
triangulaire.

Définition. On dit qu’une partie A C A est un réseau de A s’il existe un nombre
A = 0 tel que toute boule de rayon A contienne au moins un point de A. On appelle
densité de A linverse dens(A) = 1/X de la constante X optimale dans cette définition.

Définition. On dit que A est quasi-périodique si, pour toute boule B C A, la
réunion des centres des boules isométriquement isomorphes a B forme un réseau de A.

On note densa (R) = ming dens(Ap) la densité minimale sur les boules B de rayon
R incluses dans A des centres Ag C A de copies de B dans A.

Proposition 7. Limmeuble A est quasi-périodique si et seulement si densa ne
s’annule pas. Il est périodique si et seulement si densa est minorée par une constante
strictement positive.



Démonstration. Le cas quasi-périodique est clair, ainsi que la minoration de densa pour
les immeubles périodiques. Supposons densa minorée et montrons que A est périodique.
Soient * un point base dans A et une constante 0 < A < oo telle que densy > 1/A.
Soit y un autre sommet de A. Pour tout R > 0, il existe un point yr dans la boule
Ba(y, A) de centre y et de rayon A, tel que les boules Ba(*, R) et Ba(yg, R) soient
isomorphes. Par suite il existe un point ¥ € Ba(y,A) et une suite R, — oo telles
que les boules Ba(x, R,) et Ba(¥, R,) soient isomorphes pour tout n. Par procédé
diagonal, on obtient un isomorphisme ¢ € Aut(A) tel que p(*) = *. Donc le quotient
de A par Aut(A) est compact. n

_ Proposition 8. Limmeuble A est quasi-périodique si et seulement si son adhérence
A est une lamination minimale (toutes les feuilles sont denses). De plus toutes les

feuilles de A sont alors quasi-périodiques, avec méme < constante de quasi-périodi-
cité > densa.

Démonstration. Supposons A quasi-périodique et montrons que A est minimale. Soit
I C A une feuille de A et B = Ba(s,R) C A une boule fixée de A. Comme A est
dense, il existe pour tout x € I une suite de boules Ba(s;, R;) isométriques a By(*, R;)
et telle que R; — oo. De plus, la réunion des boules isométriques a B est un réseau
de A les boules By(x, R;) contiennent donc une copie de B pour R; assez grand (et la
distance de % au centre de cette boule ne dépend que de R). Par suite I N Ba(s, R) C A
est non vide. Il en résulte facilement que toutes les feuilles sont denses. De plus, dans
ce cas, I'ensemble des types de boules d’une feuille I C A est le méme que celui de A,
et il est donc clair que dens; = densa.

Réciproquement, supposons que A ne soit pas quasi-périodique et montrons qu’il
existe une feuille de A qui n’est pas dense. Considérons une boule B C A pour laquelle
il existe une suite de boules Ba(s;, R;) telles que R; — oo et ne contenant pas B.
Considérons la suite de points (A, s;) € A. Comme A est compact, il existe (quitte &
extraire) un point (I,%) € A tel que (A, s;) converge vers (I, ). Comme A est saturé,
on a I C A. Par ailleurs, (I,%) coincidant avec (A, s;) sur la boule de rayon R; — oo,
'immeuble I ne contient pas de copie de B. Par suite I C A n’est pas dense. ™

Remarque. L’adhérence d’un immeuble quasi-périodique est d’intérieur vide. Plus
précisément, la seule sous-lamination de A, contenant un ouvert non vide est A, elle-
méme (car A, contient des feuilles denses [6]). L’ensemble des immeubles quasi-pério-
diques est maigre dans A, (cf. prop. 10).

3. Un immeuble générique est apériodique. Commencons par le lemme suivant
sur les boules de Fj.

Lemme 9. Pour tout ¢ > 2, il existe un entier N, > 1 tel que, quelle que soit la
boule B de rayon au moins Ny, il existe une boule de rayon arbitrairement grand ne
contenant pas de copie de B.



Démonstration. Si ¢ = 2, on peut prendre N, = 2. Les sommets sont en effet bicolorés
suivant le type de leur 2-boule ([25]). Si la boule B contient un sommet blanc, il suffit
prendre un immeuble noir, sinon prendre un immeuble blanc.

Dans le cas ¢ > 3, puisqu’il existe une infinité d’'immeubles classiques du méme
ordre, il existe un entier IV, et au moins deux immeubles classiques X; et X, ayant des
boules de rayon N, différentes. Soit maintenant une boule B de rayon au moins [V,.
Alors soit X; soit X5 fournit des boules de rayon arbitrairement grand ne contenant
pas de copies de B. n

On convient que N, désigne le plus petit entier > 1 qui vérifie le lemme (on sait
que Ny = 2 par exemple).

Définition. On dit qu’un immeuble A d’ordre q est apériodique si, pour toute boule
B C A de rayon au moins N, il existe une boule de rayon arbitrairement grand dans
A ne contenant pas B.

Proposition 10. Un immeuble générique au sens de Baire est apériodique et dense.

Démonstration. Soit B une boule de rayon au moins N, et i > 2. Notons O;(B)
I'ensemble des immeubles pointés (A, x) qui contiennent B ainsi qu'une boule B; de
rayon ¢ ne contenant pas B (on peut grace au lemme 9). Il est clair que O;(B) est ouvert,
et il est dense car si on fixe une boule de rayon R, on peut I’épaissir en ajoutant B et
en ajoutant une boule de rayon i ne contenant pas B (avec le théoreme de chirurgie de

[6]). Par suite ’ensemble
G=()[)0:«B)
B i

est générique au sens de Baire. Pour tout (A, x) € G, pour toute boule B de rayon au
moins N, il existe une boule de rayon arbitrairement grand dans A ne contenant pas
cette boule, i.e. A est apériodique.

Un immeuble est dense si et seulement s’il contient toutes les boules. Un immeuble
générique au sens ci-dessus contient toutes les boules. n

En particulier un immeuble générique est non quasi-périodique. De plus son adhérence
contient des feuilles compactes.

Nous renvoyons a [6] pour d’autres résultats sur le comportement générique des
immeubles triangulaires.

4 COLORATIONS QUASI—PERIODIQUES DES APPARTEMENTS

Dans cette partie, nous contruisons une coloration quasi-périodique non périodique
du plan triangulé a 'aide d’actions topologiques de Z. Une référence tres utile sur ces
actions est la monographie récente d’Eli Glasner [14].



1. Laminations des colorations. Fixons une triangulation du plan euclidien par
triangles équilatéraux et considérons une boule simpliciale B,, de rayon n de cette
triangulation. Une coloration de B,, est le choix d’une couleur, noire ou blanche, pour
chacun de ses sommets. On dira que deux colorations sont isomorphes s’il existe un
automorphisme simplicial de B,, qui respecte les couleurs.

Soit L, 'ensemble des colorations de B,, a isomorphisme pres. On note p,, : L, —
L, _1 les applications de restriction canonique, et

L=limL,
%

la limite projective de (L), relative & (p,),. De méme que pour les laminations A,
d’immeubles triangulaires, L est transversale d’une lamination dont les feuilles sont des
quotients de triangulations colorées du plan.

2. Colorations quasi-périodiques de la droite réelle. Considérons une action
minimale o de Z sur un espace de Cantor X (on notera yx I'image de z € X par a(v),
v € Z). Soit X = N U B une ‘coloration” de X en noir et blanc. On suppose N, B
ouverts non vides. Notons SX la suspension de « ([14]). Ainsi les feuilles de SX sont
des droites réelles simpliciales dont les sommets sont de couleur noire ou blanche.

Lemme 11. Soit p un segment simplicial d’une feuille de SX. Alors toute feuille
de SX contient une infinité de segments simpliciaur ayant la méme coloration que p.

Démonstration. Soit x un sommet de p. L’ensemble U des points z’ tels que vz et vy’
sont de la méme couleur pour tout v € Z tel que yx € p est un voisinage ouvert de x.
Par minimalité toute feuille de SX coupe U une infinité de fois. n

Lemme 12. Toutes les feuilles de SX sont quasi-périodiques.

Démonstration. En effet, dans le cas contraire il existe un segment p d’une feuille f
de SX, et une infinité de segments p,, de f dont la longueur tend vers 'infini et qui ne
contiennent pas p. Soient x,, un sommet au centre de p,, z une valeur d’adhérence de
x, dans X, et R un nombre entier. L’ensemble U des points x’ tels que les segments
2" — R, + R] et [zt — R,z + R] des feuilles de 2’ et x aient la méme coloration est
un voisinage de z. Par suite il existe un entier n tel que [x — R,z + R] s’injecte dans
pn- En particulier il ne contient pas p, et R étant arbitraire, la feuille passant par x ne
contient pas de copie de p. n

On suppose maintenant o minimale et faiblement mélangeante. Rappelons qu’'une
action est dite faiblement mélangeante si I'action diagonale sur X2 est topologiquement
transitive (il existe une orbite dense), ou de fagon équivalente, si pour tous ouverts non
vides N, N', B, B’ de X, il existe v € Z, Ny C N et B; C B non vides tels que yN; C N’
et yBy C B’ (voir e.g. [14]). La suite de Chacdn ([14, page 27]), par exemple, définit
une action minimale et faiblement mélangeante de Z. On note encore SX la suspension
de a.



Lemme 13. Aucune feuille de SX n’est périodique.

Démonstration. Soit f une feuille de SX. Supposons qu’il existe une translation 6 de
f qui préserve la coloration. L’action de Z sur X induit une action libre simpliciale sur
f, ayant une orbite de sommets et une orbite d’arétes (car Z est abélien). Par suite 6
coincide, en restriction a f, avec I'action d’'un automorphisme vy € Z. Alors v préserve
la coloration de X. En effet tout point x € S est limite de sommets de f, qu’on peut
supposer de méme couleur que z (la coloration étant ouverte), donc x et ya sont de la
méme couleur, puisque c’est le cas en restriction a f.

Il suffit donc de vérifier qu'un automorphisme non trivial § € Z ne peut pas
préserver la coloration. Ceci résulte de I'hypothese de mélange, qui permet d’impo-
ser un nombre fini de conditions au sens suivant. Notons A = (0) et k le cardinal de
Z/A. 11 existe (par récurrence finie) deux ouverts U C B et V C N non vides, et
Yo=1,7,...,7_1 dans Z tels que pour tout ¢ = 0..k — 1, on ait

wU CB et 7V Ca(i)N.

Soit v € Z tel que yU NV # (. Alors v = a(ig) A pour ig < k et A € A, et, comme
on a v,YU N ~;,V # 0, les inclusions précédentes donnent vB N «(ig)N # (). Donc
ABN N # (). [ ]

Remarque. On peut aussi bien utiliser un ensemble dénombrable de couleurs
XZCll_IC'QI_IchI
Aucune de ces couleurs ne sera invariante par un automorphisme 6 € Z non trivial.

Lemme 14. Etant donnée une coloration périodique de la droite réelle, la longueur
du plus grand segment de cette coloration qui s’injecte dans une feuille de SX est fina.

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite p,, de segments d’une droite périodique
fixée, dont la longueur tend vers 'infini, et qui s’injectent chacun dans 1'une des feuilles
de SX en respectant les colorations. Soit x,, un sommet au centre de p,, et x une valeur
d’adhérence de z,, dans X. Alors la feuille passant par x est périodique. n

3. Densités et mesures invariantes. Supposons maintenant que « est, de plus,
uniquement ergodique sur ’espace de Cantor X, i.e. qu’il existe exactement une mesure
de probabilité invariante sur X. (La suite de Chacén, par exemple, est uniquement
ergodique [14, page 101].) Soient H,, : C'(X) — C(X) les applications linéaires positives
définies par

ou B(z,n) est 'ensemble des sommets de la feuille passant par x a distance inférieure
a n de x sur cette feuille. Il est bien connu que H, f converge uniformément vers une
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fonction constante pour toute fonction f (cette propriété caractérise I'unique ergodicité,
voir le chapitre 4 dans [14]). Soit X = N U B une coloration de X en noir et blanc
(N, B ouverts). On appelle densité de noir le nombre 6 = 6(N) = lim H,,(xn) € [0,1].
On a
#B(z,n) NN

2n
ol la limite est indépendante de x € X et la convergence uniforme en z.

0 = lim

4. De la dimension 1 a la dimension 2. Soient §,d" €]0, 1[. Considérons deux
droites d et d' colorées, quasi-périodiques de densité de noirs § et ¢’ respectivement
(obtenues comme feuille d’une action « uniquement ergodique faiblement mélangeante
de Z sur un espace de Cantor coloré X = N LU B comme dans la partie précédente).
Fixons deux sommets consécutifs u et v sur d, le premier noir et le second blanc.

Soit IT un plan euclidien pavé en triangles équilatéraux. Colorons II en prenant d
et d’ pour modeles de la fagon suivante. Soient deux droites simpliciales ¢ et ¢ de II
formant un angle de 7/3. La premiere droite (appelée horizontale) est colorée suivant
d, en placant u a I'intersection. La seconde est colorée suivant d’, en placant un sommet
noir a l'intersection. On étend alors cette coloration a chaque droite parallele a ¢, en
conservant d pour modele et en placant u ou v a 'intersection avec ¢ selon la couleur.

Proposition 15. Le plat 11 est quasi-périodique.

Démonstration. Il est facile de vérifier qu’il y a quatre colorations possibles pour les
droites paralleles a ¢ : entierement noire, entierement blanche, selon le modele d’ ou
selon son négatif d’. Numérotons de 1 & 4 les sommets de la droite ¢ suivant les cas.
Comme le numéro d’un sommet ne dépend que de la couleur de ce sommet et de son
voisin de droite, cette numérotation est quasi-périodique.

Montrons que II est quasi-périodique. Soit P un parallélogramme de Il déterminé
par deux segments p C ¢ et p’ C ¢'. Ainsi p est numéroté et p’ est coloré. Puisque la
numérotation de ¢ est quasi-périodique, il existe un rayon R tel que tout segment de
longueur R de ¢ contienne une copie de p. De méme il existe un rayon R’ tel que tout
segment de longueur R’ de ¢’ contienne une copie de p’. Alors tout parallélogramme de
taille R x R’ contenu dans II contient au moins une copie de P. n

Dans le plan IT ainsi défini, la densité de noirs dans les boules simpliciales converge
uniformément vers §, puisque c’est le cas sur ¢ et ses translatés. Nous noterons II5 un
tel plan. Il est facile de voir que Il n’est pas périodique (car il ne l'est pas dans la
direction de /).

Proposition 16. L’adhérence de Il dans la lamination L des colorations du plan
est une lamination minimale; si de plus § # ¢, les adhérences correspondantes sont
disjointes dans L.

Démonstration. Le premier point est analogue a la proposition 8, et le second résulte
de la convergence uniforme de la limite des densités de noirs dans les boules de Il et
H(g/. .
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5 CONSTRUCTION D’IMMEUBLES SANS PERIODIQUE DANS LEUR ADHERENCE

Soit Fj une face d’'un plat Il muni d’un bicoloriage de ses sommets. On supposera
que toutes les droites dans 'une au moins des trois directions simpliciales sont colorées
de fagon quasi-périodique non périodique (par exemple de la méme fagon, comme dans
la partie précédente).

On supposera ¢ = 2 ou q = 5.

Proposition 17. Il existe un immeuble triangulaire A d’ordre q, une face F de
A et une correspondance ¢ : F' — Fy avec la propriété suivante : pour tout plat 11
contenant la face F, l'unique application 11 — 11y qui étend ¢ respecte le bicoloriage
donné par la nature du link d’ordre deux dans A lorsque q = 2, et la parité du nombre
de liaisons projectives voisines dans le cas q = 5.

Démonstration. On consideére une boule By de rayon 2 (d'un immeuble triangulaire
d’ordre ¢) de centre le sommet Sy et de type celui du sommet Ay de la face Fy =
(Ao, A1, A2). On choisit alors une face F' = (Sp, S, S2) quelconque de cette boule.

Pour tout sommet S de la sphere de rayon 1 de Bs, il existe un unique sommet
A de IIj tel que, pour tout disque plat D de rayon 1 inclus dans B, qui contient la
face F' et le sommet S, 'unique injection i : D — Il telle que i(S;) = A;, pour tout
Jj =0,1,2, vérifie i(S) = A. En effet, étant donné un disque D’ de B; qui contient F,
on peut construire une rétraction pp p de By sur D' qui préserve les distances a F' et
fixe I'intersection D N D" (voir [8]). Ceci permet de définir A.

Les théoremes de prescription 4 ou 5 permettent alors de prolonger la boule By en
une boule Bs de rayon 3 telle que le type de S soit celui du point A correspondant, et
ce pour tous les sommets S de la sphere de rayon 1 de Bs.

On itere ce raisonnement pour étendre les boules de centre Sy en un immeuble A
qui satisfait le théoreme. n

Lemme 18. Pour tout disque D d’un plat 11 d’un immeuble A, il existe un plat
I1; contenant la face Fy et dont lintersection avec D contient au moins un Secteur
simplicial de D issu de son centre et d’ouverture w/3.

Démonstration. Considérons le segment géodésique v qui réalise la distance entre le
centre O de la face Fj et le centre du disque D. Il existe alors dans I un secteur opposé
a v d’ouverture 7/3, et un plat II; contenant a la fois ce secteur et ~. ™

Soit A comme dans la proposition 17.

Lemme 19. Pour tout plat coloré périodique 11, il existe un rayon R tel que le plus
grand disque de 11 qui se plonge dans un plat de A (en respectant la coloration donnée
par le type des sommets) soit de rayon < R.

Démonstration. Pour tout disque D de rayon R plongé dans A, il existe d’apres la
proposition 18 un disque D' C D de rayon R/4 contenu dans un plat qui passe par
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Fy. Notons Ry la longueur du plus grand segment de II qui se plonge dans la direction
quasi-périodique du plat modele Iy (voir le lemme 14). Alors R = 4R, convient. m

Lemme 20. Soit G un groupe qui opére de facon co-compacte sur un immeuble
triangulaire X . Alors X posséde un plat périodique sous ’action de G.

Démonstration. Soit v une géodésique de X dont la direction n’est pas singuliere et qui
est périodique dans le quotient X /G, par exemple une géodésique faisant un angle /6
avec une direction singuliere. Cette géodésique contient deux points distincts u = y(to)
et v = 7(;) qui sont identifiés dans le quotient et tels que I'image de v dans le quotient
ait méme dérivée en ¢y et t1. Soit ¢ € G qui envoie u sur v et qui identifie v/(¢y) et
+'(t1). En reportant le segment [u, v] par g, on obtient alors une géodésique g, 'axe de
g. Cette géodésique est dans un unique plat IT (car non singuliere). L'unicité du plat
IT qui contient 7, fait que g translate ce plat tout entier. Rappelons que cette unicité
provient de la propriété locale suivante : deux arétes opposées dans un link se trouvent
dans un unique plat. Or, dans le quotient, les segments géodésiques fermés de longueur
donnée et d’orientations rationnelles sont en nombre fini; ainsi, on retrouve dans II
deux géodésiques distinctes v, et o paralleles a 7y et identiques dans le quotient.
Notons gy la translation du plat II définie par g et hg une translation de Il qui envoie
1 sur ¥, et qui se projette sur l'identité. Deux points de II identifiés sous I'action de
(go, ho) le sont aussi sous l'action de G, ce qu’il fallait démontrer. Précisons que, dans
le cas ou G opere librement, il existe h € G dont la restriction au plat IT donne un hy,
et G contient alors un sous-groupe isomorphe a Z x Z qui translate II. n

Théoréeme 21. La feuille définie par I'immeuble A n’admet pas de feuille compacte
dans son adhérence.

Démonstration. En effet, soit A; un immeuble qui admet un quotient compact. On
sait d’apres le lemme précédent, qu’il doit avoir des plats périodiques. Dong, si la feuille
définie par A; est dans ’adhérence de celle définie par A alors des disques périodiques
de tailles arbitrairement grandes doivent se trouver dans A. Ce qui est exclu d’apres
le lemme 19. u

Théoreme 22. Soient Il et [1; deux colorations dont les adhérences sont disjointes
dans la lamination L. Les immeubles Ay et Ay modelés respectivement sur Iy et 11y
correspondent alors a des feuilles dans A, d’adhérences disjointes.

Démonstration. Supposons qu'il existe un immeuble (pointé en x) A € AgNA;. On
trouve alors des boules de A (centrée en x) de rayons arbitrairement grands contenues
a la fois dans Ag et dans A;. Ceci donne aussi pour tout R des boules du plat modele
IIy de rayon R/4 (comme dans la démonstration du lemme 19) qui contiennent a leur
tour des boules de l'autre plat modele II; de rayon R/16. Et ceci est contradictoire
avec le fait que Ily et II; sont d’adhérences disjointes dans L. n
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6 EXISTENCE D’'IMMEUBLES QUASI-PERIODIQUES

Dans cette section nous concluons la démonstration des théoremes 1, 2 et 3 annoncés
en introduction. Rappelons que ces théoremes énoncent respectivement :

1. Texistence d’une infinité d’immeubles triangulaires quasi-périodiques non pério-
diques d’ordre ¢,

2. T'existence d'une infinité de sous-espaces feuilletés minimaux dans A,

3. l'existence d'une infinité de mesures transverses quasi-invariantes ergodiques sur
A,, a supports disjoints et non supportées sur une feuille compacte.

Ces énoncés résultent des théoremes 23 et 24 ci-dessous. De plus nous montrons dans
le corollaire 25 qu’on ne peut pas faire de classification complete des immeubles trian-
gulaires.

1. Laminations sans feuille compacte et laminations minimales.

Théoreme 23. Soit A un immeuble dont l’adhérence ne contient pas de feuille
compacte. Il existe un immeuble quasi-périodique non périodique I C A. La lamination
I associée est minimale et contient un nombre non dénombrable de feuilles, toutes
quasi-périodiques non périodiques.

Démonstration. Ordonnons les parties saturés de A par inclusion et choisissons &
I'aide du lemme de Zorn une partie minimale S C A (invariante compacte) pour cet
ordre. Clairement toutes les feuilles de cette sous-lamination sont denses. De plus cette
lamination n’est pas réduite a une feuille compacte, donc contient un nombre non
dénombrable de feuilles d’apres le théoreme de Baire. Chacune de ces feuilles est un
immeuble quasi-périodique non périodique (cf. prop. 8). =

2. Laminations minimales et mesures quasi-invariantes. Soit 7" C A, une lami-
nation minimale associée a un immeuble quasi-périodique non périodique et S C S, la
transversale des sommets. Le théoreme suivant, bien connu en théorie des feuilletages,
est du a L. Garnett. Il permet de passer d’un concept topologique a un concept mesuré
de quasi-périodicité ([16]).

Théoreme 24. [] existe une mesure de probabilité ergodique et quasi-invariante sur

S.

Démonstration. Rappelons que les feuilles de T" sont munies d’une structure cellulaire
donnée par les immeubles qui les définissent (voir [6]). On note ~ la relation d’adjacence
induite par le 1-squelette de T'. Considérons 'opérateur de diffusion H : C(S) — C(5)
défini par

val(z)

Hf@) = —— 3 f(y),
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ou val(z) est la valence de x dans T'. Clairement || H f|| < || f]|,i.e. H est une contraction
de C(S). Soit I — H V'opérateur de Laplace associé & H. Ainsi, si z est un maximum
de f,on a (I — H)f(z) > 0, alors que si ¢’est un minimum, on a (I — H) f(x) < 0. Par
suite toute fonction dans I’adhérence de I'image de I — H prend a la fois des valeurs
positives et négatives. En particulier 1 ¢ Im(I — H).

Définissons une forme linéaire p : C1 @ Im(/ — H) — C par pu(c @ f) = ¢ de sorte
que ||p]] < 1. D’apres le théoreme de Hahn-Banach, p s’étend a C'(S) en une forme
linéaire continue de norme < 1. Comme p(1) = 1, p est représentée par une mesure de
probabilité (encore notée p) sur S qui vérifie par construction

[ Hsan= [ rau

(on dit que p est harmonique relativement a H). Soit ¢ un isomorphisme borélien de
S tel que p(z) ~ x. Si A C S est une partie borélienne, on a (en notant ¢ le nombre
de sommets des links d’ordre ¢)

[

p(A) = [ S i) > 1 [ xalelo)duta) > 1au(eA),

val(z)

donc 1 est quasi-invariante. La proposition en résulte, quitte a désintégrer p en com-
posantes ergodiques [10]. Remarquons que l'estimée des dérivé de Radon-Nikodym
donnée par cette démonstration est trop faible pour appliquer le critere A\; > 1/2 pour
la propriété T de Kazhdan (cf. [18]). n

Corollaire 25. Il n’existe pas de classification borélienne des immeubles triangu-
laires. En d’autres termes il n'existe pas de fonction borélienne ¢ : Ay — X, ou X
est un espace borélien standard, qui se factorise a l’espace quotient E, des immeubles
triangulaires, et telle que c(A) # c(A') lorsque les immeubles A et A’ ne sont pas
1somorphes.

Démonstration. Rappelons que X est mesurablement isomorphe & l'intervalle [0, 1]
(ou un ensemble dénombrable). Le corollaire résulte immédiatement de 1'existence
de mesure ergodiques p sur S non concentrées sur une feuille compacte (proposition
précédente). En effet, soit ¢ : S — [0,1] une fonction borélienne constante sur les
feuilles. Par ergodicité c¢ est u-presque stirement constante et il y a donc une famille
non dénombrable de feuilles du support de p qu’elle ne peut pas distinguer. n
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