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Abstract

多項式係数の線型常微分方程式の解析にはmiddle convolutionとそれに対応する Riemann

Liouville変換が有益であった（cf. [3, 4, 6, 7, 11]). 多変数超幾何級数に対して，その拡張
にあたる積分変換を導入する（cf. [12]）．さらに，古典的な超幾何級数や KZ方程式との関
係を調べ，あたらな超幾何函数の例を考える．

1 積分変換
ベータ積分を一般化した Dirichletの積分は∫

t1>0,...,tn>0
t1+···+tn<1

tλ1−1 · · · tλn−1(1− t1 − · · · − tn)
µ−1dt

=

∫ 1

0

tλ1−1
1 dt1

∫ 1−t1

0

tλ2−1
2 dt2 · · ·

∫ 1−t1−···−tn−1

0

tλn−1
n (1− t1 − · · · − tn−1 − tn)

µ−1dtn

(tn = (1− t1 − · · · − tn−1)s)

=

∫ 1

0

tλ1−1
1 dt1

∫ 1−t1

0

tλ2−1
2 dt2 · · ·

∫ 1

0

(1− t1 − · · · − tn−1)
λn+µ−1sλn(1− s)µ−1ds

=
Γ(µ)Γ(λn)

Γ(λn + µ)

∫ 1

0

tλ1−1
1 dt1 · · ·

∫ 1−t1−···−tn−2

0

t
λn−1−1

n−1 (1− t1 − · · · − tn−1)
λn+µ−1dtn−1

=
Γ(µ)Γ(λn)

Γ(λn + µ)
× Γ(λn + µ)Γ(λn−1)

Γ(λn−1 + λn + µ)
× · · · × Γ(λ2 + · · ·+ λn + µ)Γ(λ1)

Γ(λ1 + · · ·+ λn + µ)

=
Γ(λ1) · · ·Γ(λn)Γ(µ)
Γ(λ1 + · · ·+ λn + µ)

となる．これに注意して λ = (λ1, · · · , λn) ∈ Cn, µ ∈ Cで定まる積分変換

(Kµ,λ
x u)(x) :=

1

Γ(µ)

∫
t1>0,...,tn>0
t1+···+tn<1

tλ1−1
1 · · · tλn−1

n (1−t1− · · ·−tn)µ−1u(t1x1, . . . , tnxn)dt1 . . . dtn
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を考えよう．この変換は変数 x = (x1, . . . , xn)の収束べき級数環 O0 における線形変換を定め

O0 3 u(x) =
∑
m≥0

cmx
m 7→ Kµ,λ

x u(x) =
∑
m≥0

cm
Γ(λ+m)

Γ(|λ+m|+ µ)
xm ∈ O0

となる．ここで

m = (m1, . . . , nn) ≥ 0 ⇔ m1 ≥ 0, . . . ,mn ≥ 0,

|α| = α1 + · · ·+ αn, α+ c = (α1 + c, . . . , αn + c), m! = m1! · · ·mn!,

xα = xα = xα1
1 · · ·xαn

n , (c− x)α = (c− x1)
α1 · · · (c− xn)

αn ,

Γ(α) = Γ(α1) · · ·Γ(αn), (α)m =
Γ(α+m)

Γ(α)

というような記号を用いる．このとき, たとえば

(1− |x|)−λ =
∑
m≥0

(λ)|m|

m!
xm, e|x| =

∑
m≥0

xm

m!
.

一方，0 ≤ Re s < 1, 0 < c < 1− Re s のとき，積分∫ c+i∞

c−i∞
t1−λ(1− s− t)−τ dt

t = (1− s)1−λ−τ

∫ c+i∞

c−i∞

(
t

1−s

)1−λ(
1− t

1−s

)1−λ−τ dt
t

= (1− s)1−λ−τ

∫ c+i∞
1−s

c−i∞
1−s

t1−λ(1− t)−τ dt
t

= (1− s)1−λ−τ

∫ c+i∞

c−i∞
t1−λ(1− t)−τ dt

t

•
1

+∞•
c

•
0

c+i∞ c+i∞
1−s

= (1− s)1−λ−τ (−e−τπi + eτπi)

∫ ∞

1

t1−λ(t− 1)−τ dt
t

= (1− s)1−λ−τ · 2i sin τπ
∫ 1

0

( 1u )
1−λ( 1u − 1)−τ du

u (u = 1
t )

=
2πi(1− s)1−λ−τ

Γ(τ)Γ(1− τ)

∫ 1

0

uλ−1+τ−1(1− u)−τdu

= 2πi
Γ(λ+ τ − 1)

Γ(τ)Γ(λ)
(1− s)−(τ+λ−1)

から, 積分公式
∫ 1

n+1+i∞

1
n+1−i∞

· · ·
∫ 1

n+1+i∞

1
n+1−i∞

t1−λ(1− t1 − · · · − tn)
−τ dt1

t1
· · · dtn

tn

= (2πi)n
Γ(λ1 + τ − 1)

Γ(τ)Γ(λ1)

Γ(λ1 + λ2 + τ − 2)

Γ(λ1 + τ − 1)Γ(λ2)
· · · Γ(|λ|+ τ − n)

Γ(λ2 + · · ·+ λn−1 + τ − n− 1)Γ(λn)

= (2πi)n
Γ(|λ|+ τ − n)

Γ(λ)Γ(τ)
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が Dirichletの積分と同様に得られる．そこでこれを用いた積分変換

(Lµ,λ
x u)(x) :=

Γ(µ+ n)

(2πi)n

∫ 1
n+1+i∞

1
n+1−i∞

· · ·
∫ 1

n+1+i∞

1
n+1−i∞

t1−λ(1− |t|)−µ−nu(x1

t1
, . . . , xn

tn
)dt1t1

· · · dtn
tn

を定義すると

O0 3 u(x) =
∑
m≥0

cmx
m 7→ Lµ,λ

x u(x) =
∑
m≥0

cm
Γ(|λ+m|+ µ)

Γ(λ+m)
xm ∈ O0

となり，Kµ,λ
x の逆変換となる．

定義した 2つの積分変換をまとめると

定理 1. Kµ,λ
x

∑
m≥0

cmx
m =

Γ(λ)

Γ(|λ|+ µ)

∑
m≥0

(λ)m
(|λ|+ µ)|m|

cmx
m

Lµ,λ
x

∑
m≥0

cmx
m =

Γ(|λ|+ µ)

Γ(λ)

∑
m≥0

(|λ|+ µ)|m|

(λ)m
cmx

m

となり，これら積分変換は Reλj > 0 (j = 1, . . . , n), Reµ > 0 のとき定義されるが，パラメー
タについての解析接続により，Kµ,λ

x は λj 6∈ {0,−1,−2, . . .} (j = 1, . . . , n) のとき，Lµ,λ
x は

|λ|+ µ 6∈ {0,−1,−2, . . .}のとき，O0 上で定義される．また以下が成り立つ．

Kµ,λ+λ′

x = x−λ′
◦Kµ,λ

x ◦ xλ
′
, Lµ,λ+λ′

x = x−λ′
◦ Lµ,λ

x ◦ xλ
′
. (1.1)

x2 = · · · = xn = 0とおくと接続係数の計算に役立つ以下の結果が得られる.

定理 2. u(x) ∈ O0 に対し(
Kµ,λ

x u
)
(x1, 0, . . . , 0) =

Γ(λ2) · · ·Γ(λn)
Γ(λ2 + · · ·+ λn + µ)

Kµ+|λ|−λ1,λ1
x1

(u|x2=···=xn=0),(
Lµ,λ
x u

)
(x1, 0, . . . , 0) =

Γ(λ2 + · · ·+ λn + µ)

Γ(λ2) · · ·Γ(λn)
Lµ+|λ|−λ1,λ1
x1

(u|x2=···=xn=0).

2 いくつかの古典的な例
前節の結果から，いくつかの古典的な超幾何函数の積分表示が得られる．
一変数の場合は

(Kµ,1
x u)(x) =

1

Γ(µ)

∫ 1

0

(1− t)µ−1u(tx)dt =
1

Γ(µ)

∫ x

0

(1− s
x )

µ−1u(s)dsx (s = tx)

= x−µ 1

Γ(µ)

∫ x

0

(x− s)µ−1u(s)ds.

よって
　Kµ,1

x = x−µIµ0 ,

Iµ0 u(x) :=
1

Γ(µ)

∫ x

0

(x− t)µ−1u(t)dt (Riemann-Liouville積分).
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Iµ0 は，方程式のmiddle convolutionに対応する変換で，P1 上の線型微分方程式の変換論で重要で
ある（cf. [4, 6, 7, 11]）．

Kµ,λ1
x (1− x)−λ0 =

Γ(λ1)

Γ(λ1 + µ)

∞∑
m=0

(λ1)m
(λ1 + µ)m

(λ0)m
m!

xm

=
Γ(λ1)

Γ(λ1 + µ)
F (λ0, λ1, λ1 + µ, x) (Gaussの超幾何関数),

Kµ,λ
x ex =

Γ(λ)

Γ(λ+ µ)

∞∑
m=0

(λ)m
(λ+ µ)mm!

xm

=
Γ(λ)

Γ(λ+ µ)
1F1(λ, λ+ µ, x) (Kummerの合流型超幾何関数).

2変数の例を一つ挙げる：

Kµ,λ1,λ2
x,y (1− x− y)−λ0 =

Γ(λ1)Γ(λ2)

Γ(λ1 + λ2 + µ)

∑
i, j≥0

(λ1)i(λ2)j
(λ1 + λ2 + µ)i+j

(λ0)i+j

i!j!
xiyj

=
Γ(λ1)Γ(λ2)

Γ(λ1 + λ2 + µ)
F1(λ0;λ1, λ2;λ1 + λ2 + µ;x, y) (Appellの F1).

Lauricella の超幾何級数は，以下のように表せる．

FD(λ0,λ, µ;x) :=
∑
m≥0

(λ0)|m|(λ)m

(µ)|m|m!
xm =

Γ(µ)

Γ(λ)
Kµ−|λ|,λ

x (1− |x|)−λ0 ,

FA(λ0,µ,λ;x) :=
∑
m≥0

(λ0)|m|(µ)m

(λ)mm!
xm

=
Γ(λ)

Γ(µ)
Kλ1−µ1,µ1

x1
· · ·Kλn−µn,µn

xn
(1− |x|)−λ0

=
Γ(λ)

Γ(λ0)
Lλ0−|λ|,λ
x (1− x)−µ,

FB(λ,λ
′, µ;x) :=

∑
m≥0

(λ)m(λ′)m
(µ)|m|m!

xm =
Γ(µ)

Γ(λ)
Kµ−|λ|,λ

x (1− x)−λ′
,

FC(µ, λ0,λ;x) :=
∑
m≥0

(µ)|m|(λ0)|m|

(λ)mm!
xm =

Γ(λ)

Γ(µ)
Lµ−|λ|,λ
x (1− |x|)−λ0 .

特に n = 2のとき，FD, FA, FB , FC は Appellの超幾何級数 F1, F2, F3, F4 となる．

Hornの 2変数合流型超幾何級数のいくつかの例をあげる：

Φ2(β, β
′; γ;x, y) :=

∞∑
m=0

∞∑
n=0

(β)m(β′)n
(γ)m+nm!n!

xmyn

=
Γ(γ)

Γ(β)Γ(β′)
Kγ−β−β′,β,β′

x,y ex+y,
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Ψ1(α;β; γ, γ
′;x, y) :=

∞∑
m=0

∞∑
n=0

(α)m+n(β)m
(γ)m(γ′)nm!n!

xmyn

=
Γ(γ)Γ(γ′)

Γ(α)
Lα−γ−γ′,γ,γ′

x,y (1− x)−βey,

Ψ2(α; γ
′, γ′;x, y) :=

∞∑
m=0

∞∑
n=0

(α)m+n

(γ)m(γ′)nm!n!
xmyn

=
Γ(γ)Γ(γ′)

Γ(α)
Lα−γ−γ′,γ,γ′

x,y ex+y.

3 さらなる積分変換
導入した積分変換と Cn の座標変換 Cn 3 x 7→ R(x) ∈ Cn との合成を考えよう．まず

(Tx→R(x)ϕ)(x) := ϕ(R(x))

とおく．また {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}に対し

y = (xi1 , . . . , xik)

とおく．さらに µ ∈ C と λ ∈ Ck に対して，

Kµ,λ
y,x→R(x) := T−1

x→R(x) ◦K
µ,λ
y ◦ Tx→R(x)

Lµ,λ
y,x→R(x) := T−1

x→R(x) ◦ L
µ,λ
y ◦ Tx→R(x)

とおく．
整数成分の行列 p =

(
pi,j

)
1≤i≤n
1≤j≤n

∈ GL(n,Z)に対し，座標変換

Cn 3 x 7→ xp = xp = (xp∗,1 , . . . , xp∗,n) =
( n∏
ν=1

xpν,1
ν , . . . ,

n∏
ν=1

xpν,n
ν

)
を考えよう．さらに

pm := (p1,∗m, . . . , pn,∗m) =
( n∑
ν=1

p1,νmν , . . . ,

n∑
ν=1

pn,νmν

)
とおく．ここで

(
T−1
x→xpTx→(t1x1,...,tnxn)Tx→xpϕ

)
(x) = ϕ

(
x1

p∏
ν=1

tpν,1
ν , . . . , xn

n∏
ν=1

tpν,n
ν

)
,

に注意すると
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定義 3. (
Kµ,λ

(xi1
,...,xik

),x→xpϕ
)
(x)

=
1

Γ(µ)

∫
t1>0,...tk>0
t1+···+tk<1

tλ−1(1− |t|)µ−1ϕ
(
x1

k∏
ν=1

t
piν ,1
ν , . . . , xn

k∏
ν=1

t
piν ,n
ν

)
dt

(
Lµ,λ
(xi1

,...,xik
),x→xpϕ

)
(x) =

Γ(µ+ k)

(2πi)k

∫ c+i∞

c−i∞
· · ·

∫ c+i∞

c−i∞
t1−λ(1− |t|)−µ−k

ϕ
( x1∏k

ν=1 t
piν ,1
ν

, . . . ,
xn∏k

ν=1 t
piν ,n
ν

)dt1
t1

· · · dtk
tk

(c = 1
k+1 )

となるので，条件
piν ,j ≥ 0 (1 ≤ ν ≤ k, 1 ≤ j ≤ n) (3.1)

のもとに，これら 2つの変換は O0 上の変換となる．すなわち

(pm)i1,...,ik :=
( n∑
ν=1

pi1,νmν , . . . ,

n∑
ν=1

pik,νmν

)
とおくと

定理 4.
Kµ,λ

(xi1
,...,xik

),x→xp

∑
m≥0

cmx
m =

Γ(λ)

Γ(|λ|+ µ)

∑
m≥0

(λ)(pm)i1,...,ik

(|λ|+ µ)|(pm)i1,...,ik
|
cmx

m

Lµ,λ
(xi1

,...,xik
),x→xp

∑
m≥0

cmx
m =

Γ(|λ|+ µ)

Γ(λ)

∑
m≥0

(|λ|+ µ)|(pm)i1,...,ik
|

(λ)(pm)i1,...,ik

cmx
m

たとえば p = ( p1 p2
q1 q2 ) ∈ GL(2,Z), p1, p2, q1, q2 ≥ 0に対し，p̃ = p ⊗ In−2 ∈ GL(n,Z) とお

くと

K
µ,(λ1,λ2)

(x1,x2),x→xp̃x
m =

Γ(λ1)Γ(λ2)

Γ(λ1 + λ2 + µ)

(λ1)p1m1+p2m2
(λ2)q1m1+q2m2

(λ1 + λ2 + µ)(p1+q1)m1+(p2+q2)m2

xm,

Kµ,λ
x1,x→xp̃x

m =
Γ(λ)

Γ(λ+ µ)

(λ)p1m1+p2m2

(λ+ µ)p1m1+p2m2

xm

などとなる．さらに k = 1, p =
(
1 1
0 −1

)の例として
Kµ,λ

x,(x,y) 7→(x, xy )(1− x)−α(1− y)−β =
1

Γ(µ)

∫ 1

0

tλ−1(1− t)µ−1(1− tx)−α(1− ty)−βdt

=
Γ(λ)

Γ(λ+ µ)

∑
m≥0

(λ)m1+m2

(λ+ µ)m1+m2

(α)m1(β)m2

m1!m2!
xm1ym2

=
Γ(λ)

Γ(λ+ µ)
F1(λ, α, β, λ+ µ;x, y)

は，Appellの F1 の前節とは別の積分表示を与える．
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4 微分方程式の変換
u(x)が線型の微分方程式を満たしていると，それらに前節で導入された積分変換を施した結果
も線型の微分方程式を満たす．それを計算しよう．微分作用素の記号

∂ := d
dx , ϑ := x ∂, ∂i :=

∂
∂ xi

, ϑi := xi ∂i, W [x] := C[x]⊗ C[∂]. W (x) = C[x]⊗ C[∂]

を用いる．関数 f(x)と P ∈W (x)に対し

Ad(f(x))P := f(x) ◦ P ◦ f(x)−1

とおく．特に Ad(xλ)はW (x)の自己同形写像で

Ad(xλ) : xi 7→ xi, ∂i 7→ ∂i −λi

xi
, ϑi 7→ ϑi − λi

を満たす．さらに RP を
RP := g(x)P ∈W [x]

において degx g(x)P が最小となるように g(x) ∈W (x) \ {0}を選んで定義する．
また

Kµ
x := Kµ,(1,...,1)

x , Lµ
x := Lµ,(1,...,1)

x (4.1)

とおく．
まず一変数の場合 (n = 1)を復習しておく（cf. [6, 7]）．このとき

Kµ
x = Kµ,1

x = x−µIµ0 , L
µ
x = Lµ,1

x = I−µ
0 xµ.

P = P (x, ∂) ∈W [x]の middle convolution mcµ(P )は

∂γ P =
∑

i≥0, j≥0

ci,j ∂
i ϑj ∈W [x] (4.2)

となる γ ∈ Z≥0 を一つ選び

mcµ(P ) := ∂−δ
∑

ci,j ∂
i(ϑ− µ)j ∈W [x] (4.3)

を満たす最大の δ ∈ Z≥0 を選んで定義する．
u(x)が P (x, ∂)u = 0を満しているとする．u(x) ∈ xλO0 \ {0}であったならば条件

λ /∈ Z, λ+ µ /∈ Z (4.4)

のもとで, Iµ0 u ∈ xλ+µO0 \ {0}が well-defined で

mcµ(P )I
µ
0 u = 0
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が成立する（より一般の場合や P が原点を不確定特異点とする場合については [6, 11]）. よって，
(1.1)に注意すると

Kµ,λ
x : O0 → O0

において，u ∈ O0 \ {0}が P (x, ∂)u = 0を満たすならば，条件 (4.4)のもとでKµ,λ
x u 6= 0で(

Ad(x−λ−µ+1) ◦mcµ ◦ R ◦Ad(xλ−1)P
)
Kµ,λ

x u = 0

が成り立つ．

同様に，一般の場合もKµ
x や Lµ

x が引き起こす xλ−1O0 上の作用に対する方程式の変換を調べれ
ばよい．xi ∂i

(
u(tx)

)
=

(
xi ∂i u(x)

)
|x 7→tx に注意すると

(ϑiK
µ
xu)(x) =

1

Γ(µ)

∫ 1

0

(1− |t|)µ−1xiti(∂i u)(tx)dt = (Kµ
xϑiu)(x)

であり
∂

∂ ti

(
(1− |t|)µ−1u(tx)

)
= −(µ− 1)(1− |t|)µ−2u(tx) + (1− t)µ−1xi(∂i u)(tx)

より

xiK
µ
x ∂i = (µ− 1)Kµ−1

x = xνK
µ
x ∂ν ,

µ

∫ 1

0

(1− |t|)µ−1u(tx)dt = xi

∫ 1

0

(1− |t|)µ(∂i u)(tx)dt （上で µ 7→ µ+ 1)

= xi

∫ 1

0

(1− |t|)µ−1(1− t1 − · · · − tn)(∂i u)(tx)dt,

xiK
µ
x ∂i u = µKµ

xu+
n∑

ν=1

xi
Γ(µ)

1

xν

∫ 1

0

(1− |t|)µ−1
(
(xν ∂i u)|x→tx

)
dt

= µKµ
xu+

n∑
ν=1

xi
xν
Kµ

x ∂ixνu−Kµ
xu

= (µ− 1)Kµ
xu+

n∑
ν=1

Kµ
x ∂ν xνu = (µ+ n− 1)Kµ

xu+
n∑

ν=1

ϑνK
µ
xu.

よって

Kµ
x ◦ ϑj = ϑj ◦Kµ

x ,

Kµ
x ◦ ∂j = 1

xj
(ϑ1 + · · ·+ ϑn + µ+ n− 1) ◦Kµ

x .
(4.5)

定理 5. u(x)が Pu = 0を満たすとする（P ∈W (x)）．
i)

∂γ RP =
∑

α, β∈Nn

cα,β ∂
α ϑβ (cα,β ∈ C)
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となる最小の γ ∈ Zn
≥0 を選んで

　Kµ
x (
∑

cα,β ∂
α ϑβ) := R

∑
cα,β

( n∏
k=1

( 1
xk

(ϑ1 + · · ·+ ϑn + µ+ n− 1))αk

)
ϑβ

とおくと， Kµ
x (∂

γ RP )Kµ
xu(x) = 0が成り立つ．

ii)　 ∂γ RP |(xj ,∂j) 7→(x−1
j ,−xj(ϑj+1)), j=1,...,n =

∑
α, β∈Nn

cα,β ∂
α ϑβ (cα,β ∈ C)

となる最小の γ ∈ Zn
≥0 を選んで

Lµ
x(
∑

cα,β ∂
α ϑβ) := R

∑
cα,β

( n∏
k=1

(
xk(µ− ϑ1 − · · · − ϑn)

)αk
)
(−ϑ− 1)β

とおくと，Lµ
x(∂

γ RP )Lµ
xu(x) = 0が成り立つ．

定理の直前の議論から i) が得られるが，ii) も同様に示される（cf. [12]).

一変数のときは (4.3)により既約方程式が分かる．多変数のときは，方程式は単項生成ではなく
て，一般には既約な形で求めるのは難しいが，たとえば以下に注意することは重要である（一変数
のKµ,λ

x 場合は，以下で既約商が分かる）．

注意 6．P1, P2 ∈W [x] に対し

{u ∈ O0 | P1 = 0} = {0} ⇒ {u ∈ O0 | P1P2u = 0} = {u ∈ O0 | P2u = 0}.

5 KZ方程式
rigid な 4 点以上の特異点をもつ P1 上の Fuchs 型常微分方程式は，1 階の Pfaff 型方程式で表
し，特異点の位置も変数と見なすと KZ方程式（cf. [5]）に拡張され，多変数の超幾何微分方程式が
得られる（cf. [3, 7, 9]）. これは 1階の Pfaff型方程式と KZ方程式に対する middle convolution

を用いて示される（cf. [1, 2]）．特異点が 4点なら 2変数の超幾何微分方程式となり，4点のスペク
トル型が 21, 21, 21, 21のときは Appellの F1 の，211, 22, 31, 31のときは F2 の満たす方程式とな
る（cf. [8, 9]）．rigidで不分岐な不確定特異点を持つ場合も，同様にして不確定特異点をもつ多変
数の超幾何微分方程式が得られる (cf. [10])．
KZ方程式Mは, 特異点 xi = xj における留数行列 Ai,j を用いて表される:

M :
∂u

∂xi
=

∑
0≤ν≤q
ν 6=i

Ai,ν

xi − xν
u (i = 0, . . . , q) (5.1)

Ai,j = Aj,i ∈M(N,C) (i, j ∈ {0, 1, . . . , q + 1})

9



という Pfaff型方程式で

Ai,i = A∅ = Ai = 0, Ai,q+1 := −
q∑

ν=0

Ai,ν ,

Ai1,i2,...,ik :=
∑

1≤ν<ν′≤k

Aiν ,iν′ ({i1, . . . , ik} ⊂ {0, . . . , q + 1})

と置くと
[AI , AJ ] = 0 if I ∩ J = ∅ or I ⊂ J with I, J ⊂ {0, . . . , q + 1}

という可積分条件が満たされるものをいう．なお，既約性からM は homogeneous, すなわち

AI = 0 (#I = q + 1)

(cf. [8, 9])を仮定してよい．
対称性から，方程式 (5.1)の空間には対称群 Sq+2 が添え字の置換として作用する．
x0

x

x1

y1

x2

y2

xq−2

yq−2

xq−1

1

xq

0

xq+1

∞

一方，rigidで既約な Fuchs型方程式

du

dx
=

q∑
i=1

Ai

x− xi
u (5.2)

は，x = x0 and Ai = A0,i と置くことにより KZ方程式M に拡張できる（cf. [3, 9]）．

xq−1 = 1, xq = 0, xq+1 = ∞と変換することにより，KZ方程式 (5.1)は n = q − 1変数の超幾
何微分方程式とみなせる．そこで n = q − 1 = 2変数の場合を以下考察しよう．このとき，関係式

A01 +A01 +A03 +A12 +A13 +A23 = 0

などから，(A01, A02, A03, A12, A13) からMが定まることに注意しよう．x0 = x, x1 = y とおい
て，S5 の作用を表してみると

(x0, x1, x2, x3, x4) → (x, y, 1, 0,∞)

x0 ↔ x1 → (x, y) ↔ (y, x)

x1 ↔ x2 → (x, y) ↔ (xy ,
1
y )

x2 ↔ x3 → (x, y) ↔ (1− x, 1− y)

x3 ↔ x4 → (x, y) ↔ ( 1x ,
1
y )

となる．また，KZ方程式は次のようになる：

M :


∂ u

∂ x
=

A01

x− y
u+

A02

x− 1
u+

A03

x
u,

∂ u

∂ y
=

A01

y − x
u+

A12

y − 1
u+

A13

y
u.

(5.3)
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注意 7. S5 の作用から来る包合的座標変換

(x0, x1, x2, x3, x4) ↔ (x2, x1, x0, x4, x3) → (x, y) ↔ (x, xy )

(x0, x1, x2, x3, x4) ↔ (x0, x2, x1, x4, x3) → (x, y) ↔ ( yx , y)

は，方程式 (5.3)の原点の特異点を解消する座標変換を与える．

(x, y) 7→

S5 3

(y, x)

x0 ↔ x1

(x
y
, 1
y
)

x1 ↔ x2

(1− x, 1− y)

x2 ↔ x3

( 1
x
, 1
y
)

x3 ↔ x4

y = 0

y = 1

y = ∞

x = 0 x = 1 x = ∞

x = y
↓

↑

(x, y) ↔ (x, xy )

{|x| < ϵ, |y| < C|x|} ↔ {|x| < ϵ, |y| > C−1}
x = y = 0 ↔ x = 0

この座標変換から以下の定理が得られることに注意しよう．

定義 8．方程式 (5.3)の原点（resp. xi = xj）の近傍での解が simple monodromyをもつ，とは
原点（resp. xi = xj の generic points）の近傍で特異点を除いて解析接続したものが 1次元の線型
空間に入っているもののこととする．

定理 9．方程式 (5.3)の原点（x0 = x1 = x3）の近傍での simple monodromyをもつ解と x2 = x4

の近傍での simple monodromyをもつ解とは１対１に対応する．

KZ方程式 (5.1)の convolutionに対応する解 u(x, y)の変換は

(m̃cµu)(x, y) :=

I
µ+1
x,0

u(x,y)
x−y

Iµ+1
x,0

u(x,y)
y

Iµ+1
x,0

u(x,y)
x

 =


1

Γ(µ+1)

∫ x

0
(1− t)µ u(t,y)

t−y dt
1

Γ(µ+1)

∫ x

0
(1− t)µ u(t,y)

y dt
1

Γ(µ+1)

∫ x

0
(1− t)µ u(t,y)

t dt

 .

で与えられるので，Kµ,λ
x = x−µ−λ ◦ Iµx,0 ◦ xλ に対応する変換を

(K̃µ,λ
x u)(x, y) =

Kµ+1,λ
x

xu(x,y)
x−y

Kµ+1,λ
x

xu(x,y)
x−1

Kµ+1,λ
x u(x, y)

 (5.4)

と定義する．KZ方程式 (5.1)の解 uに対し ũ = K̃µ,λ
x uとおくと，ũは

∂ ũ

∂ xi
=

∑
0≤ν≤3
ν 6=i

Ãi,ν

xi − xν
ũ (5.5)

を満たすが，一般にはこの方程式は可約なので，既約商とした方程式

M̄ :
∂ ū

∂ xi
=

∑
0≤ν≤3
ν 6=i

Āi,ν

xi − xν
ū. (5.6)
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を考える．これらの行列 Ãi,j，Āi,j は

Ã01 =

µ+A01 A02 A03 + λ
0 0 0
0 0 0

 , Ã02 =

 0 0 0
A01 µ+A02 A03 + λ
0 0 0

 ,

Ã03 =

−µ− λ 0 0
0 −µ− λ 0

A01 A02 A03

 , Ã04 =

−A01 + λ −A02 −A03 − λ
−A01 −A02 + λ −A03 − λ
−A01 −A02 −A03

 ,

Ã12 =

A12 +A02 −A02 0
−A01 A12 +A01 0
0 0 A12

 , Ã13 =

A13 +A03 + λ 0 −A03 − λ
0 A13 0

−A01 0 A01 +A13

 ,

Ã14 =

A23 − µ− λ 0 0
A01 A02 +A03 +A23 0
A01 0 A02 +A03 +A23

 ,

Ã23 =

A23 0 0
0 A03 +A23 + λ −A03 − λ
0 −A02 A02 +A23

 ,

Ã24 =

A01 +A13 +A03 A02 0
0 A13 − µ− λ 0
0 A02 A01 +A13 +A03

 ,

Ã34 =

A12 +A01 +A02 + µ 0 A03 + λ
0 A12 +A01 +A02 + µ A03 + λ
0 0 A12

 .

で与えられる．なお，簡単のため A01 = A0,1 などと書いた．このとき C3N の部分空間

L :=

 kerA01

kerA02

kerA03 + λ

+ ker(Ã04 − µ− λ)

=

 kerAy

kerA1

kerA0 + λ

+ ker

Ay + µ A1 A0 + λ
Ay A1 + µ A0 + λ
Ay A1 A0 + µ+ λ

 (5.7)

は Ãi,jL ⊂ Lを満たすので，Āi,j を，商空間 C3N/L上に Ãi,j が引き起こす線形変換に対応する
サイズ 3N − dimLの正方行列として定義する．ここで λと µが genericならば

L =

kerA01

kerA02

0

 .

となることに注意しよう．
さらに KZ方程式に対して次の変換を考える．

K̃µ,λ
y := T(x,y) 7→(y,x) ◦ K̃µ,λ

x ◦ T(x,y) 7→(y,x),

K̃µ,λ
x,y := T(x,y) 7→(x, xy ) ◦ K̃µ,λ

x ◦ T(x,y) 7→(x, xy ).
(5.8)

(x, y) 7→ (y, x)と (x, y) 7→ (x, xy )は (x0, x1, x2, x3, x4) 7→ (x1, x0, x2, x3, x4)と (x0, x1, x2, x3, x4) 7→
(x2, x1, x0, x4, x3)に対応するので，K̃µ,λ

y u や K̃µ,λ
x,y u の満たす既約方程式は容易に計算できる．
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6 一つの例
最後に Appellの F1 の自然な拡張として，KZ 方程式を満たす 2変数超幾何級数の例を考察し
てみる．すなわち

p∏
i=2

K̃
−α′

i−αi,αi
x

q∏
j=2

K̃
−β′

j−βj ,βj

y

r∏
r=1

K̃
−γ′

k−γk,γk
x,y (6.1)

を方程式 du = α1u
dx
x−1 + β1u

dy
y−1 に施して得られる KZ 方程式 (5.3) で，その一般化 Riemann

scheme（cf. [6, §4]）は
A01 A02 A03 A04 A12

[0]pq+(p+q−1)r [0]pr+(p+r−1)q [α′
i]q+r [αi]q+r [0]qr+(q+r−1)p

[−α′′ − β′′]r [−α′′ − γ′′]q βj + γ′k β′
j + γk [−β′′ − γ′′]p

A13 A23 A14 A24 A34

[β′
j ]p+r [γk]p+q [βj ]p+r [γ′k]p+q [0]pq+qr+rp−(p+q+r)+1

αi + γ′k αi + βj α′
i + γk α′

i + β′
j [−α′′ − β′′ − γ′′]2

[−α′′ − β′′]r−1

[−β′′ − γ′′]p−1

[−α′′ − γ′′]q−1


,

(6.2)

α′′
i := αi + α′

i, β
′′
j := βj + β′

j , γ
′′
k := γk + γ′k, α

′
1 = β′

1 = 0,

α′′ =

p∑
i=1

α′′
i , β

′′ =

q∑
j=1

β′′
j , γ

′′ =

r∑
k=1

γ′′k ,

1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q, 1 ≤ k ≤ r (p ≥ 1, q ≥ 1, r ≥ 1).

(6.3)

となる．すなわち，留数行列 A01 はサイズが R = pq + qr + rpで，重複度 pq + (p + q − 1)r の
固有値 0と重複度 rの固有値 −α′′ − β′′ を持っている．また，αi, βj , γk, α

′
i, β

′
j , γ

′
k が genericな

ら，Ai,j は対角化可能で KZ方程式は既約である．この KZ方程式の解には

ϕ(x, y) =
∞∑

m=0

∞∑
n=0

∏p
i=1(αi)m

∏q
j=1(βj)n

∏r
k=1(γk)m+n∏p

i=1(1− α′
i)m

∏q
j=1(1− β′

j)n
∏r

k=1(1− γ′k)m+n
xmyn

with α′
1 = β′

1 = 0

(6.4)

が最後の成分となるものがある (cf. (5.4))．特に

ϕ(x, y) = F1(γ1, α1, β1, 1− γ′1;x, y) (p = q = r = 1)

Riemann scheme (6.2) は [8, Theorem 7.1]（cf. [9]）と (6.1)から得られる（数式処理プログラ
[13]でも計算できる）．また x変数の常微分方程式とみたときの rigid指数は

IdxxM = (R− q)2 + q2 + (R− r)2 + r2 + 2(p(q + r)2 + qr)− 2R2

= 2− 2(q − 1)(r − 1)(q + r + 1)
(6.5)

となるので，それが rigidとなる必要十分条件は r = 1または q = 1で与えられる．

13



定理 9より，原点で pq 個の simple monodromyを持つ独立解が存在することがわかる（A24 の
重複度 1の固有値 α′

i + β′
j の個数）．また

15の正規交差の特異点がある：{xi = xj}と {xk = xℓ}の交点（#{i, j, k, ℓ} = 4）
⊃ うち 6点（j = 3, ℓ = 4）は同時特性指数がすべて重複度 1

⇒ その 6点では pq + qr + rp個の局所独立解がべき級数で具体的に得られる.

その局所独立解は，(6.4)の形のべき級数で表せるものとべき級数

ψ(x, y) =

∞∑
m=0

∞∑
n=0

∏p
i=1(αi)m

∏q
j=1(βj)n

∏r
k=1(γk)m−n(γ

′
k)n−m∏p

i=2(1− α′
i)m

∏q
j=2(1− β′

j)nm!n!
xmyn (6.6)

で表せるものとからなる．6点間での接続係数の計算は定理 2を使うと既知の一般超幾何 mFm−1

の 0と∞間の接続係数に帰着される．
K̃µ,λ

x , K̃µ,λ
y , K̃µ,λ

x,y による留数行列や Riemann schemeの変換は，数式処理 Risa/Asirのライ
ブラリ [13]でサポートされている．たとえば

Sp=os_md.mc2grs(0,["K",[4,3,2]]);

os_md.mc2grs(Sp,"get"|dviout=1,div=5);

とすると (p, q, r) = (4, 3, 2)のときの (6.2)が得られる．なお，Spは 15個の正規交差特異点にお
ける同時特性指数とその重複度データで，[8, Theorem 7.1]に基づいて計算されている.　また

os_md.mc2grs(Sp,"rest"|dviout=1);

によって，10本の特異直線 xi = xj への確定特異点型境界値方程式の Riemann schemeが得られ
る．"rest"の代わりに"spct"とするとスペクトル型が得られる．このようにしてスペクトル型や
正規交差点での同時スペクトル分解を計算した例を以下に載せる (cf. [9, §5])．

p = q = r = 1 : Appell’s F1

x0 x1 x2 x3 x4 idx

x0 21 21 21 21 2

x1 21 21 21 21 2

x2 21 21 21 21 2

x3 21 21 21 21 2

x4 21 21 21 21 2

p = q = r = 2 (rank = 12)

x0 = x x1 = y x2 = 1 x3 = 0 x4 = ∞ idx

x0 (10)2 (10)2 441111 441111 −8

x1 (10)2 (10)2 441111 441111 −8

x2 (10)2 (10)2 441111 441111 −8

x3 441111 441111 441111 72111 −124

x4 441111 441111 441111 72111 −124

p = q = r = 3 (rank = 27)

x0 x1 x2 x3 x4 idx

x0 (24)3 (24)3 6319 6319 −54

x1 (24)3 (24)3 6319 6319 −54

x2 (24)3 (24)3 6319 6319 −54

x3 6319 6319 6319 (19)223 −730

x4 6319 6319 6319 (19)223 −730

xi = xj : 21

xk = xℓ : 21

正規交差点での局所解（p = q = r = 1）

2 1

2 1

2F1

2F1

G2

F1

F1

⇒

2

1

2

2

↔2 : F1 1 : G2

p=q=r=2の場合: 正規交差点での同時スペクトル型は 112 と 3216 が各 6点, 715 が各 3点
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正規交差点の型：[14 + 14 + 1 + 1 + 1 + 1] ∧ [14 + 14 + 1 + 1 + 1 + 1] : 112

6 : 4214 ∧ 4214

4 4 1 1 1 1

4 4 1 1 1 14214

H4 H1

4214
H4

x = 0 :

y = ∞ :

[α′
i]q+r βj + γ′k

[βj ]p+q α′
i + γk

H1

⇒

4

1

8 : ϕ

H1

H4

↔

4

4

4 : ψ

H4

H4

Hm : mFm−1

正規交差点の型：([3214] + [12]) ∧ [31 + 31 + 1 + 1 + 1 + 1] : 3216

6 : (10)2 ∧ 4214

10 2

4 4 1 1 1 14214

H4 H1

(10)2

T H2

3 3

T = 713, 3214, 3214x = 1 :

y = ∞ :

⇒

10

4

2 :

H4

T

3

10

1

4 :

H1

T

2

4

2 :

H2

H4
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