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1. 序

Gaussの超幾何級数

F (α, β, γ; z) =
∞∑

n=0

(α)n(βn)
(γ)n

zn

n!
,(1.1)

(α)n := α(α + 1) · · · (α + n− 1)

として与えられる超幾何関数はGaussの超幾何微分方程式

(1.2) z(1− z)
d2u

dz2
+
(
γ − (α + β + 1)z

)du

dz
− αβu = 0

の（原点で正則で 1の値を取る）解として特徴づけられる．
このGaussの超幾何関数は，特殊関数の中で最も重要で基本的であり，解

析接続を行って得られる大域的な性質がよく分かり，様々な公式が知られて
おり，合流操作やパラメータの特殊化で得られるBessel関数やLegendre多項
式などの直交多項式系などを含め，応用上も重要な位置を占めている．
実際，岩波全書の数学公式 IIIは「特殊函数」であるが（[MUI]），本文 254

ページのうち 180ページ，すなわち 7割以上がそれで占められている．残り
の前部 2割強はガンマ関数や楕円関数などGaussの超幾何関数と関連の深い
関数，後部 1割弱は Lamé関数やMachieu関数などの楕円体関数，すなわち
Gaussの超幾何関数と違ってより難しい「分からない」関数で占められている．
一般に複素領域における正則関数を係数とする n階の常微分方程式

(1.3) an(z)u(n) + · · ·+ a1(z)u′ + a0(z)u = 0

において，an(z)の零点を方程式の特異点という．pを特異点以外の点とす
ると，点 pの近傍での (1.3)の正則解とその n個の初期データ u(k)(p) (k =
0, . . . , n − 1) とが対応しており，その解は方程式の特異点を除いた領域の多
価解析関数に解析接続できる．

定義 1.1. 方程式 (1.3)の特異点 z0において ak(z)/an(z)が高々n− k位の極
となっているとき，z0を (1.3) の確定特異点といい，そうでない特異点を不
確定特異点という．

1第 47 回実函数論・函数解析学合同シンポジウム (2008年 8月 6–8日，於慶応大学)の講
演集の特別講演の原稿に加筆
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z0 = 0を方程式の確定特異点とすると，(1.3)の左辺から zn/an(z)を掛け
ることにより，方程式は

p(ϑ)u = zR(z, ϑ)u, ϑ = z
d

dz
(1.4)

p(ϑ) = ϑn + cn−1ϑ
n−1 + · · ·+ c1ϑ + c0 (cj ∈ C)

R(z, ϑ) = rn−1(z)ϑn−1 + · · ·+ r1(z)ϑ + r0(z)

の形になり，決定方程式

(1.5) p(s) = 0

の根，すなわち特性指数 λ1, . . . , λn において，たとえば λj − λ1 ̸= {1, 2, . . .}
(j = 2, . . . , n)ならば原点に特異点を持つ原点の近傍での多価解析解 u1(z) =∑∞

n=0 u1,nzλ1+n が u1,0 ∈ Cを与えることにより以下によって定まる．

(1.6)
∞∑

n=0

p(λ1 + n)u1,nzλ1+n =
∞∑

k=0

zR(z, λ1 + k)u1,kz
λ1+k

実際，上式の右辺の zλ1+nの係数は u1,k (k < n)で決まるので，両辺を比較
することによって u1,nは u1,k (k < n) から定まる．よって u1,nは帰納的に順
に定まる．確定特異点の近傍では，このような具体的な方法で（特性指数に
関する条件が成り立たない場合も含め，log zが現れることも許すと同様な考
察ができ），n個の独立解を構成できて，特異点の周りの局所解の表示が得ら
れ，特に特異点における多価解析性や増大度が分かる．
単独 n階方程式を 1階のシステムに変換した形で述べれば，z = 0に確定

特異点をもつ方程式とは

(1.7)
dũ

dz
= A(z)ũ

の形であって，A(z)は n次正方行列で，zA(z)の各成分が原点で正則な関数
に拡張できる場合をいう．

Fuchs型常微分方程式とは，リーマン球面上で定義された有限個の特異点
を持つ複素常微分方程式で，特異点は全て確定特異点となるものを指す．通
常は単独高階2か 1階システムを考える．

Gaussの超幾何微分方程式は z = 0, 1, ∞の 3点に確定特異点をもつFuchs
型方程式で，Riemann Schemeでは以下のように表せる．

(1.8) F (α, β, γ; z) ∈ P


z = 0 1 ∞

0 0 α ; z

1− γ γ − α− β β


Riemann Schemeとは，上のように各特異点での（独立な）局所解の特異性
（確定特異点での特性指数）を記述したものである．
逆に上のRiemann Schemeをもつ Fuchs型方程式は，Gaussの超幾何微分

方程式に限ることが容易に示される．すなわち特異点が z = 0, 1, ∞ であっ
2単独高階の形のものは，微分方程式の係数は多項式の形に表せる
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て，その特性指数がそれぞれ {0, 1− γ}, {0, γ − α− β}, {α, β}となる Fuchs
型方程式が，Gaussの超幾何微分方程式である．
「分かる」とは，「必要な大域的情報が局所的情報などから具体的に分かる」

状況を指すことと考える．
単独で 3階以上ではアクセサリー・パラメータが現れる．すなわち，各特

異点での特性指数を与えだけでは Fuchs型方程式は一意に定まらない．一方，
特異点が 4点以上あると幾何的モジュライが現れる．よって分かる方程式と
は（狭い意味では）単独 2階で特異点が 3つの場合，すなわちGaussの超幾
何に対応する場合ということになる．実際この場合は，大域モノドロミーや
より詳しい接続公式は代数的に求まる（Gaussによる証明 – Gaussの和公式
– には，積分や微分は現れない）．
分かる Fuchs型常微分方程式とは何か？それを知りたい．表現論などから

得られる多くの方程式は，そのような例を与えていると考えられ，それがう
まくいっている原理とその一般化を知りたい，というのが興味を持つきっか
けであった．
一方，Gaussの超幾何の他に接続公式が具体的にガンマ関数で表せている

（日本で）一般超幾何と呼ばれているものがあり，それは

(1.9) nFn−1(α1, . . . , αn, β1, . . . , βn−1; z) =
∞∑

k=0

(α1)k · · · (αn)k

(β1)k · · · (βn−1)k

zk

k!

と書かれるベキ級数の満たす n階の方程式である．これは 0, 1, ∞に確定特
異点を持っているが「z = 1の近傍で n− 1次元の正則解を持つ」ということ
で特徴づけられる．この性質をもてばアクセサリー・パラメータ無しに，局
所情報だけで方程式が定まる．たとえば特異点 3つの 3階単独方程式は 1つ
のアクセサリー・パラメータをもつが．そのパラメータを「z = 1で 2次元の
正則解をもつ」（あるいは「1における局所モノドロミーの型（スペクトルタ
イプ）を特別のものに限った」）という条件で定めたので，局所的状況から方
程式が一意に定まり「分かる方程式になった」という言い方ができる．
アクセサリー・パラメータが現れないようにスペクトルタイプを限った方程

式を rigidな方程式とよぶ．それは「分かる方程式」の一候補と考えられる．

2. Gaussの超幾何関数

2.1. Gaussの超幾何級数の性質.

F (α, β, γ; z) =
∞∑

k=0

(α)k(β)k

(γ)k

zk

k!
= 1 +

αβ

γ

z

1!
+

α(α + 1)β(β + 1)
γ(γ + 1)

z2

2!
+ · · ·

z(1− z)u′′ +
(
γ − (α + β + 1)z

)
u′ − αβu = 0
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から以下が容易に分かる．

F (α, β, γ; z)′ =
αβ

γ
F (α + 1, β + 1, γ + 1; z)(2.1)

lim
n→∞

F (α, β, γ + n; z) = 1 (|z| ≤ 1)(2.2)

さらに

F (α, β, γ; z) ∈ P


z = 0 1 ∞

0 0 α ; z

1− γ γ − α− β β


= (1− z)γ−α−βP


z = 0 1 ∞

0 α + β − γ γ − β ; z

1− γ 0 γ − α


より，次のKummerの変換式が分かる．

(1− z)α+β−γF (α, β, γ; z) = F (γ − β, γ − α, γ; z)(2.3)

2.2. モノドロミー. 特異点が 3点の 2階の一般のFuchs型常微分方程式を考え
よう．特異点は一次分数変換で 0, 1,∞に変換するとそのRiemann Schemeは

(2.4) P


z = 0 1 ∞
λ0,1 λ1,1 λ2,1

λ0,2 λ1,2 λ2,2


となるが，このような方程式が存在するためには以下の関係式が成り立たな
ければならないので，その条件を課す．

(2.5) λ0,1 + λ0,2 + λ1,1 + λ1,2 + λ2,1 + λ2,2 = 1 (Fuchsの関係式)

この解に z−λ0,2(1− z)−λ1,2 を掛ける変換で，Gaussの超幾何微分方程式に
移る．よって特異点が 3点の 2階の Fuchs型常微分方程式は，Gaussの超幾
何微分方程式に変換されることに注意しよう．

(2.4)の各特異点の特性指数 λj,ν に対応する正規化された局所解を uj,ν と
おき，この解の解析接続を考察する．
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u0,2, u1,2が一次独立のとき，それを基底にとると．
(γju0,2, γju1,2) = (u0,2, u1,2)Mj (Mj ∈ GL(2, C)) ：モノドロミー

M0 =

(
e2πiλ0,2 a0

0 e2πiλ0,1

)
, M1 =

(
e2πiλ1,1 0

a1 e2πiλ1,2

)
, M2M1M0 = I2

となるので
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trace M1M0 = e2πi(λ0,2+λ1,1) + a0a1 + e2πi(λ0,1+λ1,2) = e−2πiλ2,1 + e−2πiλ2,2

a0a1 = e−2πiλ2,1 + e−2πiλ2,2 − e2πi(λ0,2+λ1,1) − e2πi(λ0,1+λ1,2)

= e−2πiλ2,2(e2πi(λ0,2+λ1,1+λ2,2) − 1)(e2πi(λ0,1+λ1,2+λ2,2) − 1)
より

a0a1 ̸= 0 ⇐⇒ λ0,1 + λ1,2 + λ2,ν /∈ Z (ν = 1, 2)
u0,2と u1,2とが一次独立でないときも考慮すると

既約 ⇐⇒ λ0,1 + λ1,µ + λ2,ν /∈ Z (µ, ν = 1, 2)

2.3. 接続公式.

(2.6) F (α, β, γ; z) = ϕ(w)+Cα,β,γ ·wγ−α−β(1+a1w + · · · ) (w = 1− z)

で定義される定数 Cα,β,γ を決定したい (ϕ(w)は w = 0で正則)．微分すると

αβ

γ
F (α + 1, β + 1, γ + 1; z) = −ϕ(w)′

+ Cα,β,γ(α + β − γ) · wγ−α−β−1(1 + b1w + · · · )

となることより

(2.7) Cα+1,β+1,γ+1 =
γ(α + β − γ)

αβ
Cα,β,γ

またKummerの変換式 (2.3)より

F (γ − β, γ − α, γ; z) = wα+β−γϕ(w) + Cα,β,γ(1 + a1w + · · · )

であるが，(2.2)から

lim
n→∞

F (γ − β, γ − α, γ + n; z) = 1 (|z| ≤ 1) ⇒ lim
n→∞

Cα+n,β+n,γ+n = 1

となるので，Cα,β,γ が求まる:

Cα,β,γ =
(α)n(β)nCα+n,β+n,γ+n

(γ)n(α + β − γ)n
= lim

n→∞

(α)n(β)n

(γ)n(α + β − γ)n

=
Γ(γ)Γ(α + β − γ)

Γ(α)Γ(β)
.

(2.8)

これを一般の形に直すのは容易である：

P


z = 0 1 ∞
λ0,1 λ1,1 λ2,1 ; z
λ0,2 λ1,2 λ2,2


= zλ0,2(1− z)λ1,1P


z = 0 1 ∞

λ0,1 − λ0,2 0 λ0,2 + λ1,1 + λ2,1 ; z
0 λ1,2 − λ1,1 λ0,2 + λ1,1 + λ2,2


∋ u0,2 = zλ0,2(1−z)λ1,1F (λ0,2+λ1,1+λ2,1, λ0,2+λ1,1+λ2,2, λ0,2−λ0,1+1; z)

= c{λ}(λ0,2 λ1,1) · u1,1 + c{λ}(λ0,2 λ1,2) · u1,2

であるから (2.7)より

(2.9) c{λ}(λ0,2  λ1,2) =
Γ(λ0,2 − λ0,1 + 1)Γ(λ1,1 − λ1,2)

Γ(λ0,2 + λ1,1 + λ2,1)Γ(λ0,2 + λ1,1 + λ2,2)
.
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3. Fuchs型常微分方程式

3.1. 行列の共役類. n階の方程式の解の確定特異点での局所モノドロミーは
n次の可逆な線形変換である．1階のシステムの形に表示したとき，方程式を
定める (1.7) の行列 A(z)の特異点での留数行列 Ao の固有値が generic3であ
れば，その指数関数 e2π

√
−1Ao が局所モノドロミーを与える線形変換となる．

線形変換または留数行列の共役類の代表元を以下のように与える．

L(m,λ) :=
(
Aij

)
1≤i≤N
1≤j≤N

∈M(n, C),

m = (m1, . . . , mN ) ∈ ZN
>0, λ = (λ1, . . . , λN ) ∈ CN ,

n = m1 + m2 + · · ·+ mN , m1 ≥ m2 ≥ · · · ≥ mN ,

Aij =


λiImi (j = i)

Imi,mj :=
(
δµ,ν

)
1≤µ≤mi
1≤ν≤mj

(j = i + 1)

0 (j ̸= i, i + 1)

∈M(mi,mj ; C),

L(m,λ) =



λ1 1
. . . . . .

λ1

λ2 1
. . . . . .

λ2

λ3 1
. . . . . .

λ3

. . .
λN



.

このとき以下が成り立つ4

dimZM(n,C)

(
L(m,λ)

)
= m2

1 + m2
2 + · · ·+ m2

N (λに依らずmで定まる)

注意 3.1. Jordan標準型 J(m,λ)も nの分割mと分割の個数に応じた複素数
の組 λを与えると定まる．L(m,λ)との対応は，固有値が同じものを集めた分
割がお互いに相対（Young図形の転置）になっていること，と述べられる．

3局所モノドロミーの固有値は留数行列の固有値から定まるが，一般には Ao が半単純でも
局所モノドロミーは半単純とは限らない．特性指数の差に 0でない整数が現れる場合は，特異
点での展開の差の大きさに応じた特異点での A(z)の正則項の Tayler展開に依る

4L(m, λ)の共役類の閉包 Vm,λ は，Cn2
に含まれる代数多様体となるが，その生成元の具

体的表示が [Os]で与えられた．それは λの多項式を係数とする Cn2
上の多項式となる
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3.2. Riemann Scheme. 一般超幾何級数 nFn−1(α, β; z)の満たすn階Fuchs
型微分方程式は，z = 1で n − 1次元の正則解をもつことで特徴づけられる．
すなわち z = 1の特性指数には z = 0, 1, . . . , n− 2が現れるが，整数差があっ
ても局所モノドロミーが半単純（logの項が現れない）という条件である．こ
のことを考慮して以下のようなRiemann Schemeを考える．
P(n)

k+1 : 正整数 nの分割の k + 1個の組の全体

m :=(m0,1, . . . , m0,n0 ; m1,1, . . . , m1,n1 ; · · · ;mk,1, . . . , mk,nk
) ∈ P(n)

k+1

ordm := n = mj,1 + · · ·+ mj,nj [λ](m) :=

 λ
λ+1
...

λ+m−1



{λm} :=


[λ0,1](m0,1) [λ1,1](m1,1) · · · [λk,1](mk,1)

...
...

...
[λ0,n0 ](m0,n0 ) [λ1,n1 ](m1,n1 ) · · · [λk,n2 ](mk,n2

)


∈M(n, k + 1; C)

P{λm} : generic λj,ν ∈ Cに対して対角化可能な局所モノドロミーをもつ
Riemann scheme (特異点は z0, . . . , zk)．ただし，Fuchsの関係式 (F)の下

(F) |{λm}| :=
k∑

j=0

( nj∑
ν=1

mj,νλi,ν +
mj,ν(mj,ν − 1)

2

)
− n(n− 1)(k − 1)

2
= 0

特異点 z = zj における局所モノドロミー行列は L(mj ; e2π
√
−1λj )となる．

例 3.2. k = 2 : 特異点 0, 1, ∞ をもつ Fuchs型微分方程式 Pu = 0は次の形

P = zn(1− z)n dn

dzn
+

n−1∑
j=0

aj(z)
dj

dzj(
deg aj(z) ≤ j + n,

dνaj

dzν

∣∣∣
z=0,1

= 0 (0 ≤ ν < j)
)

・方程式のパラメータ：
∑n

j=1(j + 1) = n(n+3)
2 個

・特性指数：3n個（独立なのは 3n− 1個 ⇐ Fuchsの関係式）
・アクセサリー・パラメータ：n(n+3)

2 − 3n + 1 = (n−1)(n−2)
2 個5

例 3.3. nFn−1(α, β; z) =
∞∑

k=0

(α1)k · · · (αn)k

(β1)k · · · (βn−1)k(1)k
zk

(3.1) P



z = 0 1 ∞
1− β1 [0](n−1) α1

...
... ; z

1− βn−1 αn−1

0 −βn αn


with

n∑
ν=1

αν =
n∑

ν=1

βν

5特異点が k + 1個の n階単独方程式の場合は， 1
2
(n − 1)

(
(k − 1)n − 2

)
個
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(3.2) P = z(1− z)n−1

n−1∏
j=1

(z
d

dz
+ βj) ·

d

dz
−

n∏
j=1

(z
d

dz
+ αj)


m = (1, . . . , 1; n− 1, 1; 1, . . . , 1) = (1n; n− 1, 1; 1n) ∈ P(n)

3

n = 2: 11, 11, 11 n = 3: 111, 21, 111 n = 4: 1111, 31, 1111

Gauss HG F (α, β, γ; z) : P


z = 0 1 ∞

0 0 α ; z

1− γ γ − α− β β


4. Katz’ middle convolutions

リーマン球面上で k +1個の確定特異点 z0, . . . , zkを持ち，特異点 zjでのス
ペクトルタイプが分割n = mj,1+ · · ·+mj,nj で記述され，対応する特性指数が
λj,1, . . . , λj,nj の方程式を考える（j = 0, . . . , k）．スペクトルタイプは，簡単
のためmj,ν を並べてm0,1 · · ·m0,n0 ,m1,1 · · ·m1,n1 ,m2,1 · · ·mk,nk

のように書
くことにする（たとえば，Gaussの超幾何は 11, 11, 11で 3F2は 111, 21, 111）．
対応する方程式が存在するには，以下の Fuchsの関係式が必要．

(4.1)
k∑

j=0

nj∑
ν=1

mj,νλj,ν = 0 (1階システムの場合)

4.1. Deligne-Simpson Problem. 　
行列での定式化: Fix A1, A2 ∈M(n, C) (k = 2)．

Fuchs系： du

dz
=

A1

z
u +

A2

z − 1
u, u =


u1

...
un


「A1 ∼ B1, A2 ∼ B2, A1 + A2 ∼ B1 + B2 =⇒ (A1, A2) ∼ (B1, B2)」となる
とき，(A1, A2) を rigidという（アクセサリ・パラメータ無し）6

A1, A2, A0 := −(A1 + A2) の共役類で決まる条件となる．
generic には全て semisimple で，それが基本（⇒ partitions の言葉）．

Additive Deligne–Simpson problem:
Given Cj ∈M(n, C) (j = 0, 1, . . . , k) with

∑
trace Cj = 0

∃? Aj ∼ Cj with A0 + A1 + · · ·+ Ak = 0 and Aj ∈M(n, C)

Multiplicative version（局所モノドロミー群 ⇒ 大域モノドロミー群）
Given Cj ∈ GL(n,C) (j = 0, 1, . . . , k) with

∏
det Cj = 1

∃? Aj ∼ Cj with A0A1 · · ·Ak = In and Aj ∈ GL(n, C)

6(A1, A2) ∼ (B1, B2)とは gAjg
−1 = Bj (j = 1, 2)を満たす可逆行列 g が存在すること
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4.2. Katz’ middle convolutions. (k = 2)
Additive version: Aj ∈M(n, C)

1. M(µ1,µ2) : (A1, A2) 7→ (A1 + µ1In, A2 + µ2In)
2. mcλ : (A1, A2) 7→ (G1, G2) 7→ (Ḡ1, Ḡ2),

Gj ∈M(kn, C), Ḡi := Gi

∣∣
Ckn/Vλ

G1 =

(
A1 + λIn A2

0 0

)
, G2 =

(
0 0

A1 A2 + λIn

)
, (Gj)µν = (Aν+λδµν)δµj

Vλ := t(kerA1, kerA2) + ker(G1 + G2) : an invariant subspace of Ckn

Multiplicative version: Aj ∈ GL(n, C)
M×

µ : Aj 7→ µjAj , MC×
µ : Aj 7→ Gj 7→ Ḡj = Gj |Ckn/Vλ

Vλ := t
(
ker(A1 − In), ker(A2 − In)

)
+ ker(G1G2 − Ikn)

G1 =

(
λA1 A2 − In

0 In

)
, G2 =

(
In 0

λ(A1 − In) λA2

)

定理 4.1 (cf. [DG2]). A = (A1, . . . , Ak) ∈M(n, C)kおよびµ = (µ0, . . . , µk) ∈
Ck+1に対し

mcµ := Mµ′ ◦mc|µ| ◦M−µ′ ,

µ′ := (µ1, . . . , µk), |µ| := µ0 + µ1 + · · ·+ µk,

A0 := −(A1 + · · ·+ Ak)

(4.2)

とおき，以下を仮定する（n > 1でAが既約なら満たされる）．∩
1≤j≤k

j ̸=i

ker(Aj − µj) ∩ ker(A0 − τ) = {0} (i = 1, . . . , k, ∀τ ∈ C)(4.3)

∑
1≤j≤k

j ̸=i

Im(Aj − µj) + Im(A0 − τ) = Cn (i = 1, . . . , k, ∀τ ∈ C)(4.4)

このときA′ := mcµ(A)も (4.3)と (4.4)を満たし，Aが既約ならA′も既約
で，|µ| = 0のときA′ ∼ A．
さらに，µ′に対してこの 2つの仮定を満たすM(n, C)kの上で

(4.5) mc(µ0, µ′) ◦mc(µ̄0, µ′) ≃ mc(µ̄0+|µ|, µ′)

特に，µ∗ := (µ0 − 2|µ|, µ′)とおくとmcµ∗ ◦mcµ ≃ id．
Aj ∼ L(mj , λj) = L

(
(mj,1, . . . , mj,nj ), (λj,1, . . . , λj,nj )

)
となるようmj, λj

を定め，Ij := {ν ; λj,ν = µj}が空でないとき，ℓj ∈ Ij を

(4.6) ν ∈ Ij ⇒ mj,ℓj
≥ mj,ν
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となるように選び，Ij = ∅のときは ℓj = nj + 1, mj,nj+1 = 0とおき，さらに

d(m, λ, µ) := m0,ℓ0 + m1,ℓ1 + · · ·+ mk,ℓk
− (k − 1)n,(4.7)

m′
j,ν := mj,ν − δℓj ,ν · d(m, λ, µ),(4.8)

λ′
j,ν :=


λj,ν + |µ| (j ̸= 0, ν ̸= ℓj)

µj (j ̸= 0, ν = ℓj)

λ0,ν − |µ| (j = 0, ν ̸= ℓ0)

µ0 − 2|µ| (j = 0, ν = ℓ0)

(4.9)

と定義すると，|µ| ̸= 0ならばA′はA′
j ∼ L(m′

j , λ
′
j) (j = 0, . . . , k)を満たす．

定理 4.2 (cf. [DG2]). A = (A1, . . . , Ak) ∈ GL(n, C)kおよびµ = (µ0, . . . , µk) ∈
(C \ {0})k+1に対し

mcµ := M×
µ′ ◦MC|µ|× ◦M×

µ′−1 ,

µ′ := (µ1, . . . , µk), |µ|× := µ0µ1 · · ·µk,

A0 := (A1 · · ·Ak)−1

(4.10)

とおき，(4.3)と (4.4)を仮定する（n > 1でAが既約なら満たされる）．この
ときA′ := MCµ(A)も (4.3)と (4.4)を満たし，Aが既約ならA′も既約で，
|µ|× = 1のときA′ ∼ A．
さらに，µ′に対してこの 2つの仮定を満たすM(n, C)kの上で

(4.11) MC(µ0, µ′) ◦MC(µ̄0, µ′) ≃MC(µ̄0|µ|×, µ′)

特に，µ∗ := (µ0|µ|−2
× , µ′)とおくとMCµ∗ ◦MCµ ≃ id．

Aj ∼ L(mj , λj) = L
(
(mj,1, . . . , mj,nj ), (λj,1, . . . , λj,nj )

)
となるようmj, λj

を定め，Ij := {ν ; λj,ν = µj}が空でないとき，ℓj ∈ Ij を

(4.12) ν ∈ Ij ⇒ mj,ℓj
≥ mj,ν

となるように選び，Ij = ∅のときは ℓj = nj + 1, mj,nj+1 = 0とおき，さらに

d(m, λ, µ) := m0,ℓ0 + m1,ℓ1 + · · ·+ mk,ℓk
− (k − 1)n,(4.13)

m′
j,ν := mj,ν − δℓj ,ν · d(m, λ, µ),(4.14)

λ′
j,ν :=


λj,ν |µ|× (j ̸= 0, ν ̸= ℓj)

µj (j ̸= 0, ν = ℓj)

λ0,ν |µ|−1
× (j = 0, ν ̸= ℓ0)

µ0|µ|−2
× (j = 0, ν = ℓ0)

(4.15)

と定義すると，|µ|× ̸= 1ならば A′ は A′
j ∼ L(m′

j , λ
′
j) (j = 0, . . . , k)を満

たす．
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例 4.3. 1, 1, 1 (H1) ←→ 11, 11, 11 (H2 : 2F1)←→ 111, 12, 111 (H3 : 3F2)

{
λ1 λ2 −λ1 − λ2

}
mcµ1,µ2,µ3−−−−−−−→

{
λ1 + |µ| λ2 + |µ| −λ1 − λ2 − |µ|

µ1 µ2 −µ1 − µ2 − |µ|

}

mcµ′
1,µ2,µ′

3−−−−−−−→


λ1 + |µ|+ |µ′| λ2 + |µ|+ |µ′| −λ1 − λ2 − |µ| − |µ′|

µ1 + |µ′| µ2 −µ1 − µ2 − |µ| − |µ′|
µ′

1 µ2 −µ′
1 − µ2 − |µ′|


4.3. Reduction. nの分割の k + 1個の組の全体を P(n)

k+1 と書き，Pk+1 :=∪∞
n=0 P

(n)
k+1 とおく (P(n)

k ⊂ P(n)
k+1 とみなす)．m = (mj,ν) ∈ P(n)

k+1 に対し，
∂m ∈ Pk+1を以下のように定義する．
必要なら順序を並べ替えて，mj,1 ≥ mj,2 ≥ · · · ≥ mj,nj としてよい．この

とき d = m0,1 + m1,1 + · · ·+ mk,1 − (k − 1)nとおき，mj,1をmj,1 − dに置
き換えてできる n− dの分割の組を ∂m ∈ P(n−d)

k+1 とおく．
ただし，mj,1 = dのとき現れる 0は削除する．さらに trivialな分割の項も

削除 – このときは kが減る．

定義 4.4. m ∈ Pk+1とする．
・mが simple ⇐⇒ {mj,ν}は非自明な公約数を持たない
・mが実現可能でない ⇐⇒ ∂を複数回施すと，mj,1 < dが起きて，適用不能
になる
・mが実現可能 ⇐⇒ ∂は n = 0になるまで適用可能（このとき rigid），ま
たは途中で d ≤ 0となる（not rigid）
・実現可能で ord ∂m ≥ ordmとなる simpleなmを basicという
・実現可能な P(n)

k+1の全体をQ
(n)
k+1と書き，Q :=

∪
n,kQ

(n)
k+1とおく

・rigid（resp. かつ simple）なQ(n)
k+1の全体をR

(n)
k+1（resp. R̄(n)

k+1）と書く

idxm :=
∑
j,ν

m2
j,ν − (k − 1)n2 (Katz’ index of rigidity)(4.16)

gcdm := {mj,ν}の最大公約数(4.17)

Pidxm := gcdm · idxm− idxm
2 gcdm

(4.18)

注意 4.5. i) 上の ∂はKatzのmiddle convolutionに対応する．

ii) middle convolutionは，idxを変えず，方程式のみならず，解の積分表示，
モノドロミー（不変変形方程式），接続係数の間の対応を引き起こす．

iii) 411, 411, 42, 33 15−2·6=3−→ 111, 111, 21 4−3=1−→ 11, 11, 11 3−2=1−→ 1, 1, 1 (rigid)
211, 211, 1111 5−4=1−→ 111, 111, 111 3−3=0−→ 111, 111, 111 (not rigid)
211, 211, 211, 31 9−8=1−→ 111, 111, 111, 21 5−6=−1−→ (not rigid)
22, 22, 1111 5−4=1−→ 21, 21, 111 5−3=2−→ × (実現可能でない）
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定理 4.6. [Ka] Fuchs型 1階方程式系（or Deligne-Simpson Problem) が与え
られていて，それが既約な（i.e. 非自明部分系がない）とき

(4.19) それが rigid (⇔ mが rigidで {λm}が ‘一般’) ⇐⇒ idxm = 2

定理 4.7 (Katz, Kostov, O7). Fuchsの関係を満たす generic な λj,ν に対し

(4.20) 方程式が存在する⇐⇒ mが実現可能

このとき 2 Pidxmはアクセサリ・パラメータの数8.

定理 4.8 (O). basic なmで Pidxmが同一のものは有限個．

例 4.9. i) Pidxm = 0 : Katz (rigidな場合)
ii) Pidxm = 1 : Kostov [Ko2]（4個）

11,11,11,11 111,111,111 22,1111,1111 33,222,111111
iii) Pidxm = 2 (13個)
5: 11,11,11,11,11
4: 21,21,111,111 31,22,22,1111 ∗22,22,22,211
3: 211,1111,1111 221,221,11111 32,11111,11111 ∗222,222,2211

33,2211,111111 ∗44,2222,22211 44,332,11111111 55,3331,22222
∗66,444,2222211

iv) Pidxm = 3 (36個)

2:11,11,11,11,11,11 3:111,21,21,21,21 4:22,22,22,31,31

3:111,111,111,21 4:1111,22,22,22 4:1111,1111,31,31

4:211,211,22,22 4:1111,211,22,31 *6:321,33,33,33

6:222,222,33,51 4:1111,1111,1111 5:11111,11111,311

5:11111,2111,221 6:111111,222,321 6:111111,21111,33

6:21111,222,222 6:111111,111111,42 6:222,33,33,42

6:111111,33,33,51 6:2211,2211,222 7:1111111,2221,43

7:1111111,331,331 7:2221,2221,331 8:11111111,3311,44

8:221111,2222,44 8:22211,22211,44 *9:3321,333,333

9:111111111,333,54 9:22221,333,441 10:1111111111,442,55

10:22222,3322,55 10:222211,3331,55 12:22221111,444,66

*12:33321,3333,66 14:2222222,554,77 *18:3333321,666,99

v) basicなものは以下の個数だけある．

Pidx 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

# of base 4 13 36 67 90 162 243 305 420 565 720
# triplets 3 9 24 44 56 97 144 163 223 291 342

# tuples of 4 1 3 9 17 24 45 68 95 128 169 239
max order 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60 66

7rigidなシステムのときは Katz [Ka], 一般のシステムは Kostov [Ko], 単独高階では rigid

の場合など Oshima
8単独の時は，アクセサリー・パラメータの数は半分の Pidxm
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注意 4.10. i) m ∈ R で，スペクトルタイプが 11 . . . 1 の点をもつものは
Simpson [Si]が分類した以下の 4種 (Simpson’s list)：

order type name partitions

n Hn hypergeometric family 1n, 1n, n− 11
2m EO2m even family 12m, mm− 11,mm

2m + 1 EO2m+1 odd family 12m+1, mm1, m + 1m

6 X6 extra case 111111, 222, 42

H1 = EO1, H2 = EO2, H3 = EO3

ii) 既約 rigidなものは以下のように沢山ある．
ord #R̄3 #R̄ ord #R̄3 #R̄ ord #R̄3 #R̄

2 1 1 15 1481 2841 28 114600 190465
3 1 2 16 2388 4644 29 143075 230110
4 3 6 17 3276 6128 30 190766 310804
5 5 11 18 5186 9790 31 235543 371773
6 13 28 19 6954 12595 32 309156 493620
7 20 44 20 10517 19269 33 378063 588359
8 45 96 21 14040 24748 34 487081 763126
9 74 157 22 20210 36078 35 591733 903597

10 142 306 23 26432 45391 36 756752 1170966
11 212 441 24 37815 65814 37 907150 1365027
12 421 857 25 48103 80690 38 1143180 1734857
13 588 1177 26 66409 112636 39 1365511 2031018
14 1004 2032 27 84644 139350 40 1704287 2554015

iii) 階数が 6以下の既約 rigidなものは以下の通り．
R̄(n) (2 ≤ n ≤ 6)

2:11,11,11 (Gauss) 3:111,111,21 (3F2)

3:21,21,21,21 (Po) 4:1111,1111,31 (4F3)

4:1111,211,22 (even) 4:211,211,211

4:211,22,31,31 4:22,22,22,31

4:31,31,31,31,31 (Po) 5:11111,11111,41 (5F4)

5:11111,221,32 (odd) 5:2111,2111,32

5:2111,221,311 5:221,221,221

5:221,221,41,41 5:221,32,32,41

5:311,311,32,41 5:32,32,32,32

5:32,32,41,41,41 5:41,41,41,41,41,41 (Po)

6:111111,111111,51 (6F5) 6:111111,222,42 (extra)

6:111111,321,33 (even) 6:21111,2211,42

6:21111,222,33 6:21111,222,411

6:21111,3111,33 6:2211,2211,33
13



6:2211,2211,411 6:2211,321,321

6:222,222,321 6:222,3111,321

6:3111,3111,321 6:2211,222,51,51

6:2211,33,42,51 6:222,33,33,51

6:222,33,411,51 6:3111,33,411,51

6:321,321,42,51 6:321,42,42,42

6:33,33,33,42 6:33,33,411,42

6:33,411,411,42 6:411,411,411,42

6:33,42,42,51,51 6:321,33,51,51,51

6:411,42,42,51,51 6:51,51,51,51,51,51,51 (Po)

Hierarchy of rigid triplets

1, 1, 1

��

1個 3個 5個 13個

12, 12, 12 // 21, 13, 13 //

&&NNNNNNNNNNN

��=
==

==
==

==
==

==
==

==
=

31, 14, 14 //

��?
??

??
??

??
??

??
??

??
??

41, 15, 15 // 51, 16, 16

22, 212, 14 //

''OOOOOOOOOOO

��?
??

??
??

??
??

??
??

??
??

32, 221, 15 //

''PPPPPPPPPPPP

  @
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@
32, 321, 16

212, 212, 212

''OOOOOOOOOOO

��?
??

??
??

??
??

??
??

??
??

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW 32, 213, 213

''PPPPPPPPPPPP
42, 23, 16

312, 221, 213

''PPPPPPPPPPPP
321, 313, 23

221, 221, 221 // 321, 321, 2212

...

5. Rigid分解

定義 5.1. m = (mj,ν), m′ = (m′
j,ν), m′′ = (m′′

j,ν) ∈ Qとなっている非自明な

(5.1) mj,ν = m′
j,ν + m′′

j,ν

というmの分解を，実現可能分解といい，m = m′ um′′ と書く．
この分解において

・直和分解 ⇐⇒ Pidxm = Pidxm′ + Pidxm′′ (これを m = m′ ⊕m′′ と書く)
・rigid分解 ⇐⇒ m′ またはm′′ が rigidとなる直和分解
・Katz分解 ⇐⇒ m′ またはm′′ が trivialな直和分解

注意 5.2. i) m ∈ Rについては，実現可能分解 =直和分解 = rigid分解
ii) 1111, 1111, 31 = 0001, 1000, 10⊕ 1110, 0111, 21 (Katz分解)

11111, 221, 32 = 00001, 100, 10⊕ 11110, 121, 22 (H1 ⊕ EO4, Katz分解)
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= 10001, 110, 11⊕ 01110, 111, 21 (H2 ⊕H3, rigid分解)
211, 211, 211 = 001, 100, 100⊕ 210, 111, 111　 (Katz分解)

= 200, 200, 200⊕ 011, 011, 011　 (Katz分解)
= 101, 110, 110⊕ 110, 101, 101　 (rigid分解)

22, 22, 22, 211 = 11, 11, 11, 100⊕ 11, 11, 11, 101 (Pidx : 2 = 1 + 1 ：直和)
11, 11, 11, 11 = 10, 10, 10, 10u 01, 01, 01, 01 (Pidx : 1 > 0 + 0 ：実現可能)

6. 可約性

簡単のため，genericには既約で rigidな単独高階方程式を考えよう．よってm ∈
R(n)

k+1 に対し，以下の Riemann schemeを持って genericには logが現れない方程式
をMλm とおく（下の |{λm}|の式は，simpleかつ rigidのとき）．

{λm} :=


[λ0,1](m0,1) [λ1,1](m1,1) · · · [λk,1](mk,1)

...
... · · ·

...
[λ0,n0 ](m0,n0 ) [λ1,n1 ](m1,n1 ) · · · [λk,nk

](mk,nk
)

 ,

|{λm}| :=
k∑

j=0

nj∑
ν=1

mj,νλj,ν − ordm + 1, (|{λm}| = 0：Fuchsの関係式)

定理 6.1. Mλm が可約
⇐⇒ ∃m′ ⊕m′′ = m with gcdm′′ = 1 s.t. |{λm′}| ∈ gcdm′ · Z

例 6.2. i) Hn (hypergeometric family of order n: nFn−1(α, β; z))

(6.1) P


λ0,1 [λ1,1](n−1) λ2,1

...
...

λ0,n−1 λ2,n−1

λ0,n λ1,2 λ2,n

 = P


1− β1 [0](n−1) α1

...
...

1− βn−1 αn−1

0 −βn αn


Hn = H1 ⊕Hn−1

(6.1)が可約 ⇐⇒ λ0,j + λ1,1 + λ2,i ∈ Z (1 ≤ ∃i ≤ n, 1 ≤ ∃j ≤ n)
(3.1)が可約 ⇐⇒ αi ∈ Z or αi − βj ∈ Z (1 ≤ ∃i ≤ n, 1 ≤ ∃j ≤ n− 1)

ii) EO2m (even family of order 2m):

(6.2) P


λ0,1 [λ1,1](m) [λ2,1](m)

... [λ1,2](m−1) [λ2,2](m)

λ0,2m λ1,3


EO2m = H1 ⊕ EO2m−1 = H2 ⊕ EO2m−2

可約 ⇐⇒ ∃µ ̸= µ′, ∃ν ∈ {1, 2} s.t. λ0,µ + λ1,1 + λ2,ν ∈ Z
or λ0,µ + λ0,µ′ + λ1,1 + λ1,2 + λ2,1 + λ2,2 ∈ Z

iii) EO2m+1 (odd family of order 2m + 1):

(6.3) P


λ0,1 [λ1,1](m) [λ2,1](m+1)

... [λ1,2](m) [λ2,2](m)

λ0,2m+1 λ1,3


EO2m+1 = H1 ⊕ EO2m = H2 ⊕ EO2m−1
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可約 ⇐⇒ ∃µ ̸= µ′, ∃ν ∈ {1, 2} s.t. λ0,µ + λ1,ν + λ2,1 ∈ Z
or λ0,µ + λ0,µ′ + λ1,1 + λ1,2 + λ2,1 + λ2,2 ∈ Z

iv) Other rigid examples in [Ro] and direct sum of simple rigid tuples.

Bn: m21, m + 11m,m1m+1 = 10, 10, 01⊕mm− 11,m1m,m1m

= 01, 10, 10⊕m2,m1m,m− 11m+1

= 120, 11, 11⊕ (m− 1)21,m1m−1,m− 11m

mm− 11,m1m, m1m = 100, 01, 10⊕ (m− 1)21,m1m−1,m− 11m

= 001, 10, 10⊕mm− 1,m− 11m,m− 11m

= 110, 11, 11⊕m− 1m− 21, m− 11m−1, m− 11m−1

Bn = H1 ⊕Bn−1 = H1 ⊕ Cn−1 = H2 ⊕Bn−2

Cn:
m + 1m,m1m+1,m1m+1 = 10, 01, 10⊕m2,m1m,m− 11m+1

= 11, 11, 11⊕m(m− 1),m− 11mm− 11m

m2,m1m,m− 11m+1 = 1, 10, 01⊕mm− 1,m− 11m−1,m− 11m−1

= 12, 11, 11⊕ (m− 1)2, m− 11m−1, m− 21m

Cn = H1 ⊕ Cn−1 = H2 ⊕ Cn−2

Dn (D6 ⇒ Extra case):

(2m− 1)2, 2m1, 2m−215 = 10, 01, 10⊕ (2m− 2)2, 2m, 2m−315

= 10, 10, 01⊕ (2m− 2)2, 2m−112, 2m−314

= (m− 1)1, 1m0, 1m−212 ⊕m1, 1m1, 1m−213

(2m− 2)2, 2m, 2m−316 = 10, 1, 01⊕ (2m− 3)2, 2m−11, 2m−315

= m− 11, 1m, 1m ⊕m− 11, 1m, 1m

D2m+1 = H1 ⊕D2m = H1 ⊕ E2m = Hm ⊕Hm+1

D2m = H1 ⊕D2m−1 = Hm ⊕Hm

En:
(2m− 1)2, 2m−113, 2m−113 = 10, 01, 10⊕ 2m− 22, 2m−112, 2m−214

= m− 21, 1m−10, 1m−10⊕m + 11, 1m−113, 1m−113

= m− 11, 1m−11, 1m−11⊕m1, 1m−112, 1m−112

(2m− 2)2, 2m−112, 2m−214 = 10, 10, 01⊕ 2m− 32, 2m−213, 2m−213

= 10, 01, 10⊕ 2m− 32, 2m−11, 2m−315

= m− 21, 1m−1, 1m−21⊕m1, 1m−112, 1m−213

= m− 11, 1m−11, 1m−212 ⊕m− 11, 1m−11, 1m−212

E2m+1 = H1 ⊕ E2m = Hm ⊕Hm+1

E2m = H1 ⊕ E2m−1 = H1 ⊕D2m−1 = Hm−1 ⊕Hm+1 = Hm ⊕Hm
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Fn: (2m− 1)12, 2m1, 2m−113 = 10, 10, 01⊕ (2m− 2)12, 2m−112, 2m−112

= 10, 01, 10⊕ (2m− 2)12, 2m, 2m−214

= m− 11, 1m0, 1m−11⊕m1, 1m1, 1m−112

(2m− 2)12, 2m, 2m−214 = 10, 1, 01⊕ (2m− 3)12, 2m−11, 2m−213

= 2m− 11, 1m, 1m−112 ⊕ 2m− 11, 1m, 1m−112

F2m+1 = H1 ⊕G2m = H1 ⊕ F2m = Hm ⊕Hm+1

F2m = H1 ⊕ F2m−1 = Hm ⊕Hm

G2m:

(2m− 2)12, 2m−112, 2m−112 = 10, 01, 01⊕ (2m− 3)12, 2m−11, 2m−213

= m− 21, 1m−10, 1m−10⊕m1, 1m−112, 1m−112

= m− 11, 1m−11, 1m−11⊕m− 11, 1m−11, 1m−11

G2m = H1 ⊕ F2m−1 = Hm−1 ⊕Hm+1 = Hm ⊕Hm

7. 接続公式

定理 7.1. m ∈ R3 がm0,n0 = m1,n1 = 1を満たすとする．λ0,n0 に対応するMλm

（前節参照）の局所解から λ1,n1 に対応する局所解への接続係数を c(λ0,n0 λ1,n1)と
おくと

c(λ0,n0 λ1,n1) =

n0−1∏
ν=1

Γ
(
λ0,n0 − λ0,ν + 1

)
·

n1−1∏
ν=1

Γ
(
λ1,ν − λ1,n1

)
∏

m′⊕m′′=m
m′

0,n0
=m′′

1,n1
=1

Γ
(
|{λm′}|

) ,

∑
m′⊕m′′=m

m′
0,n0

=m′′
1,n1

=1

m′
j,ν = (n1 − 1)mj,ν − δj,0(1− n0δν,n0

) + δj,1(1− n1δν,n1
)

(0 ≤ j ≤ 2, 1 ≤ ν ≤ nj)

系 7.2. 前定理の仮定の下で

#{m′ ∈ R3 ; m′ ⊕m′′ = m, m′
0,n0

= m′′
1,n1

= 1} = n0 + n1 − 2(7.1) ∑
m′⊕m′′=m

m′
0,n0

=m′′
1,n1

=1

ordm′ = (n1 − 1) ordm(7.2)

例 7.3. i) H1 (m = (11, 11, 11): Gauss hypergeometric function cf. §2)

P

{
λ0,1 λ1,1 λ2,1

λ0,2 λ1,2 λ2,2

} (
|{λj,ν}| =

∑
λj,ν − 1 = 0

)

11, 11, 11 = 01, 10, 10⊕ 10, 01, 01 = 01, 10, 01⊕ 10, 01, 10

c(λ0,2  λ1,2) =
Γ(λ0,2 − λ0,1 + 1) · Γ(λ1,1 − λ1,2)

Γ(λ0,2 + λ1,1 + λ2,1) · Γ(λ0,2 + λ1,1 + λ2,2)
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ii) Hn (m = (1n, n− 11, 1n) : hypergeometric family, nFn−1(α, β; z))9

P


λ0,1 [λ1,1](n−1) λ2,1

...
...

λ0,n−1 λ2,n−1

λ0,n λ1,2 λ2,n

 = P


1− β1 [0](n−1) α1

...
...

1− βn−1 αn−1

0 −βn αn


∑

ν(λ0,ν + λ2,ν) + (n− 1)λ1,1 + λ1,2 = n− 1

c(λ0,n  λ1,2) :
1 . . . 11;n− 11; 1 . . . 1 = 0 . . . 01; 1 0; 0 . . . 0

ν
`
10 . . . 0

⊕ 1 . . . 10;n− 21; 1 . . . 101 . . . 1

c(λ0,n  λ1,2) =

n−1∏
ν=1

Γ(λ0,n − λ0,ν + 1) · Γ(λ1,1 − λ1,2)

n∏
ν=1

Γ(λ0,n + λ1,1 + λ2,ν)

=
n∏

ν=1

Γ(βν)
Γ(αν)

= lim
x→1−0

(1− x)βn
nFn−1(α, β; x) (Re βn > 0),

c(λ0,n  λ2,n) : n = 3

111, 21, 111=001, 10, 100 001, 10, 010 101, 11, 110 011, 11, 110
⊕110, 11, 011=110, 11, 101=010, 10, 001=100, 10, 001

c(λ0,n  λ2,n) =
n−1∏
k=1

Γ(λ2,k − λ2,n)

Γ
(∣∣∣{λ0,n λ1,1 λ2,k

}∣∣∣)
·

n−1∏
k=1

Γ(λ0,n − λ0,k + 1)

Γ(

∣∣∣∣∣∣
(λ0,ν)1≤ν≤n

ν ̸=k
[λ1,1](n−2) (λ2,ν)1≤ν≤n−1)

λ1,2


∣∣∣∣∣∣)

=
n−1∏
k=1

Γ(βk)Γ(αk − αn)
Γ(αk)Γ(βk − αn)

,

c(λ1,2  λ0,n) =
Γ
(
λ1,2 − λ1,1 + 1

)
·
∏n−1

ν=1 Γ
(
λ0,ν − λ0,n

)
n∏

j=1

Γ
(∣∣∣∣∣
{

(λ0,ν)1≤ν≤n−1 [λ1,1](n−2) (λ2,ν)1≤ν≤n, ν ̸=j)
λ1,2

}∣∣∣∣∣)
=

n∏
ν=1

Γ(1− βν)
Γ(1− αν)

.

iii) EO2m (m = (12m,mm− 11,mm) : even family)

P


λ0,1 [λ1,1](m) [λ2,1](m)

... [λ1,2](m−1) [λ2,2](m)

λ0,2m λ1,3


∑

ν λ0,ν + m(λ1,1 + λ2,1 + λ2,2) + (m− 1)λ1,2 + λ1,3 = 2m− 1

9
nFn−1 は，ガンマ関数での具体形が分かっていた接続公式の唯一の例 (cf. [Le], [OTY])
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c(λ0,2m  λ1,3) =
2∏

k=1

Γ
(
λ1,k − λ1,3

)
Γ
(∣∣∣{λ0,2m λ1,1 λ2,k

}∣∣∣)
·
2m−1∏
k=1

Γ
(
λ0,2m − λ0,k + 1)

Γ
(∣∣∣∣∣
{

λ0,k λ1,1 λ2,1

λ0,2m λ1,2 λ2,2

}∣∣∣∣∣)
,

c(λ1,3  λ0,2m) =
2∏

k=1

Γ
(
λ1,3 − λ1,k + 1

)
Γ
(∣∣∣∣∣∣∣


[λ1,1](m−1) [λ2,k](m)

(λ0,ν)1≤ν≤2m−1 [λ1,2](m−1) [λ2,3−k](m−1)

λ1,3


∣∣∣∣∣∣∣
)

·
2m−1∏
k=1

Γ
(
λ0,k − λ0,2m)

Γ
(∣∣∣∣∣∣∣∣


[λ1,1](m−1) [λ2,1](m−1)

(λ0,ν)1≤ν≤2m−1
ν ̸=k

[λ1,2](m−2) [λ2,2](m−1)

λ1,3


∣∣∣∣∣∣∣∣
) .

iv) EO2m+1 (m = (12m+1,mm1,m + 1m) : odd family)

P


λ0,1 [λ1,1](m) [λ2,1](m+1)

... [λ1,2](m) [λ2,2](m)

λ0,2m+1 λ1,3

∑
ν λ0,ν + m(λ1,1 + λ1,2 + λ2,2) + (m + 1)λ2,1 + λ1,3 = 2m

c(λ0,2m+1  λ1,3) =
2∏

k=1

Γ
(
λ1,k − λ1,3

)
Γ
(∣∣∣{λ0,2m+1 λ1,k λ2,1

}∣∣∣)
·

2m∏
k=1

Γ
(
λ0,2m+1 − λ0,k + 1)

Γ
(∣∣∣∣∣
{

λ0,k λ1,1 λ2,1

λ0,2m+1 λ1,2 λ2,2

}∣∣∣∣∣)
,

c(λ1,3  λ0,2m+1) =
2∏

k=1

Γ
(
λ1,3 − λ1,k + 1

)
Γ
(∣∣∣∣∣∣∣


[λ1,k](m) [λ2,1](m)

(λ0,ν)1≤ν≤2m [λ1,3−k](m−1) [λ2,2](m)

λ1,3


∣∣∣∣∣∣∣
)

·
2m∏
k=1

Γ
(
λ0,k − λ0,2m+1)

Γ
(∣∣∣∣∣∣∣∣


[λ1,1](m−1) [λ2,1](m)

(λ0,ν)1≤ν≤2m
ν ̸=k

[λ1,2](m−1) [λ2,2](m−1)

λ1,3


∣∣∣∣∣∣∣∣
) .

8. 接続公式の証明の概略

基本的には，Gaussの超幾何関数の場合に挙げたのと同様の方法で，以下のよう
に証明することが出来る10．

10全く別の証明もある (2009年 2月)
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1. 変換 u 7→ z−λ0,n0 (1− z)−λ1,n1 u ⇒ λ0,n0 = λ1,n1 = 0

2. Shift T1 : λ0,ν 7→ λ0,ν − (1− δν,n0), λ1,ν 7→ λ1,ν + (1− δν,n1)

3. 隣接関係 R(λm) := cm(λ0,n0 λ1,n1 )

T1

(
cm(λ0,n0 λ1,n1 )

) ⇐ Shift作用素

4. 定理 8.1より cm(λ0,n0  λ1,n1) =
∏∞

k=0 R(T k
1 λm)

R(λm) : n0 + n1 − 2次の多項式を分母分子とする λj,ν の有理関数
分子 ← 可約性 ⇐ m = m′ ⊕m′′ に起因する rigid部分系の存在
分母 ← log項をもつ局所解⇐ 特性根が整数差

定理 8.1. A =

(
0 0

A0 A1

)
, B =

(
0 B0

0 B1

)
∈M(n, C)

A1, B1 ∈M(n1, C), n = n0 + n1, D(0, r) := Diag(0n0 , r1, . . . , rn1)

(8.1)
du

dz
=

A−D(0, r)
z

u +
B + D(0, r)

z − 1
u

ur : 上の方程式の原点での正則解 ⇒

(8.2) max
1≤ν≤n, |z|≤1, z∈C

{∣∣ur
ν(z)− ur

ν(0)
∣∣}

≤ max
1≤ν≤n0

{|ur
ν(0)|} ·

((
1 +

N + 1
min1≤ν≤n1{Re rν} − 4N − 3

)N+1 − 1
)

if Re rν > 4N + 3 and n ·max{|Aij |, |Bij |} ≤ N .

特に，ur(0) = u0 ∈ Cn, minν{Re rν} → ∞ ⇒ ur(z) は u0 に一様収束

9. 関連事項

9.1. 三角関数の恒等式.

n∑
k=1

∏
ν∈{1,...,n} sin(xk − yν)∏

ν∈{1,...,n}\{k} sin(xk − xν)
= sin

( n∑
ν=1

xν −
n∑

ν=1

yν

)
,

n∑
k=1

∏
ν∈{1,...,n}\{k}

sin(yj − xν)
sin(xk − xν)

∏
ν∈{1,...,n}\{j}

sin(xk − yν)
sin(yj − yν)

= 1 (j = 1, . . . , n),

n∑
k=1

sin(xk + s) · sin(xk + t) ·
∏

ν∈{1,...,n}\{k}

sin(xk + xν + 2u)
sin(xk − xν)

=


sin
(
nu +

n∑
ν=1

xν

)
· sin

(
s + t + (n− 2)u +

n∑
ν=1

xν

)
if n = 2m

sin
(
s + (n− 1)u +

n∑
ν=1

xν

)
· sin

(
t + (n− 1)u +

n∑
ν=1

xν

)
if n = 2m + 1

注意 9.1. 最初の 2つの等式は，hypergeometric familyの接続係数から，3つめの等
式は，even/odd familyの接続係数から得られる．
これらの等式は，別の証明がある（H. Ochiai, J. Sekiguchi, Oshima他）．
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9.2. 応用，今後の問題. 11

(1) 多重複度の場合 · · · 部分Wronskian?
整数差，見かけの特異点，単独高階と一階システム
⇒ 大域モノドロミーに十分な情報

(2) 方程式の構成 · · · middle convolution, 横山 (+原岡)12, その他
文献多数：[CB, CB2], [CBS], [DG], [DG2], [Gl], [HY], [Ih], [Ka], [Ko, Ko2,
Ko3], [Os3, Os4], [Si, Si2], [Vo], [Yo2] etc.

(3) Heckman-Opdam超幾何の Gauss和公式 [Op] （⇐ Hn, EO2n [Os2]）
(4) アクセサリパラメータ/幾何的モジュライ

Shift作用素，隣接関係式，Painlevé方程式（[Ta], [HF]）
(5) 接続係数がガンマ関数で表せる多数の例（[Os2]）

eg. 特殊なパラメータ値の 211, 211, 1111 （どうして分かるのか？）
⇐ アフィンヘッケ環の表現 ([He])

(6) 不確定特異点 ([HF], [Bo])
(7) 超幾何系の間の D-加群としての準同型
(8) 多変数の超幾何 · · · rigid系，Shift作用素 ([He])，制限／拡張 ([Os2], [Ha2],

[Yo2])

以下の他，より詳しくは [Ha2], [Ko3], [Si2]の文献表を参照．
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