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大島 利雄（東京大学大学院 数理科学研究科）

1. 特殊関数と Fuchs型常微分方程式

Gaussの超幾何級数

F (α, β, γ;x) =

∞∑
n=0

(α)n(βn)

(γ)n

xn

n!
,(1.1)

(α)n := α(α+ 1) · · · (α+ n− 1)

として与えられる超幾何関数やその特殊化で得られる古典直交多項式系や Bessel関
数は，最も基本的な特殊関数である．これらを含む多くの特殊関数は，Riemann球
面上の有限個の特異点を除いて（多価）解析関数であり，それぞれ様々な特徴付けを
持っている（[MUI], [WW]）．

Gaussの超幾何級数は微分方程式

(1.2) x(1− x)
d2u

dx2
+

(
γ − (α+ β + 1)x

)du
dx

− αβu = 0

の（原点で正則で 1の値を取る）解として特徴づけられ，この方程式は Fuchs型常
微分方程式の典型例となっている．

Fuchs型常微分方程式は，その多価解析的な解の空間でも特徴付けられる．有限
多価とは限らないが，解空間の次元は方程式の階数 nとなるので，n次元の解空間を
考えるのが自然であり，特殊関数は，その解空間の中で適当に指定された元と考えれ
ばよい．

Riemann球面 P1(C)から有限個の点 {c0, . . . , cp} を除いた集合をX とする．
1. X に含まれる任意の単連結開集合 U に対し，U 上の正則関数の空間 O(U) の

n個の元を基底とする n次元の空間 F(U)が定まっていて, 次の両立条件を満たすと
する（この対応 U 7→ F(U) を F と書く）．

(1.3) X ⊃ U ⊃ V :単連結 =⇒ F(V ) = F(U)|V

2. 特異点に近づいたとき，F(U)の各元は特異点との距離の適当な逆べき程度でし
か増大しない．より正確には，１次分数変換で特異点を 0に移して考えると，F(U)

の元 u(x)は，適当な正数 C, N , ε を選ぶと

(1.4) |u(x)| < C|x|−N (0 < |x| < ε)

を満たす．ただし U ⊂ {x ∈ C ; e−iθx /∈ R+} となる θ ∈ Rがあるとする．
3. 一般に n階の常微分方程式の局所解は，（特異点以外で）n− 1階までの微係数

を与えると定まるので，解空間の基底に対するWronskianは消えない．そこでX 上
では F(U)の基底に対するWronskianが消えないと仮定する．消える点があれば，
それは孤立しているので特異点に含め，それをX から除けばよい．そのような特異
点を見かけの特異点という．
以下，特に断らなければ，簡単のため c0 = ∞とする．
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上記の３つの条件を満たす（多価）正則関数の空間 F の全体と，以下の形の微分
作用素 P とは，Pu = 0の解空間を考えることにより，１対１に対応する．

P =
( p∏
j=1

(x− cj)
n
) dn

dxn
+

n−1∑
k=0

ak(x)
( p∏
j=1

(x− cj)
k
) dk

dxk
,

ak(x) ∈ C[x], deg ak(x) ≤ (n− k)(p− 1).

(1.5)

この形の微分作用素（あるいはそれに（左から）有理関数を掛けて得られたもの）を
Fuchs型常微分作用素という．

2. 特性指数，モノドロミーとスペクトル型

前節の F(U)あるいは Pu = 0の解空間は，（特異点を含む）任意の点の近くで以
下の様な基底 u1(x),. . . ,un(x)をもつことが分かる．すなわち，その点を原点に一次
分数変換で変換して書くと

uν(x) ∼ xλν logkν x.

ただし (λν , kν)は互いに異なる (ν = 1, . . . , n). このとき {λν ; ν = 1, . . . , n}をその
点における特性指数という（なお，特性指数には，重複度が許される）．
特異点でない点では，特性指数は {0, 1, . . . , n− 1}である．
特異点での特性指数は，重要な局所的データとなっている．Gaussの超幾何微分

方程式の特異点は ∞, 0, 1 で，そこでの特性指数は, それぞれ {α, β}, {0, 1 − γ},
{0, γ −α− β} となり，これを集めたデータを以下の様に表してRiemann scheme

という．

(2.1)


x = ∞ x = 0 x = 1

α 0 0 ; x

β 1− γ γ − α− β


F の多価性は，基底 ũ = (ũ1, . . . , ũn)を決めて以下の様な解析接続の道を考える

と，各特異点 cj を反時計回りにまわる道 γj に対して定まる基底の一次変換を表す行
列Mj で記述できる．このMj をモノドロミー生成元という．

(2.2)

γi ◦ γj(ũ) = γj(ũMi)

= γj(ũ)Mi

= ũMjMi,

MpMp−1 · · ·M1M0 = In.WVUTPQRS×c0 WVUTPQRSc1× WVUTPQRS×
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このとき cjでの特性指数をλj,1, . . . , λj,nとすると，Mjの固有値は e2πiλj,1 ,. . . , e2πiλj,n

となる．特に λj,ν − λj,ν′ /∈ Z (1 ≤ ν < ν′ ≤ n) ならば，Mj は半単純（対角化可能）
である．
古くからその性質が研究されている Fuchs型方程式の解となる特殊関数は，その

局所モノドロミーの言葉で特徴付けが可能である．たとえば一般超幾何級数

(2.3) nFn−1(α1, . . . , αn, β1, . . . , βn−1;x) =
∞∑
ν=0

(α1)ν · · · (αn)ν
(β1)ν · · · (βn−1)νν!

xν

は，特異点が∞, 0, 1にある関数と方程式を定義するがその方程式は “1に n− 1次
元の正則解がある”という特徴付けをもつ（これは 1での特性指数 0, 1, . . . , n− 2に
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対応）．また Jordan-Pochhammerの方程式は, 特異点 cj が p+ 1個ある p階の方程
式で, cj（j = 1, . . . , p)では特性指数 0, . . . , p− 2に対応して p− 1次元の正則解があ
り，∞においても，特性指数が λ, λ+ 1, . . . , λ+ p− 1となる複素数 λがあって，そ
れに対応して，xλを掛けると∞で正則解となる p− 1次元の解があるということで
特徴付けられる．これらの特異点では，モノドロミー生成元には固有値に重複がある
が，（パラメータ一般のときは）半単純になっている．これを一般化し

定義 2.1. 特異点 cj での一般化特性指数が {[λj,1](mj,1), . . . , [λj,nj ](mj,nj
)} であると

は，特性指数が

(2.4) {λj,ν + k ; k = 0, . . . ,mj,ν − 1, ν = 1, . . . , nj}

であって，

(2.5) λj,ν − λj,ν′ /∈ Zのときは，そこでのモノドロミー生成元が半単純

と定義する（ただし，n = mj,1 + · · ·+mj,nj）．
λj,ν = λj,1 (ν = 2, . . . , nj)のときは，特性指数が (2.4)であって，モノドロミー

生成元の Jordan標準形のブロックサイズが，nの分割mj,1+ · · ·+mj,nj の dualの分
割になっていることと定義する．一般の場合については，[Os5]を参照してください．
各特異点での一般化特性指数を考えることにより，一般化Riemann scheme

(2.6) {λm} :=


x = c0 c1 · · · cp

[λ0,1](m0,1) [λ1,1](m1,1) · · · [λp,1](mp,1)

...
...

...
... ; x

[λ0,n0 ](m0,n0 )
[λ1,n1 ](m1,n1 )

· · · [λp,np ](mp,np )

 .

が定義される．また p+ 1個の nの分割の組

(2.7) n = mj,1 + · · ·+mj,nj (j = 0, . . . , p)

のことを，対応する F または作用素 P のスペクトル型という．

一般化超幾何および Jordan-Pochhammerの一般化 Riemann schemeは

x = 0 1 ∞
1− β1 [0](n−1) α1

...
... ; x

1− βn−1 αn−1

0 −βn αn


,

n∑
ν=1

αν =
n∑

ν=1

βν ,(2.8)


x = ∞ c1 · · · cp

[λ′
0](p−1) [0](p−1) · · · [0](p−1) ; x

λ0 λ1 · · · λp

 , (p− 1)λ′
0 +

p∑
j=0

λj = p− 1(2.9)

となり，それぞれのスペクトル型は

1n, n− 11, 1n および p− 11, p− 11, · · · , p− 11︸ ︷︷ ︸
p+1

となる（n = 2, p = 2 は Gaussの超幾何で，11, 11, 11）．
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スペクトル型m = {mj,ν} 0≤j≤p
1≤ν≤nj

は，nの p + 1個の分割であるが，n = ordm

とおき，以下の様に拡張しておく．

(2.10)
mj,ν = nδν,1, nj = 1 (j > p),

mj,ν = 0 (ν > nj).

注意 2.2. {λm}が Fuchs型方程式の一般化Riemann scheme (GRS)であれば以下の
Fuchs条件 (FC) が成り立つ．

(2.11) |{λm}| :=
p∑

j=0

nj∑
ν=1

mj,νλj,ν − ordm+ idxm = 0.

ここで

idx(m,m′) := lim
p→∞

( p∑
j=0

∞∑
ν=1

mj,νm
′
j,ν − (p− 1) ordm · ordm′

)
,(2.12)

idxm := idx(m,m).(2.13)

問題. スペクトル型mによって Fuchs型方程式を分類して解析せよ．

• (FC)の下で genericなλj,νに対し，（GRS) {λm}をもつ（既約な）FやFuchs

型常微分作用素が存在するか？
存在するなら，それをパラメトライズせよ．
存在するmを（irreducibly）realizable と定義する．

• 上の分類に基づいて，Fuchs型常微分方程式の基本問題，すなわち，解の表
示（べき級数や積分による），接続問題，既約性，隣接関係式，多項間関係
式，多項式解，解空間のモノドロミーなどを解析せよ．

3. Kac-Moody root系

インデックスの集合

(3.1) I := {0, (j, ν) ; j = 0, 1, . . . , ν = 1, 2, . . .}.

でパラメトライズされる基底 αi (i ∈ I)で張られる無限次元ベクトル空間を hとお
く．さらに以下の様に内積（正定値でない）と鏡映 si を定め，鏡映で生成される群
をW∞ として定義される Kac-Moody root系 (Π,W∞) を考える．αi を単純ルート，
W∞ をWeyl群という．

(3.2) Π = {αi ; i ∈ I} = {α0, αj,ν ; j = 0, 1, 2, . . . , ν = 1, 2, . . .}.

I ′ := I \ {0}, Π′ := Π \ {α0},(3.3)

Q :=
∑
α∈Π

Zα ⊃ Q+ :=
∑
α∈Π

Z≥0α.(3.4)

(α|α) = 2 (α ∈ Π),

(α0|αj,ν) = −δν,1,

(αi,µ|αj,ν) =

0 (i 6= j or |µ− ν| > 1),

−1 (i = j and |µ− ν| = 1).

α0�������� α1,1�������� α1,2�������� · · ·
α2,1��������III

III
α2,2�������� · · ·

α0,1��������
yyyyyy

α0,2�������� · · ·

α3,1��������88
88

88
88

α3,2�������� · · ·
00

00
00

00

))
))

))
)

(3.5)
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(α|α) 6= 0を満たす α ∈ hに関する鏡映 sα は以下のように定義される．

sα : h 3 x 7→ x− 2
(x|α)
(α|α)

α ∈ h,(3.6)

si = sαi for i ∈ I.(3.7)

ルートの集合∆ = ∆re ∪∆im と正ルートの集合∆+ = ∆ ∩Q+ の定義は：

∆re := W∞Π (実ルート), ∆re
+ := ∆re ∩Q+,(3.8)

∆im
+ := W∞B (正の虚ルート)(3.9)

B := {β ∈ Q+ ; suppβ is connected and (β, α) ≤ 0 (∀α ∈ Π)},

∆im := ∆im
+ ∪∆im

− , ∆im
− := −∆im

+ .(3.10)

w ∈ W∞, α ∈ Qに対し，以下のように定義する．

∆(w)+ := ∆re
+ ∩ w−1∆re

− ,(3.11)

L(w) := #∆(w)+,(3.12)

h(α) := n0 +
∑
j≥0

∑
ν≥1

nj,ν for α = n0α0 +
∑
j≥0

∑
ν≥1

nj,ναj,ν ∈ Q.(3.13)

w = si1si2 · · · sik （iν ∈ I）を w ∈ W∞ のminimal expressionとすると

(3.14) ∆(w)+ =
{
αik , sik(αik−1

), siksik−1
(αik−2

), . . . , sik · · · si2(αi1)
}
.

α ∈ ∆+に対し，wα ∈ B ∪ {α0}となる w ∈ W∞ で長さ最小のものが一意に決ま
るので，その wによって∆(α)+ := ∆(w)+ と定義する．
さらに hの双対空間を若干拡張した空間とそれのいくつかの元を定義する：

h∨ := {Λ =
∑
i∈I

λiαi ∈
∏
i∈I

Cαi ; λj,1 = 0 (j � 1)},(3.15)

Λ0 :=
1

2
α0 +

1

2

∞∑
j=0

∞∑
ν=1

(1− ν)αj,ν ,(3.16)

Λj,ν :=
∞∑

i=ν+1

(i− ν)αj,i (j = 0, . . . , p, ν = 0, 1, 2, . . .),(3.17)

Λ0 := 2Λ0 − 2Λ0,0 = α0 +
∞∑
ν=1

(1 + ν)α0,ν +
∞∑
j=1

∞∑
ν=1

(1− ν)αj,ν ,(3.18)

Λ0
j,k := Λj,0 − Λk,0 =

∞∑
ν=1

ν(αk,ν − αj,ν) (0 ≤ j < k).(3.19)

このとき

(Λ0|α) = (Λ0
j,k|α) = 0 (∀α ∈ Π),(3.20)

(Λj,ν |αj′,ν′) = δj,j′δν,ν′ (j, j′ = 0, 1, . . . , ν, ν′ = 1, 2, . . .),(3.21)

(Λj,0|αi) = δi,0 (∀i ∈ Π).(3.22)
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4. reductionと対応

関数の変換. 関数の変換 u(x) 7→ (x− cj)
λju(x)は，微分作用素環への変換

(4.1) Ad
(
(x− cj)

λj
)
: x 7→ x, (x− cj)

d
dx 7→ (x− cj)

d
dx − λj

（additionまたは gauge変換とよぶ）を，fractional な微分（Euler変換）

(4.2) u(x) 7→ ∂−µu(x) =
1

Γ(µ)

∫ x

cj

(x− s)µ−1u(s)ds

は変換

(4.3) ∂−µ : d
dx 7→ d

dx , x d
dx 7→ x d

dx − µ

を引き起こす．
Weyl代数の元の変換. Weyl代数の元 P と Pu(x) = 0の解 u(x)に対して，上の

変換 u(x) 7→ v(x)で得られた関数が満たす v(x)が満たす方程式Qv(x) = 0を考える
（QはWeyl代数の元）. P は (2.6)の GRSをもつ (1.5)の Fuchs型作用素とする．

addition Ad
(
(x − cj)

λj
)
が引き起こす変換のほか，` = (`0, . . . , `p) ∈ Zp+1

≥0 に対
し，Euler変換を用いて以下の変換を定義する．

∂`P := Ad
( p∏
j=1

(x− cj)
λj,`j )

p∏
j=1

(x− cj)
mj,`j

−d`(m)∂−m0,`0 Ad(∂1−λ0,`0
−···−λp,`p )

· ∂(p−1)n−m1,`1
−···−mp,`pa−1

n (x)
n∏

j=1

(x− cj)
n−mj,`j Ad

( p∏
j=1

(x− cj)
−λj,`j )P.

d`(m) := m0,`0 + · · ·+mp,`p − (p− 1) ordm.

(4.4)

∂`P のスペクトル型をm′ = ∂`m, GRSを {λ′
m′} = ∂`{λm}とおくと，少なくとも

λj,ν が（Fuchs条件のもとで）genericなら

m′
j,ν = mj,ν − δν,`jd`(m),

λ′
j,ν = λj,ν + (1− δν,`j − 2δj,0)µ,

µ = λ0,`0 + · · ·+ λp,`p − 1

(4.5)

となる．特に

(4.6) ord ∂`m = ordm− d`(m).

ここで，mj,`j は 0 であってもよいものとする．
∂`mの階数 ord ∂`mを小さくするには，d`(m)を最大となるように `を選べばよ

い．このような `（のひとつ）を `max(m)とおくと

(4.7) mj,`max(m)j = max{mj,1, . . . ,mj,nj}

である．∂maxm = ∂`max(m)(m)とおく．同様に dmax(m), ∂max{λm}や ∂maxP が
定義される．

mが irreducibly realizableならば，以下のような非負整数Kが定まる（reduction）．

(4.8)
ordm > ord ∂maxm > ord ∂2

maxm > · · · > ord ∂K
maxm,

ordK m = 1 or dmax(∂
K
maxm) ≤ 0.
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{λm}に対し，Kac-Moodyルート系との対応を以下の様に与える（一階システム
の Schlesinger型の場合に，最初に [CB]が与えた）．

α` := α0 +

∞∑
j=0

`j−1∑
ν=1

αj,ν ∈ ∆re
+ ,

αm := ordm · α0 +

p∑
j=0

∞∑
ν=1

∞∑
i=ν+1

mj,iαj,ν ∈ Q+,

Λ(λ) := −Λ0 +

p∑
j=0

∞∑
ν=1

λj,ν(Λj,ν−1 − Λj,ν) ∈ h̄ := h∨/CΛ0.

(4.9)

このとき以下の対応が成り立つ．{
Pm : Fuchs型微分作用素 with {λm}

}
→

{
(Λ(λ), αm) ; αm ∈ ∆+

}
↓ ∂`, addition � ↓ W∞-action, +τΛ0

0,j{
Pm : Fuchs 型微分作用素 with {λm}

}
→

{
(Λ(λ), αm) ; αm ∈ ∆+

}
.

P Kac-Moody root system

m αm

m : rigid α ∈ ∆re
+ : suppα 3 α0

m : monotone α ∈ Q+ : (α|β) ≤ 0 (∀β ∈ Π′)

m : realizable kα : k ∈ Z>0, α ∈ ∆+, suppα 3 α0

m : irreducibly realizable
α ∈ ∆+, suppα 3 α0

indivisible or (α|α) < 0

m : basic and monotone
α ∈ Q+ : (α|β) ≤ 0 (∀β ∈ Π)

indivisible

α ∈ ∆+ : (α|αm) = 1 (∀α ∈ ∆(m)+)

m: simply reducible and monotone (α|β) ≤ 0 (∀β ∈ Π′)

(α|α0) > 0, α 6= α0, indivisible

ordm n0 : α = n0α0 +
∑

i,ν ni,ναi,ν

idx(m,m′) (αm|αm′)

∂` sα`

{λm} (Λ(λ),m)

|{λm}| (Λ(λ) + 1
2αm|αm)

定理 4.1 (存在定理 [Os5]). mが irreducibly realizableならば，{λm} というGRSを
もつ (1.5)の形の普遍微分作用素 Pm(λ, g1, . . . , gN )が存在し，Fuchs条件のもと λj,ν

が generic，あるいは既約で局所非退化，あるいはmが simply reducibleならば，
{λm}という GRSをもつ Fuchs型微分作用素は，適当な (g1, . . . , gN ) ∈ CN による
普遍微分作用素（の有理関数倍）に限る．

g1, . . . , gN はアクセサリ・パラメータで

(4.10) N = 1− 1
2 idxm.

Pm(λ, g)の係数は (x, λ, g)の多項式で，各 gi に対しては 1次であり，giはある xν dj

dxj

の係数としてよい．
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irreducibly realizableであるスペクトル型mで，idxm = 2となるものを rigid

という（すなわち，アクセサリ・パラメータがないもの）．
mが indivisibleとは，{mj,ν}の最大公約数が 1となること．
basic（すなわち，indivisibleで dmax(m) ≤ 0）かつmonotone（すなわちmj,1 ≥

mj,2 ≥ mj,3 ≥ · · ·）となるmは，idxmを決めると（同型を除いて）有限個しかな
い (cf. [Os3]). たとえば，idxm = 0となるものは affine root系の D̃4, Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8に
対応した 4個（cf. [Ko]）で，idxm = −2となるものは 13個（[Os3]）．

irreducible realizableなmの reduction (4.8)において

(4.11) ord ∂i
maxm = ord ∂i−1

maxm− 1 (i = 1, . . . ,K)

となる場合，mを simply reducibleと定義する．
simply reducibleでnon-rigidなmは，idxmを決めると有限個しかない (cf. [Os5])．

rigidで simply reducibleとなるものは，21111, 222, 33 と以下の Simpsonのリスト
（in [Si]）に限る (cf. [MWZ])．

order type name partitions

n Hn hypergeometric family 1n, 1n, n− 11

2m EO2m even family 12m,mm− 11,mm

2m+ 1 EO2m+1 odd family 12m+1,mm1,m+ 1m

6 X6 extra case 111111, 222, 42

rigidなスペクトル型のmは，ordmが 6以下のものは同型を除いて 49個，10で
は 306個，20では 10269個というように沢山ある．

5. 様々な結果（[Os5]）

定義した方程式や関数の変換を用いて，最初の節で述べた常微分方程式の基本的
問題が解決（or reduction）される．ここでは若干の例を挙げる．
普遍方程式

(5.1) Pm(λ)u = 0

を考察する．

定理 5.1 (既約性). 簡単のためmは irreducible realizableと仮定すると，方程式 (5.1)

が既約となるための必要十分条件は

(5.2) (Λ(λ)|α) /∈ Z (∀α ∈ ∆(m)+).

ここで

(5.3) ∆(m)+ := ∆(αm)+.

c0 = 0, c1 = 1，m0,n0 = 1とする，x = 0での局所解 u0,n0 ∼ xλ0,n0 を実軸に沿っ
て 1まで接続していったときの x = 1での局所解 u1,n1 ∼ (1− x)λ1,n1 に対する接続
係数を c(λ0,n0 λ1,n1) とおく.

定理 5.2 (接続問題). `0 6= n0, `1 6= n1 を満たす ` ∈ Zp
≥1 に対し，{λ′

m′} = ∂`{λm}
とおき，Pm′(λ′)v = 0に対する同様の接続係数を c′(λ′

0,n0
 λ′

1,n1
) とおくと

(5.4)
c′(λ′

0,n0
 λ′

1,n1
)

Γ(λ′
0,n0

− λ′
0,1 + 1)Γ(λ′

1,1 − λ′
1,n1

)
=

c(λ0,n0 λ1,n1)

Γ(λ0,n0 − λ0,1 + 1)Γ(λ1,1 − λ1,n1)
.
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特にmが rigidでm1,n1 = m2,n2 = 1ならば，この定理により接続係数 c(λ1,n1 
λ2,n2) がガンマ関数の積の商の形で具体的に書ける（cf. (4.8)）．

(4.8) において {λ(k)m(k)} = ∂k
max{λm} （k = 0, . . . ,K）とおき，λ(k)j,max =

λ(k)j,`max(m(k))j とおく．この記号の下で

定理 5.3 (局所解の積分表示とべき級数表示). mは rigidで，m1,n1 = 1, c0 = ∞,

c1 = 1と仮定する．x = 0における局所解で特性指数 λ1,n1 に対応するものを u(x)

とおく．u(x)を u(x) ∼ xλ1,n1 となるよう規格化しておく．このとき

u(x) :=
K−1∏
k=0

Γ
(
λ(k)1,n1 − λ(k)1,max + 1

)
Γ
(
λ(k)1,n1 − λ(k)1,max + µ(k) + 1

)
Γ
(
−µ(k)

)
∫ s0

0

· · ·
∫ sK−1

0

K−1∏
k=0

(sk − sk+1)
−µ(k)−1

·
K−1∏
k=0

(( sk
sk+1

)λ(k)1,max
p∏

j=2

( 1− c−1
j sk

1− c−1
j sk+1

)λ(k)j,max
)

· sλ(K)1,n1

K

p∏
j=2

(
1− sK

cj

)λ(K)j,max

dsK · · · ds1
∣∣∣
s0=x

(5.5)

= xλ1,n1

p∏
j=2

(
1− x

cj

)λ(0)j,max

·
∑(

νj,k

)
2≤j≤p
1≤k≤K

∈Z(p−1)K
≥0

K−1∏
i=0

(
λ(i)1,n1 − λ(i)1,max + 1

)∑p
s=2

∑K
t=i+1 νs,t(

λ(i)1,n1
− λ(i)1,max + µ(i) + 1

)∑p
s=2

∑K
t=i+1 νs,t

·
K∏
i=1

p∏
s=2

(
λ(i− 1)s,max − λ(i)s,max

)
νs,i

νs,i!
·

p∏
s=2

( x

cs

)∑K
i=1 νs,i

.

(5.6)

定理 5.4 (３項間関係式). mは rigidで，mj,nj = 1 （j = 0, 1, 2）, c0 = ∞とし

(5.7) εj,ν = δj,1δν,n1 − δj,2δν,n2 , ε′j,ν = δj,0δν,n0 − δj,2δν,n2

とおく（j = 0, . . . , p, ν = 1, . . . , nj）. uλ(x) を (5.1)の x = c1 での局所解で，λj,ν

が genericなとき

(5.8) uλ(x) ∼ (x− c1)
λ1,n1

となるものとする．このとき

uλ(x) = uλ+ε′(x) + (c1 − c2)
K−1∏
ν=0

λ(ν + 1)1,n1 − λ(ν)1,`(ν)1 + 1

λ(ν)1,n1 − λ(ν)1,`(ν)1 + 1
· uλ+ε(x).(5.9)

これらの結果は，コンピュータ・プログラムとして実現されている（cf. [Os2], [Os6]）．
以上は，Gaussの超幾何微分方程式 (1.2)の既約条件

α, β, α− γ, β − γ /∈ Z

Gaussの和公式

F (α, β, γ; 1) =
Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(γ − α)Γ(γ − β)
9



積分表示

F (α, β, γ;x) =
Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)

∫ x

0

x−γ+1(x− s)−α+γ−1sα−1(1− s)−βds

3項間関係式

F (α+ 1, β, γ;x)− F (α, β, γ;x) =
βx

γ
F (α+ 1, β + 1, γ + 1;x)

の一般化になっている．
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