
多変数ネヴァンリンナ理論とディオファントス近似

野口潤次郎 東大・数理
解析学賞受賞特別講演

平成 15(2003)年度日本数学会年会 3月 於東大・駒場

平成９年秋の学会の折に，企画特別講演で「値分布と有理点分布」という題で
話をした．今回は，その後のこの方面の進展を紹介し，問題点について考えたい．

1 第一主要定理

第一主要定理は，理論の枠組みを決めるということで重要である．一変数では，
R. Nevanlinnaの後，A. Bloch, H. Cartan, 清水辰次郎, L.V. Ahlfors等が 1930年
前後に研究し，高次元では 1960年代，W. Stoll, Bott-Chern, H. Wu 等により盛ん
に研究された．

Cmの複素座標を z = (zj)とする．次の記号を定める．

‖z‖ = (
∑

j |zj|2)1/2, d = ∂ + ∂̄, dc = i
4π

(∂̄ − ∂),

α = ddc‖z‖2, γ = (ddc log ‖z‖2)m−1 ∧ dc log ‖z‖2.

ϕ(z)をCm上定義された [−∞,∞]に値をもち，局所的に多重劣調和関数の差で表
される関数とする．カレントの意味での二階微分 ddc[φ] は複素数値ラドン測度を
係数とする (1, 1)型式である．このとき次の Jensenの公式が成立する.

補題 1.1 (Jensenの公式) 任意の r > s > 0に対し，∫
{‖z‖=r}

ϕ(z)γ(z) −
∫
{‖z‖=s}

ϕ(z)γ(z) =

∫ r

s

dt

t2m−1

∫
{‖z‖<t}

2ddc[ϕ] ∧ αm−1.

f(z)をCm上の有理型関数として，ϕ(z) = log |f(z)|とおく．f(z)の零因子を
(f)0, 極因子を (f)∞とする．(f)の因子は，(f) = (f)0 − (f)∞である．

補題 1.2 (Poincaré-Lelongの公式) カレントとして，

2ddc[log |f |] = (f).

ϕ(z) = log |f(z)|とおき，補題 1.1, 補題 1.2 を用いると次を得る．∫
{‖z‖=r}

log |f(z)|γ(z) −
∫
{‖z‖=1}

log |f(z)|γ(z)(1.3)

=

∫ r

1

dt

t2m−1

∫
{‖z‖<t}∩(f)0

αm−1 −
∫ r

1

dt

t2m−1

∫
{‖z‖<t}∩(f)∞

αm−1.
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次のように定める．

log+ t = max{0, log t}, log t = log+ t− log+ 1

t
(1.4)

m(r, f) =

∫
{‖z‖=r}

log+ |f(z)|γ(z) (無限遠点への接近関数),

N(r, (f)0(resp. ∞)) =

∫ r

1

dt

t2m−1

∫
{‖z‖≤t}∩(f)0(resp. ∞)

αm−1 (個数関数),

T (r, f) = m(r, f) +N(r, (f)∞) (ネヴァンリンナの位数関数).

(1.3)と (1.4)より次を得る．

定理 1.5 (第一主要定理) T (r, f) = T (r, 1/f) +
∫
‖z‖=1

log |f(z)|γ(z).

次の簡単な事実に注意する．

log+

∣∣∣∣∣
q∏
1

aj

∣∣∣∣∣ ≤
q∑
1

log+ |aj |,

log+

∣∣∣∣∣
q∑
1

aj

∣∣∣∣∣ ≤
q∑
1

log+ |aj | + log q.

従って，

T

(
r,

q∏
1

fj

)
≤

q∑
1

T (r, fj),

T

(
r,

q∑
1

fj

)
≤

q∑
1

T (r, fj) + log q,

T (r,Q(f1, . . . , fq)) ≤ C1

q∑
1

T (r, fj) + C2.

ここで，Q(· · · )は多変数有理関数である．特に 1/(f − a), a ∈ Cを考えると，

定理 1.6 (第一主要定理)

T

(
r,

1

f − a

)
= T (r, f − a) −

∫
‖z‖=1

log |f(z) − a|γ(z)

= T (r, f) +O(1),

|O(1)| ≤ log+ |a| + log 2 +

∣∣∣∣
∫
‖z‖=1

log |f(z) − a|γ(z)
∣∣∣∣ .

補題 1.7

∫
‖z‖=1

log |f(z)− a|γ(z) は a ∈ Cについて局所有界（実は連続）である．
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N(r, (f − a)0) ≤ T

(
r,

1

f − a

)
.

N(r, (f −∞)0) = N(r, (f)∞)と考える．以上より，次の重要な不等式を得る．

定理 1.8 (ネヴァンリンナ不等式) ある定数Cが存在して，任意の a ∈ P1(C)に
対し

N(r, (f − a)0) ≤ T (r, f) + C.

T (r, f)の幾何学的解釈：Ω0をP1(C)の Fubini-Study計量型式，つまり超平面
束O(1)のChern型式とする．清水の位数関数 ([22]) を次のように定義する．

Tf (r,Ω0) =

∫ r

1

dt

t2m−1

∫
‖z‖≤t

f∗Ω0 ∧ αm−1.

定理 1.9 (清水 [22]・Ahlfors [1]) T (r, f) = Tf (r,Ω0) +O(1).

以上を n次元複素射影代数的多様体 V と有理型写像 f : Cm → V に拡張する．
{ψj}n

j=1を有理関数体C(V )の超越基底とする．f∗ψj �≡ ∞とする．{ψj}n
j=1に関

する位数関数を次で定める．

Tf (r, {ψj}n
j=1) = max

j
T (r, f∗ψj).

L → V をエルミート直線束，ΩLを Lの Chern型式とし，Lに関する位数関数
を次のように定める．

Tf (r, L) = T (r,ΩL) =

∫ r

1

dt

t2m−1

∫
‖z‖≤t

f∗ΩL ∧ αm−1.

定理 1.10 (i) Tf (r, L) < C1Tf (r, {ψj}n
j=1) + C2.

(ii) L > 0ならば，Tf (r, {ψj}n
j=1) < C3Tf (r, L) + C4.

(iii) L > 0ならば, Tf (r, L) = O(log r)と f が有理写像であることは同値である．
更に，Tf (r, L) = O(1)と f が定写像であることは同値である．

Tf (r, {ψj}n
j=1)はネヴァンリンナの位数関数 T (r, f)の拡張，Tf (r, L)は清水の位

数関数 Tf (r,Ω0)の拡張と考えられる．
非負係数因子D = (σ), σ ∈ H0(V, L)への接近関数を次のようにおく．

mf(r,D) =

∫
‖z‖=r

log
1

‖σ ◦ f(z)‖γ(z).

定理 1.11 (第一主要定理) Tf (r, L) = mf(r,D) +N(r, f∗D) +O(1).
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さてどうして f(Cm)と因子Dの交わりを考えるのか？ 値分布なのであるから，
a ∈ V に対し f−1aを考えないのか？
この問題の背後には，安定性の問題が横たわっているように思われる．ある意

味で，因子の逆像にはたとえ写像が超越的でもある種の安定性がある．それを示
すのが第二主要定理である．一方，点の逆像には，少なくとも次のような理由で
安定性がない．

(i) Fatou (1922)，Bieberbach (1933): 単射正則写像 f : C2 → C2で，ヤコビャン
J(f) ≡ 1であるが，C2 \ f(C2)が非空開集合を含むものがある．更に，別の
そのような単射正則写像 g : C2 → C2 で，f(C2)∩ g(C2) = ∅となるものが取
れる．このような f に対しては f−1xは，ある開集合上空集合で，また別の開
集合上では１点集合になり，安定性がない．

(ii) 最近 Buzzard-Lu (2000)は，n(� 2)次元複素トーラスNと非空開集合U ⊂ N

に対し，微分非退化正則写像 f : Cn → N \ U を構成した．π : Cn → N を普
遍被覆写像とし，Ũ = π−1U とおく．f̃ : Cn → Cnを f の持ち上げとする．f̃
は微分非退化で，格子状に分布している開集合 Ũ に対し，f̃−1Ũ = ∅である．

(iii) Cornalba-Shiffman (1972)は次のような正則写像 f : z ∈ C2 → (f1(z), f2(z)) ∈
C2 を構成した．各正則関数 f1, f2の位数が零でも，共通零点 f−10は，離散
集合で位数が無限になるものが作れる．Cmのいくつかの解析集合Aνの増大
度から共通部分

⋂
ν Aν の増大度を評価する問題は，超越ベズー問題と呼ばれ

るが，この例は，それが一般には成立しないことを示している．これは，(i),

(ii)の理由に比べると少し弱い感じがするが，それでも点の逆像分布を調べる
難しさを十分に表している．

因子Dに対し f∗Dを解析することで，かなり f(Cm)の様子がわかるというの
が以下の話である．

2 対数的Bloch・落合の定理と整数点分布

V を n次元複素射影代数的多様体とする．Ω1
V で V 上の正則 1型式の芽の層を表

す．f : Cm → V を有理型写像とする．f(Cm)のザリスキー像X0(f) (f(Cm)を含
む最小の代数的集合)を調べる．X0(f) �= V のとき，f は代数的に退化していると
いう．解析的に非退化な φ : C → Cmと合成することにより，それは f(φ(C))の
ザリスキー像と一致するから，ひとまずm = 1とする．

定理 2.1 (Bloch・落合の定理) (i) h0(V,Ω1
V ) = dimCH

0(V,Ω1
V ) > n ならば，f

は代数的に退化している．
(ii) V をアーベル多様体 Aとすると，整正則曲線 f : C → A に対しX0(f)は

アーベル部分多様体の平行移動になる．
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f は非定写像とする．この証明を解説する. 簡単にするため n = 1とする．一次
独立な ηj ∈ H0(V,Ω1

V ), j = 1, 2がある．

f∗ηj = ζj(z)dz

とおく．ψ = η1

η2
∈ C(V )は超越基底である．f∗ψ = ζ1/ζ2であるから，第一主要定

理を使って

T (r, f∗ψ) = T (r, ζ1/ζ2) ≤ T (r, ζ1) + T (r, ζ2) +O(1).

ζjは正則関数であるから，T (r, ζj) = m(r, ζj). 従って次のような評価があれば，矛
盾を得ることになる．

補題 2.2 (微分補題) 任意の 0 < δ < 1に対し

m(r, ηj) ≤ δ log r +O(log+ Tf (r, f
∗ψ))||E(δ).(2.3)

ここで，“||E(δ)”とはE(δ) ⊂ R+は測度有限なボレル集合で，不等式は r �∈ E(δ)

に対し成立することを意味する．

(2.3)の右辺を “小項 (small term)”と呼び，Sf (r)と記す．
この補題の証明は，概略次のようなものである．V 上にエルミート計量型式 Ω

を取る．定数 c > 0があり，|ηj|2 ≤ πcΩ.

m(r, ηj) =

∫
|z|=r

log+ |ηj(z)|dθ
2π

(2.4)

=
1

2

∫
|z|=r

log+ |ηj(z)|2 dθ
2π

≤ 1

2
log+

(∫
|z|=r

|ηj(z)|2 dθ
2π

)

≤ 1

2
log+

(∫ r

1

dt

t

∫
|z|<t

|ηj(z)|2 1

π
rdrdθ

)(1+δ)2

+ δ log r||E(δ)

≤ 1

2
log+

(∫ r

1

dt

t

∫
|z|<t

cf∗Ω
)(1+δ)2

+ δ log r||E(δ)

≤ 2 log Tf (r,Ω) + 2 log+ c+ δ log r||E(δ).

一方，清水・Ahlforsの定理より Tf (r,Ω) ∼ T (r, f∗ψ) であるから，(2.3)を得る．
さてPicardの定理を考える．D = {0, 1,∞} ⊂ P1(C) とおく．

定理 2.5 (Piardの定理) 任意の f : C → P1(C) \Dは，定写像である．
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今度は，ω1 = dw/w, ω2 = dw/(w − 1) ∈ H0(P1(C),Ω1
P1(C)(logD)) が一次独立

なので，
h0(P1(C),Ω1

P1(C)(logD)) > 1.

f∗(ω1/ω2) = 1 − 1/f(z). 従って f∗ωj = ξj(z)dz とおいて，次が分かれば Picard

の定理の証明は，n = 1のときのBloch・落合の定理の証明と同じである．

m(r, ξ1) = m

(
r,
f ′

f

)
= Sf(r).

これは，Nevanlinnaの対数微分の補題に他ならない．いずれも，一意化定理に
はよらない証明であることに注意されたい．
Hj, 1 ≤ j ≤ qをPn(C)の相異なる超平面とし，D =

∑
j Hjとおく．

h0(Pn(C),Ω1
Pn(C)(logD)) = q − 1.

定理 2.6 (Borelの定理) h0(Pn(C),Ω1
Pn(C)(logD)) > n, つまり q ≥ n+2ならば，

任意の f : C → Pn(C) \Dは代数的に退化する．

対数微分を導入することにより，結局Bloch・落合の定理とBorelの定理は同じ
ことを言っていることになる．
一般次元 dimV ≥ 1での微分補題 2.2は，A. Bloch [3] が定理 2.1を示す際に，

証明できずに仮定したもので，後日落合 [21] により証明された．A. Blochの与え
た定理 2.1の証明それ自体も，２次元の場合のスケッチ風のものであった．しかし，
そのアイデアの豊かさには驚くべきものがある．対数微分の場合は [9] による．
現在次の定理が証明されている．

定理 2.7 (対数的Bloch・落合の定理 [9], [10], [16]) M をコンパクトケーラー
多様体，Dをその超曲面とする．h0(M,Ω1

M(logD)) > dimM ならば，任意の f :

C →M \Dの像は，M の真解析的部分集合に含まれる．

対数的Bloch・落合の定理の応用を述べる．相異なる超曲面Dj ⊂ V, 1 ≤ j ≤ lが
一般の位置にあるとは，相異なる任意の k個の共通部分Dj1 ∩ · · · ∩Djk

が純 n− k

次元を持つこととする．k > nならば空集合である．
NS(V )で Neron-Severi群を表す．L(Dj), 1 ≤ j ≤ lで生成される部分群の階数

を rankZ{Dj}l
j=1と記す．

定理 2.8 ([16]) Dj ⊂ V, 1 ≤ j ≤ l は一般の位置にある豊富超曲面とする．

(i) l > n(rankZ NS(V ) + 1) ならば，V \⋃l
i=1Di は完備小林双曲的で，V に双曲

的に埋め込まれている.

(ii) X ⊂ Pm(C)を既約部分多様体とする．Dj, 1 � i � lは超曲面切断であるとす
る．l > 2 dimXならばX \⋃l

j=1Dj は完備小林双曲的で，Xに双曲的に埋め
込まれている.
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(iii) f : C → V を整正則曲線で，各Djに対し f(C) ⊂ Djであるか, f(C)∩Dj = ∅
が成立しているとする．l > nと仮定する. すると f(C)は，次の次元評価を
みたす部分多様体W ⊂ V に含まれる．

dimW � n

l − n
rankZ NS(M).

特に，V = Pn(C)ならば
dimW � n

l − n
.

対数的Bloch・落合の定理 2.7と定理 2.8 には，Diophantine類似がある．

定理 2.9 (Faltings [8]-Vojta [29]) F を有限次代数体とし，V , Dは F 上定義さ
れているとする．Sを F の素点からなる有限集合で，全ての無限素点を含むもの
とする．h0(V,Ω1

V (logD) > nを仮定する．W を (D,S)-整数点集合とすると，W
は V の真代数的部分集合に含まれる．

定理 2.10 ([16]) Dj ⊂ V, 1 ≤ j ≤ l はF 上定義された一般の位置にある豊富超曲
面とする．

(i) l > m(rankZ NS(V )+1)ならば，任意の (
∑l

j=1Dj, S)-整数点集合 (⊂ V (k)\D)

は有限である．
(ii) X ⊂ Pm

k を既約部分多様体とする．Dj, 1 � i � lは超曲面切断であるとする．
l > 2 dimX ならばX(k) \∑Dj の任意の (

∑l
j=1Dj, S)-整数点集合は有限で

ある.

(iii) A ⊂ V (k)は，各Djに対しA ⊂ Djであるか, A∩Dj = ∅でAは (
∑

Dj �⊃ADj, S)-

整数点集合である．l > nと仮定する. するとA次の次元評価をみたす部分多
様体W ⊂ V に含まれる．

dimW � n

l − n
rankZ NS(V ).

特に，V = Pn
k ならば dimW � n

l−n
; l > 2nならば，dimW = 0，つまりAは

有限集合である．

補足．　微分補題 2.2の証明で，(2.4)の計算をみると，解析性はあまり使ってい
ない．実際概複素構造に関する擬正則写像に対して成立する．M をコンパクト概
複素多様体とし，Ωをその上のエルミート計量型式とする．擬正則曲線 f : C →M

に対し，位数関数を次で定義する．

Tf (r,Ω) =

∫ r

1

dt

t

∫
‖z‖<t

f∗Ω.

M 上の任意の連続 1型式 ηに対し，

f∗η = ζ1(z)dz + ζ2(z)dz̄

とおく．
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補題 2.11 上述の記号のもとで，次が成立する．

m(r, ζj) = Sf (r).

何かに使えないか？

3 対数ジェット微分の補題と第二主要定理

前節でみたように，（対数）微分の補題は値分布論で本質的である．特に定義域
がCm(m > 1)の場合，その証明はかなり長い評価の末に得られるものだった．最
近，H.L. Selberg (1941)のアイデアにもとづくかなり簡約化されたものを得たの
で紹介したい．ひとまず，Cm上の有理型関数 f を考える．

‖df‖ =

(
m∑

j=1

∣∣∣∣ ∂f∂zj

∣∣∣∣
2
)1/2

とおく．

補題 3.1 (A.L. Vitter [27], Biancofiore-Stoll [2])

m

(
r,
‖df‖
|f |

)
= Sf (r).

証明 P1(C)上の特異計量型式

Ψ =
1

|w|2(1 + | log |w||2)
i

2π
dw ∧ dw̄

を考える． ∫
P1(C)

Ψ = π.

f∗Ψ ∧ αm−1 =
1

m

‖df‖2

|f |2(1 + | log |f ||)2
αm.

である．

µ(r) =

∫ r

1

dt

t2m−1

∫
‖z‖<t

f∗Ψ ∧ αm−1

とおく．Fubiniの定理より

µ(r) =

∫
P1(C)

∫ r

1

dt

t2m−1

∫
{‖z‖<t}∩(f−w)0

αm−1Ψ(w)

≤
∫

P1(C)

N(r, (f − w)0)Ψ(w).

8



ネヴァンリンナ不等式 (定理 1.8)から，

µ(r) ≤
∫

P1(C)

(T (r, f) + C)Ψ(w) = πT (r, f) + Cπ.(3.2)

一方，
‖df‖2

|f |2 αm = m(1 + | log |f ||2)f∗Ψ ∧ αm−1.

これと (3.2)より，

m

(
r,
‖f‖
|f |
)

= Sf(r)

が，ちょっとした計算で従う． 証了

V を n次元複素射影代数的多様体，Dをその超曲面とする．Jk(V, logD)でD

に沿う対数的 k-ジェットの層とする ([11])．Dが正規交叉ならば,対数的 k-ジェッ
ト空間 Jk(V, logD) の切断の芽の層になっている．一般に Jk(V, logD)の正則有理
関数 φを k-ジェット微分と呼ぶ．有理型写像 f : Cm → V に対し，

f∗φ =
∑

ξi1h1...imhm(di1z1)
h1 · · · (dimzm)hm

と係数関数を決める．

補題 3.3 (対数ジェット微分の補題) m(r, ξi1h1...imhm) = Sf (r).

以下の結果の証明では，解析的にはこの対数ジェット微分の補題 3.3が本質的で
ある．

定理 3.4 (i) (Siu-Yeung [24]) Aをアーベル多様体，Dをその豊富超曲面とす
る．このとき f : C → A \Dは定写像である．

(ii) ([12]) Aを準アーベル多様体，Dをその超曲面で {a ∈ A; a+D = D}は有限
とする．このとき f : C → A \Dの像は準アーベル部分多様体の平行移動W

で，W ∩D = ∅であるものに含まれる．

FaltingsとVojtaは，Siegelの楕円曲線の整数点に関する定理の拡張として次の
ことを証明した．この類似については，Diophantine近似が先行した（初めての
場合？）．

定理 3.5 F を有限次代数体とする．以下 F 上で考える．

(i) (Faltings [7]) Aをアーベル多様体，Dをその豊富超曲面とする．このとき
(D,S)-整数点集合は有限である．

(ii) (Vojta [29]) Aを準アーベル多様体，Dをその超曲面で {a ∈ A; a+D = D}
は有限とする．このとき (D,S)-整数点集合は準アーベル部分多様体の平行移
動W で，W ∩D = ∅であるものに含まれる．
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アーベル多様体や準アーベル多様体（準トーラス）Aでは，そのジェット空間が,

Jk(A) ∼= A×Cn (n = dimA)と大域的に自明になるので解析しやすくなる．以下
定理 3.4の定量版である第二主要定理を与える．
定義により，Aのもつ群完全列を次のようにおく．

0 → (C∗)t → A→ A0 → 0.

A0はアーベル多様体である．(C∗)t ↪→ (P1(C))t とコンパクト化をとりAのコン
パクト化 Āを得る．∂A = Ā \A = ∪t

i=1Biを境界因子の非特異点集合–特異点集合
の非特異点集合–· · · ととる階層分解とする．DをAの代数的超曲面で Ā上に D̄と
拡張しておく．∂A+ D̄が一般の位置にある条件を考える．

3.6 条件　任意の既約成分Z ⊂ Btに対し, Z �⊂ D̄.

自然数 kを取る．整正則曲線 f : C → A (f(C) �⊂ D)に対し, f∗D =
∑

ν mνzν

(zνは相異なる)とするとき，次のように定める．

(f∗D)k =
∑

ν min{k,mν}zν, (f∗D)k =
∑

ν(mν − k)+zν ,

Nk(r, f
∗D) = N(r, (f∗D)k) (打ち切り個数関数),

Nk(r, f∗D) = N(r, (f∗D)k) (重複度関数).

次が成立する．

N(r, f∗D) = Nk(r, f
∗D) +Nk(r, f∗D),

Tf (r, L(D̄)) = mf (r, D̄) +N(r, f∗D) +O(1).

定理 3.7 (第二主要定理 [20]) Aは，準アーベル多様体（準トーラスでもよい）．
Dは条件 3.6を満たす代数的超曲面とする．任意の整正則曲線 f : C → Aに対し，
その位数 ρf が有限な場合は自然数 k = k(ρf , D)，ρf = ∞の場合は k = k(f,D)が
存在して，

Tf (r, L(D̄)) ≤ Nk(r, f
∗D) + Sf (r).(3.8)

同値な式であるが，f(z)のDに近づく近似（あまり近づかない）の評価として，

mf (r, D̄) +Nk(r, f∗D) = Sf (r).(3.9)

証明の要点は，対数ジェット微分の補題 3.3と以下に述べるジェット射影法であ
る．Ā上の ∂Aに沿う対数ジェット空間 Jk(Ā, log D̄) は Ā×Cnkと同型になるので，
ジェット射影

Ik : Jk(Ā, log D̄) ∼= Ā× Cnk → Cnk
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が取れる．f(z)が D̄をあまり近似しないことが定量的に分かればよいが，このま
までは難しい．そこで，ジェット空間まで持ち上げXk(f)と Jk(D)をジェット射影
をして分離するのがアイデアである．kを大きくとると

Ik(Xk(f)) ∩ Ik(Jk(D̄, logD ∩ ∂A)) �= Ik(Xk(f)).(3.10)

Aがアーベル多様体の場合，Siu-Yeungは，(3.10)の交叉の位数をDの Chern

数で評価し，k = k(c1(D)n)という依存性を示した．Dに任意の特異点を許し，剰
余項を Sf(r)という量で抑える為には，これが最良であることが例で分かる．し
かし，この剰余項を εTf(r, L) (L > 0)と緩めると，打ち切り位数 kを下げられる．
実際，山ノ井は次を示している．

定理 3.11 (山ノ井 [31]) Aをアーベル多様体，Dをその豊富超曲面，f : C → A

を代数的非退化な整正則曲線とすると，

Tf (r, L(D)) ≤ N1(r, f
∗D) + εTf (r, L(D))||E(ε).

このような強い結果が得られるのは，fのジェット像Xk(f)の構造が単純である
ことが効いている．次の構造定理が成立する．

定理 3.12 [17] Aを n次元準アーベル多様体とする．f : C → Aを整正則曲線と
し，Xk(f)を Jk(f)(C)の Jk(A) ∼= A× Cnk 内でのザリスキー閉包とする．

(i) ρf < ∞ならば，準アーベル部分多様体 B ⊂ A，a ∈ A そして部分多様体
Wk ⊂ Cnkが存在して，Xk(f) = (B + a) ×Wkが成立する.

(ii) Aが単純アーベル多様体ならば，部分多様体Wk ⊂ Cnk があって，Xk(f) =

A×Wkが存在する.

一般には，この様な直積構造になっていないことが例をもって示される．しか
しそれでも，Xk(f)は扱いやすい形状をしていることが分かる．
定理 3.7や定理 3.11の様に，打ち切り個数関数Nk(r, •)を用いたDiophantine類

似の評価式は興味深い (A. Buium). これが，イロハ予想 (abc-Conjecture)につなが
る．準アーベル多様体上では，その関数体類似が成立することが分かる (A. Buium

[5] [6], [18]).

小林予想とLang予想の関連で下記の結果も値分布とDiophantine近似の応用で
得られた．
城崎 ([23])に従い，次のようにおく．d, e ∈ Nは互いに素で次をみたす．

d > 2e+ 8.

二変数同次多項式 P (w0, w1)を

P (w0, w1) = wd
0 + wd

1 + we
0w

d−e
1

11



と定め，帰納的に

P1(w0, w1) = P (w0, w1),

Pn(w0, w1, . . . , wn) = Pn−1(P (w0, w1), . . . , P (wn−1, wn)),

n = 2, 3, . . . ,

と定める．Pn は次数 dnの同次多項式である. e � 2とすると，

X = {Pn(w0, w1, . . . , wn) = 0} ⊂ Pn
Q(3.13)

は小林双曲的である（城崎 [23]）.

定理 3.14 ([13]) Xを (3.13)で, e � 2 として定義する．すると，任意の有限次代
数体 F に対し有理点集合X(F )は有限である．

4 基本予想

(1) 正則曲線．V を n次元複素射影代数的多様体とし，Dをその超曲面とする．
Dは単純正規交叉のみをもつとする（たぶん妥当な仮定）．f : C → V を整正則
曲線とする．L → V を直線束とし，|L|でその完備線形系を表す．f が L-非退化
とは，任意のE ∈ |L|に対し f(C) �⊂ Eが成立することとする．

4.1 (正則曲線の基本予想) ある k = k(n)が存在して，(L(D) +KV )-非退化な整
正則曲線 f : C → V に対し，

Tf (r, L(D̄)) + Tf (r,KV ) ≤ Nk(r, f
∗D) + Sf (r),

mf(r, D̄) +Nk(r, f∗D) + Tf (r,KV ) = Sf(r).

この予想のDiophantine類似は，次のように与えられる．
F を有限次代数体とする．その無限素点を全て含む素点の有限集合 S をとり，

固定する．V,Dは F 上で考える．x ∈ V (x)に対し，x ∈ V \ DのDへの接近を
v ∈ Sで測り和をとったものをm(x,D)と表す．v �∈ Sに関して v-進距離でDへ
の接近を測り和をとったものをN(x,D)，その v-進位数を kで打ち切り測ったも
のをNk(x,D),

Nk(x,D) = N(x,D) −Nk(r,D)

とおく．直線束 L→ V に関する x ∈ V (F )の高さ関数を h(x, L)と書く．
正則曲線の基本予想の類似は次のように述べられる．

4.2 (Diophantine近似類似基本予想，多変数イロハ予想) 上述のことを仮定す
る．さらに，豊富直線束L0 → V を一つ固定する．このとき，任意の ε > 0に対し
真部分多様体E(ε) ⊂ VF が存在して，x ∈ V (F ) \ E(ε)に対し，

h(x, L(D)) + h(x,KV ) ≤ Nk(x,D) + εh(x, L0),(4.3)

m(x,D) +Nk(x,D) + h(x,KV ) ≤ εh(x, L0).

12



V = P1
Qの場合は, D = {0,−1,∞}ととると，次のイロハ予想 (Masser-Oesterlé)

になる．

4.4 (イロハ予想 (abc-conjecture)) a, b, c ∈ Zを互いに素で

a+ b+ c = 0

を満たすとする．任意の ε > 0に対し εのみに依る正定数 C(ε)が存在して，次が
成立する．

(max{|a|, |b|, |c|})3−2−ε ≤ C(ε)
∏

p>0, 素,p|(abc)

p.(4.5)

(4.5)の左辺の指数について 3 = degD, −2 = degKP1, 右辺での打ち切り位数は
k = 1である．(4.5)の logをとれば，(4.3)になる．
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[1] Ahlfors, L.V., Beiträge zur Theorie der meromorphen Funktionen, 7e Congr.

Math. Scand. Oslo 1929, pp. 84–88, Oslo, 1930.

[2] Biancofiore, A. and Stoll, W., Another proof of the lemma of the logarithmic

derivative in several complex variables, Ann. Math. Studies 100, pp. 29–45,

Princeton Univ. Press, 1981.
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