
有限平坦群スキームのモジュライ

今井 直毅

概 要

本稿では，Kisin によって構成された有限平坦群スキームのモジュライ
の定義と諸性質，及び普遍局所変形環との関係について解説する．

0 はじめに
本稿で解説する有限平坦群スキームのモジュライとは，大雑把に言うと，局所
体の Galois 表現の変形に Kisin 加群の情報を付加したもののモジュライである．
ただし Galois 群を考える局所体の剰余体の標数は，Galois 表現の基礎体の標数
と同じであるとする．Kisin 加群とは，本稿で出てくるS加群のことであり，有
限平坦群スキームの情報を持っている．有限平坦群スキームのモジュライは普遍
局所変形環上の射影的なスキームで，普遍局所変形環の特異点解消のようなもの
になっており，このモジュライを調べることによって，普遍局所変形環の性質を
導き出すのが目標である．
第 1節では，有限平坦群スキームのモジュライの構成について説明する．応用
上重要なのは，普遍局所変形環上のモジュライであるが，ここではもう少し一般
的な状況での構成を述べる．第 2節では，第 1節で構成したモジュライの局所的
な性質について解説し，その性質を用いて，有限平坦群スキームのモジュライの
特殊ファイバーに現れる有限平坦モデルのモジュライと普遍局所変形環を関係付
ける．第 3節では有限平坦モデルのモジュライの連結成分を調べることによって，
普遍局所変形環の性質を導き出す．第 4節では局所体の剰余体の標数が，変形す
る Galois 表現の基礎体の標数と異なる場合の普遍局所変形環の性質について述
べる．付録Aでは圏上の亜群に関する言葉についてまとめた．
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記法

本稿では以下の記法を用いる．pは 3以上の素数とする．一般に，環Rに対し
て，pに関するR上の Witt ベクトルの環をW (R)で表し，局所環Rに対して，
その極大イデアルをmRで表し，整域Rに対して，その商体を Fr(R)で表す．k
は Fpの有限次拡大とし，W = W (k)，K0 = W [1/p]とおく．K はK0の有限次
完全分岐拡大とする．Kの整数環をOKで表し，OKの素元 πを固定する．Kの
代数的閉包Kを固定し，Kの絶対 Galois 群をGK で表す．GK の惰性部分群を
IK と書く．

1 有限平坦群スキームのモジュライ
本稿では Galois 表現の変形として圏上の亜群を考える．圏上の亜群の言葉に
ついては付録にまとめた．まず変形を考える二つの圏を定義する．Oを局所 Zp
代数とし，AROをO/mO

∼−→ A/mAとなる有限局所Artin O代数Aの圏とする．
AugOをO代数AとmO ⊂ IとなるAの冪零イデアル Iの組 (A, I)のなす圏とす
る．ただし，この圏における射 (A, I)→ (B, J)は環準同型 f : A→ Bで f(I) ⊂ J

となるものとする．AROは自然にAugOの充満部分圏と思える．
Fpの有限次拡大 Fを固定し，dを正の自然数とする．VFを F上の d次元連続

GK表現とし，VFはOK上の有限平坦群スキームの一般ファイバーに現れる表現
であるとする．このような表現を有限平坦表現と言う．
ARW (F)上の亜群DVFを以下のように定義する．ARW (F)の対象Aに対し，DVF(A)

の対象を，連続GK 作用付きの有限自由A加群 VAと F線型GK 同型 ψ : VA ⊗A
F ∼−→ VFの組 (VA, ψ)とする．射A→ A′上の射 (VA, ψ)→ (VA′ , ψ′)とは ψ, ψ′と
両立するA′線型GK 同型 VA ⊗A A′ ∼−→ VA′ の同型類とする．ただし二つの同型
はA′の単数倍だけ違う時に同値であるとする．
DVFの充満部分圏Dfl

VF
をDfl

VF
(A)の対象全体をDVF(A)の対象 (VA, ψ)のうち VA

がOK上の有限平坦群スキームの一般ファイバーに現れる表現であるもの全体と
して定義する．EndF[GK ] VF = Fである時，DVFは完備局所W (F)代数RVFで副表
現され，Dfl

VF
は完備局所W (F)代数Rfl

VF
で副表現される．

次に DVF を AugW (F) 上の亜群に延長する．AugW (F) の対象 (A, I) に対して，
ARA,I

W (F)をARW (F)の対象A′とW (F)代数の単射準同型 i : A′ → Aで i(mA′) ⊂ I

となるものの組のなす圏とする．ARA,I
W (F) の対象全体は自然に有向集合をなす．

DVF(A, I)の対象全体を

DVF(A, I) = lim−→
A′∈ARA,I

W (F)

DVF(A
′)

と定義し，射 f : (A, I)→ (B, J)と η ∈ DVF(A, I), ξ ∈ DVF(B, J)に対し f 上の射
η → ξ全体の集合を

HomDVF
(η, ξ)f = lim←−

A′

lim−→
B′

HomDVF
(VA′ , VB′)f
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と定義する．ここで A′は ARA,I
W (F)の十分大きな元を動き，B

′は f(A′) ⊂ B′と

なるようなARB,J
W (F)の十分大きな元を動き，VA′ ∈ DVF(A

′)は ηの代表元，VB′ ∈
DVF(B

′)は ξの代表元とし，右辺の添え字 f は f から誘導されたA′ → B′上の射
を考えていることを意味する．同様にDfl

VF
もAugW (F)上の亜群に延長しておく．

ここで Galois 表現と ϕ加群の対応について簡単に復習する．S = W [[u]]と
置き，S[1/u]の p進完備化をOE と書く．OE は離散付置環であり，その剰余体
は k((u))である．OE の商体を E とする．R = lim←−OK/pOK とおく．ただし推移
写像は p乗写像を考えている．n ≥ 0に対して，πn ∈ K を π0 = π，πn = πpn+1

となるように取って，固定する．π = (πn)n≥1 ∈ Rとおき，[π] ∈ W (R)を πの
Teichmüller 持ち上げとする．S→ W (R)を u 7→ [π]で定まる射とする．これに
より埋め込み E → W (FrR)[1/p]が定まる．W (FrR)[1/p]に含まれる E の最大不
分岐拡大を Eurと書く．OEurの剰余体は k((u))の分離閉包となっている．OEurの
p進完備化をOÊur と書く．W (FrR)上の Frobenius 写像からOÊur ⊂ W (FrR)に
よってOÊurに誘導される作用を ϕと書く．
K∞ =

∪
n≥0K(πn) とおき，GK∞ を K∞ の絶対 Galois 群とする．GK∞ は

OÊur ⊂ W (FrR)によって OÊur に作用する．連続 GK∞ 作用のある有限 Zp 加群
の圏をRepZp(GK∞)で表す．
誘導するOE 線型写像 ϕ∗(M)→M が同型になるような ϕ半線型写像M →M

付きの有限OE 加群の圏をΦMOE で表す．ϕ半線型写像M →M も ϕで表す．
すると，関手

T : ΦMOE → RepZp(GK∞); M 7→ (OÊur ⊗OE M)ϕ=id

は Abel 圏の同値を与える．準逆関手は

RepZp(GK∞)→ ΦMOE ; V 7→ (OÊur ⊗Zp V )GK∞

で与えられる．ARW (F)の対象Aに対して，Aの作用付きのΦMOE の対象のなす
圏をΦMOE ,Aと書き，Aの作用付きのRepZp(GK∞)の対象のなす圏をRepA(GK∞)

と書くと，T は圏同値

TA : ΦMOE ,A → RepA(GK∞)

を与える．rを正の整数とすると，階数 rの自由OE ⊗Zp A加群であるΦMOE ,Aの
対象と，階数 rの自由A加群であるRepA(GK∞)の対象が，TAで対応している．
TFによって VF(−1)と対応するΦMOE ,Fの対象MFをとる．ここで (−1)は Tate

捻りの逆を表している．ARW (F)上の亜群DMF を以下のように定める．ARW (F)

の対象Aに対して，DMF(A)の対象をOE ⊗Zp A上自由であるような ΦMOE ,Aの
対象MAとΦMOE ,Fにおける同型 ψ : MA ⊗A F ∼−→ MFの組 (MA, ψ)とする．射
A→ A′上の射 (MA, ψ)→ (MA′ , ψ′)は ψ, ψ′と両立するようなΦMOE ,A′における
同型MA ⊗A A′ ∼−→ MA′ の同値類とする．ただし二つの同型はA′の単数倍だけ
違う時に同値であるとする．DVFの時と同じようにして，AugW (F)上の亜群に延
長しておく．
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πのK0上のモニック最小多項式をE(u)とする．S加群Mと誘導されるS線
型写像 ϕ∗(M)→Mの余核がE(u)倍で消えるような ϕ半線型写像M→Mの組
のなす圏を ′(Mod /S)で表す．
S加群として

⊕
i∈I S/p

niSという形の加群と同型になる ′(Mod /S)の対象全
体のなす充満部分圏を (ModFI/S)と表す．ただしここで Iは有限集合を表し，ni
は正の整数を表しているとする．
さらに，p倍で消える (ModFI/S)の対象全体を含み，拡大で閉じているよう
な ′(Mod /S)の最小の充満部分圏を (Mod /S)と表す．
次に係数付きの S加群を考える．Zp 代数 Aに対して，SA = S ⊗Zp Aとお
く．′(Mod /S)の対象Mと Zp代数の射 ι : A → EndMの組 (M, ι)のなす圏を
′(Mod /S)Aと表す．また，SA上有限射影的な対象全体のなす ′(Mod /S)Aの充
満部分圏を (ModFI/S)Aで表す．(ModFI/S)Zp と (ModFI/S)は異なることに
注意．
ここでS加群とOK 上の有限平坦群スキームの関係について簡単に復習する．

(Mod /S)を Breuil 加群の圏とし，(p-Gr/OK)を位数が p冪であるOK 上の有限
平坦群スキームのなす圏とする．このとき，忠実充満関手

(Mod /S)→ (Mod /S)

と圏同値
GrD : (Mod /S)→ (p-Gr/OK)

が存在する．これらの合成を

GrS,D : (Mod /S)→ (p-Gr/OK)

と書くことにする．Breuil 加群の定義や上の関手の構成 [Kis, (1.1)] については
ここでは述べない．重要なのは次の事実である．

命題 1.1. Mod /Sの対象Mに対して，GK∞表現としての標準的な同型

T (OE ⊗S M)(1)
∼−→ GrS,D(M)(K)|GK∞

が存在する．ただしここで (1)は Tate 捻りを表している．

証明は [Kis, Proposition 1.1.13]を参照．この命題から，Kisin 加群とそれに対
応する有限平坦群スキームをとったときに，加群側で係数OE をテンソルするこ
とと，群スキーム側で一般ファイバーを取ることが Tate 捻りの差を除いて対応
している事がわかる．Galois 表現をGK∞ に制限して考えているが，有限平坦表
現に関しては次の定理 [Br2, Theorem 3.4.3]が成り立つ．

定理 1.2. GKの有限平坦表現の圏からGK∞の表現の圏への制限関手は忠実充満
関手である．

また係数付きのS加群に関しては，次のように p可除加群との関係が知られて
いる．
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定理 1.3. (ModFI/S)ZpとOK 上の p可除加群の圏の間に圏同値が存在する．

証明は [Kis, Corollary 2.2.22]を参照．対応は，忠実充満関手

(ModFI/S)Zp → (ModFI/S)Zp

に，Breuil 加群と有限平坦群スキームの間の反変圏同値から極限をとることで得
られる (ModFI/S)Zp と p可除加群の間の反変圏同値を合成しさらに Cartier 双
対をとることで得られる．一つ目の忠実充満関手が，実は圏同値であることを示
すのが主な部分である．
次にAugW (F)上の亜群DS,MFを以下のように定める．AugW (F)の対象 (A, I)に
対して，DS,MF(A, I)の対象を (ModFI/S)Aの対象MAとOE ⊗Zp A/I加群の同
型 ψ : (OE ⊗S MA ⊗A A/I)

∼−→ MF ⊗F A/Iで両辺の ϕ半線型写像と両立するも
の組とする．射 (A, I)→ (A′, I ′)上の射 (MA, ψ)→ (MA′ , ψ′)は ψ, ψ′と両立する
ような (ModFI/S)A′における同型MA ⊗A A′ ∼−→MA′の同値類とする．ただし
二つの同型はA′の単数倍だけ違う時に同値であるとする．

命題 1.4. AugW (F)上の圏の射

Dfl
VF
→ DMF ; VA 7→ (OÊur ⊗Zp VA(−1))GK∞

は忠実充満関手になる．さらにDS,MF → DMFには自然な射が誘導され，

Dfl
VF

// DMF

DS,MF

ΘVF

ccFFFFFFFF

OO

が自然同値を除いて可換になるようなAugW (F)上の圏の射ΘVFが自然同値を除い
て一意的に存在する．

証明の概略. Dfl
VF
→ DMF が忠実充満関手であることは，Galois 表現と ϕ加群の

圏同値と定理 1.2からわかる．DS,MF(A, I)の対象MAに対して，OE ⊗SMAを考
えると，これが十分大きな Artin 環A′上定義されることが示され，

DS,MF → DMF ; MA 7→MA′

が誘導される．またMA′ =MA′ ∩MA ⊂MAとおくと，MA′が (Mod /S)の対象
となることが示され，MA′が有限平坦群スキームから来ていることが命題 1.1か
らわかる．

AをARW (F)の対象とし，ξ = VA ∈ Dfl
VF
(A)に対し，付随するAugW (F)上の亜

群を考えそれを再び ξと記す．ΘVFを用いて，2ファイバー積

DS,MF,ξ = ξ ×Dfl
VF
DS,MF

を考え，AugW (F)上の亜群とみなす．
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命題 1.5. 記号は上記の通りとする．この時，ある射影的 Aスキーム G RVF,ξ が
存在して，AugAの任意の対象 (B, I)に対して自然な全単射

|DS,MF,ξ|(B, I)
∼−→ HomSpecA(SpecB,G RVF,ξ)

が存在する．

証明の概略. MA =
(
OÊur ⊗Zp VA(−1)

)GK∞ とおき，AugAの対象 (B, I)に対して，
MB =MA⊗ABとおく．定義より |DS,MF,ξ|(B, I)は，階数 dの射影的SB部分加
群MB ⊂MBであって，SB[1/u]加群MBを生成し，MBの ϕ半線型写像で安定
で，それから誘導される ϕ∗(MB)→MBの余核がE(u)倍で消えるようなもの全
体の集合と同一視される．
SBの p進完備化を ŜBと書き，M̂B = MB ⊗SB ŜBとおく．すると [BL]の主
結果よりMB 7→MB ⊗SB ŜBは，MBを生成するような，階数 dの射影的SB部
分加群MB ⊂MB全体の集合と，M̂Bを生成するような，階数 dの射影的 ŜB部
分加群 M̂B ⊂ M̂B 全体の集合の間の全単射を与える．後者の集合はアファイン
Grassman 多様体で表現されるので，ϕ半線型写像で安定であるという条件と誘
導される射の余核が E(u)倍で消えるという条件で定まるアファイン Grassman

多様体の閉部分帰納スキームを G RVF,ξとおけばよい．さらに，課された二つの
条件から考えている部分加群の範囲が絞られ，G RVF,ξがスキームであることも確
かめられる．

剰余体がO/mOであるような完備局所O代数のなす圏を ÂROで表す．Dfl
VF
を

ÂRO上に延長しておく．ξ ∈ Dfl
VF
を固定する．i ≥ 1に対して，ξi ∈ Dfl

VF
(R/mi

R)

を ξの像とし，AugR/miR 上の亜群DS,MF,ξi を考える．AugR上の亜群DS,MF,ξ を
AugRの対象 (B, I)に対して

DS,MF,ξ(B, I) = lim←−
i

DS,MF,ξi(B, I)

とすることで定める．

命題 1.6. 記号は上記の通りとする．この時，ある射影的Rスキーム G RVF,ξ が
存在して，AugRの任意の対象 (B, I)に対して自然な全単射

|DS,MF,ξ|(B, I)
∼−→ HomSpecR(SpecB,G RVF,ξ)

が存在する．

証明の概略. A = R/mi
Rに対して，命題1.5を適用することで射影的R/mi

Rスキー
ム G RVF,ξi を得る．

(
G RVF,ξi

)
i≥1
から得られる形式的スキーム Ĝ RVF,ξi を考える

と，アファイン Grassman多様体の性質から Ĝ RVF,ξiが射影的RスキームG RVF,ξ

に代数化できることが示される．この G RVF,ξが命題の条件を満たすことは簡単
にわかる．
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定義 1.7. VFの有限平坦モデルとは，Fベクトル空間の構造を持つようなOK 上
の有限平坦群スキーム Gと F[GK ]加群としての同型 VF

∼−→ G(K)の組のことを
いう．

系 1.8. ある射影的FスキームG RVF,0が存在して，Fの任意の有限次拡大体F′に
対して，VF′ = VF ⊗F F′の有限平坦モデルの同型類の集合と G RVF,0(F′)の間に自
然な全単射がある．

証明の概略. R = F，ξ = VF ∈ Dfl
VF
(F)に対して命題 1.6を適用して得られる射影

的 Fスキームを G RVF,0とすればよい．

2 モジュライの局所的性質
各Qp代数埋め込み ψ : K → K0に対して vψ ∈ [0, d]を選び，v = (vψ)ψとお
く．各 σ ∈ Gal(K0/Qp)に対して，σのGal(K0/Qp)への持ち上げ σ̃を固定する．
Fσ ⊂ K0をGK0の部分群{

τ ∈ GK0

∣∣ ψ|K0 = σ となる ψ に対して vσ̃◦τ◦σ̃−1◦ψ = vψ
}

に対応する体とする．全ての σ ∈ Gal(K0/Qp)に対して Fσ ⊂ F となるようなQp

の有限次 Galois 拡大体 F をとる．OF の剰余体が Fであるとする．
Eを F の有限次拡大とする．ξ = VOE ∈ Dfl

VF
(OE)に対して，Vξ = VOE ⊗OE E

とおく．VξはOK上の p可除群の一般ファイバーとして現れる表現になることが
わかる．特に Vξはクリスタリン表現である．E上のクリスタリンGK表現のなす
圏をRepcrys

E と書き，Eの作用付きのK上のフィルター付き弱許容 ϕ加群のなす
圏を (Mod /K0)Eと書く．[CF]の主結果より，圏同値

Dcrys : Rep
crys
E

∼−→ (Mod /K0)E; V 7→ (Bcrys ⊗Qp V )GK

を得る．任意の a ∈ Kに対して

detE
(
a
∣∣Dcrys(Vξ)K/Fil

0Dcrys(Vξ)K
)
=
∏
ψ

ψ(a)vψ

が成り立つ時 ξ が p進 Hodge 型 vであるという．ただしここで Dcrys(Vξ)K は
E ⊗Qp K加群として考えている．
Rを剰余体がFであるような完備局所 Noether OF 代数とする．ξ ∈ Dfl

VF
(R)を

固定する．Eが F の有限次拡大体であるとき，OF 代数の準同型 y : R → OEが
p進 Hodge 型 vであるとは，yから誘導されるDfl

VF
(R)→ Dfl

VF
(OE)による ξの像

が p進 Hodge 型 vであることをいう．
Spf Rに付随する p進解析空間 [deJ, §7]をX anで表す．X anの点はR[1/p]の極
大イデアルと対応している．yの核から定まるR[1/p]の極大イデアルに対応する
X anの点を再び yで表す．yの p進 Hodge型を (vψ,y)ψとする．[Sen]の主結果より，
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各Qp代数埋め込みψ : K → K0に対してXd−vψ,y(X − 1)vψ,yの係数は y ∈ X anに
関する解析関数になる．さらにXd−vψ,y(X − 1)vψ,y の係数は整数なので，X anの
連結成分上で定数となり，関数 y 7→ vψ,yもX anの連結成分上で定数となる．
また，X anの連結成分と SpecR[1/p]の連結成分は一対一に対応しているので，

SpecR[1/p]の連結成分の集合の部分集合で，yが p進 Hodge 型 vであることと
yがその部分集合に含まれるある連結成分上にあることが同値となるようなもの
が存在する．この部分集合に含まれる連結成分全体の SpecRにおける閉包に対
応するRの商をRvとする．
DS,MF を AugOF 上に制限した亜群をDS,MF |AugOF と書く．DS,MF |AugOF の充満
部分亜群Dv

S,MF
を次のように定める．AugOF の対象 (A, I)に対し，Dv

S,MF
(A, I)

の対象全体をDS,MF(A, I)の対象MAのうち，a ∈ OK に対してOK 上の多項式
関数として

detA

(
a
∣∣∣ (1⊗ ϕ)(ϕ∗(MA)

)
/E(u)MA

)
=
∏
ψ

ψ(a)vψ

が成り立つようなもの全体とする．ただしOK上の多項式関数として上の等式が
成り立つとは，OKのZp上の基底α1, . . . , αneをとって上の式の aに

∑ne
i=1 αiXiを

代入した時，X1, . . . , Xneの多項式として上の等式が成り立つことをいう．この等
式の条件を，p進 Hodge 型 vの条件と呼ぶことにする．さらに

Dv
S,MF,ξ

= ξ ×Dfl
VF

|AugOF
Dv

S,MF

とおく．Dv
S,MF

は G RVF,ξのある閉部分スキーム G Rv
VF,ξ
によって，命題 1.6の意

味で表現されることがわかる．
VFの F上の基底 βFを固定する．ARW (F)上の亜群D�

VF
を以下のように定義す

る．AR�
W (F)の対象 Aに対し，DVF(A)の対象を，連続 GK 作用付きの有限自由

A加群 VA と F線型 GK 同型 ψ : VA ⊗A F ∼−→ VF と ψによって βF の持ち上げ
となるような VA の A上の基底 βA の組 (VA, ψ, βA)とする．射 A → A′ 上の射
(VA, ψ, βA)→ (VA′ , ψ′, βA′)とはψ, ψ′と両立し βAを βA′に送るようなA′線型GK

同型 VA ⊗A A′ ∼−→ VA′ の同型類とする．ただし二つの同型はA′の単数倍だけ違
う時に同値であるとする．
D�
VF
の充満部分圏Dfl,�

VF
をDfl,�

VF
(A)の対象全体をD�

VF
(A)の対象 (VA, ψ, βA)のう

ち VAがOK 上の有限平坦群スキームの一般ファイバーに現れる表現であるもの
全体として定義する．D�

VF
は完備局所W (F)代数R�

VF
で副表現され，Dfl,�

VF
は完備

局所W (F)代数Rfl,�
VF
で副表現される．

この節の残りと第 3節ではR = Rfl,�
VF
⊗W (F) OF とし，ξをDfl,�

VF
(Rfl,�

VF
)の普遍対

象から誘導される対象とする．このとき AROF 上の亜群の射 ξ → Dfl
VF
は形式的

に滑らかである．
OG Rv

VF,ξ
の p冪捩れ切断のなすイデアル層に対応する G Rv

VF,ξ
の閉部分スキーム

を G Rv,loc
VF,ξ
と表し，G R

v,loc

VF,ξ
= G Rv,loc

VF,ξ
⊗OF Fとおく．
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ここで，G Rv,loc
VF,ξ
の局所的性質を導く上で必要になるモジュライM loc

v の定義と
性質について述べる．Λを階数 dの自由OK 加群とする．OF スキーム T に対し
て，Mv(T )を，以下の条件をみたすようなOK ⊗Zp OT 部分加群 L ⊂ Λ ⊗Zp OT
の集合とする．

• Lは T 上局所的に，OT 加群としてΛ⊗Zp OT の直和因子である．

• a ∈ OK に対して，OK 上の多項式関数として

detOT (a|L) =
∏
ψ

ψ(a)vψ

が成り立つ．

関手MvはOF 上射影的なスキームで表現されるので，このスキームを再びMv

と書く．またMv ⊗OF F のMvにおけるスキーム論的閉包をM loc
v と書く．[PR,

§5]の結果から次の命題が容易に従う．

命題 2.1. M
loc

v =M loc
v ⊗OF Fとおく．このとき以下が成り立つ．

1. M loc
v は正規かつ Cohen-Macaulay である．

2. M
loc

v は被約で有理特異性をもつ．

3. 任意の σ ∈ Gal(K0/Qp)に対し，ψ|K0 = σとなるようなどの二つの整数 vψ
の差も高々1であるとする．このとき，各 ψに対して vψ が 0か 1である，
e ≤ 2である，のどちらかが成り立つならばならば，M loc

v =Mvである．

次に G Rv,loc
VF,ξ
とM loc

v を結びつける上で必要になる AROF 上の三つの亜群を定
義する．まず，a ∈ OK に対して，多項式関数として

detF

(
a
∣∣∣ (1⊗ ϕ)(ϕ∗(MF)

)
/ueMF

)
=
∏
ψ

ψ(a)vψ

が成り立つ (ModFI/S)Fの対象MFを固定する．さらにOK ⊗Zp F加群としての
同型

ι : MF/u
eMF

∼−→ Λ⊗Zp F

を固定する．以下でAROF 上の亜群Dv
MF
，D̃v

MF
，D̄v

MF
を定める．A,A′をAROF

の対象とし，A→ A′をAROF における射とする．
Dv

MF
(A)の対象全体は，a ∈ OK に対して多項式関数として

detA

(
a
∣∣∣ (1⊗ ϕ)(ϕ∗(MA)

)
/E(u)MA

)
=
∏
ψ

ψ(a)vψ

が成り立つ (ModFI/S)Aの対象MAと (ModFI/S)Fにおける同型 ψA : MA ⊗A
F ∼−→MFの組全体とする．(1⊗ ϕ)

(
ϕ∗(MA)

)
/E(u)MAが有限自由A加群になる
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ことが確かめられるので，上の式の左辺は意味を成している．射A→ A′上の射
は，同型MA ⊗A A′ ∼−→MA′で ψA, ψA′と両立するものとする．
D̃v

MF
(A)の対象全体は，Dv

MF
(A)の対象 (MA, ψA)とOK ⊗Zp A加群の同型 ιA :

MA/E(u)MA
∼−→ Λ⊗Zp Aの組で図式(

MA/E(u)MA

)
⊗A F

ιA⊗1 ))SSSSSSSSSSSSSS

∼ // MF/u
eMF

ι

��
Λ⊗Zp F

を可換にするもの全体とする．射A→ A′上の射は，同型MA ⊗A A′ ∼−→MA′で
ψA, ψA′ , ιA, ιA′と両立するものとする．
D̄v

MF
(A)の対象全体は，OK ⊗Zp A加群 Lと OK ⊗Zp A加群の単射 ϵA : L ↪→

Λ⊗Zp Aの組であって以下の条件をみたすもの全体とする．

• LはA加群としてΛ⊗Zp Aの直和因子である．

• a ∈ OK に対して，OK 上の多項式関数として

detOT (a|L) =
∏
ψ

ψ(a)vψ

が成り立つ．

• 合成
L⊗A F

ιA⊗1
↪→ Λ⊗Zp F

ι−1

−→MF/u
eMF

の像が (1⊗ ϕ)
(
ϕ∗(MF)

)
/ueMFである．

射A→ A′上の射は，同型 LA ⊗A A′ ∼−→ LA′で ϵA, ϵA′と両立するものとする．

命題 2.2. AROF 上の亜群の射

D̃v
MF
→ Dv

MF
; (MA, ψA, ιA) 7→ (MA, ψA),

D̃v
MF
→ D̄v

MF
; (MA, ψA, ιA) 7→

(
ιA
(
(1⊗ ϕ)ϕ∗(MA)/E(u)MA

)
, ϵA

)
を考える．ただし二つ目の射において ϵAは自然な埋め込みを考えている．この
とき，一つ目の射は相対的に副表現可能であり，二つの射はどちらも形式的に滑
らかである．

証明の概略. Aを AROF の対象とし，ξ = (MA, ψA)を Dv
MF

(A)の対象とする．
AROF の対象 A′に対して，D̃v

MF,ξ
(A′)の対象は，射 A → A′とDv

MF
(A′)の対象

MA′ と同型MA ⊗A A′ ∼−→ MA′ と同型MA′/E(u)MA′
∼−→ Λ ⊗Zp A

′からなる．
よって D̃v

MF,ξ
はA′値点が

HomOK⊗ZpA
′

((
MA/E(u)MA

)
⊗A A′,Λ⊗Zp A

′
)

→ HomOK⊗ZpF
(
MF/E(u)MF,Λ⊗Zp F

)
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による ιの逆像になるような完備局所 A代数 Rで表現される．Spf Rは，A′値
点が

Ker
(
AutOK⊗ZpA

′(Λ⊗Zp A
′)→ AutOK⊗ZpF(Λ⊗Zp F)

)
になる形式群G上の捻子になるので，Rは A上形式的に滑らかである．これに
より一つ目の射に関する主張が示された．
二つ目の射が形式的に滑らかであることは，定義に従って容易に示される．

ここまで準備したことを用いて，次の命題を証明する．

命題 2.3. G Rv,loc
VF,ξ
と G R

v,loc

VF,ξ
に関して以下が成り立つ．

1. G Rv,loc
VF,ξ
は正規かつ Cohen-Macaulay である．

2. G R
v,loc

VF,ξ
は被約で有理特異性をもつ．

3. 任意の σ ∈ Gal(K0/Qp)に対し，ψ|K0 = σとなるようなどの二つの整数 vψ
の差も高々1であるとする．このとき，各 ψに対して vψ が 0か 1である，
e ≤ 2である，のどちらかが成り立つならばならば，G Rv,loc

VF,ξ
= G Rv

VF,ξ
で

ある．

証明の概略. 主張は全て G Rv,loc
VF,ξ
上局所的なので G Rv,loc

VF,ξ
の閉点 yの近傍で示せ

ばよい．yの剰余体を F′とする．Fを F′に，Rを R ⊗W (F) W (F′)に取りかえる
ことによって F′ = Fとしてよい．yに対応する (ModFI/S)Fの対象をMFとし，
OK ⊗Zp F加群としての同型

ι : MF/u
eMF

∼−→ Λ⊗Zp F

を固定する．
AをAROF の対象とし，(MA, ψA)をDv

MF
(A)の対象とすると，(MA, ψA)は自

然にDv
S,MF

(A)の対象を定める．これにより AROF 上の亜群の射Dv
MF
→ Dv

S,MF

が定まる．この射と命題 2.2の射から得られる次の図式を考える．

D̃v
MF,ξ

//

��

D̃v
MF

//

��

D̄v
MF

Dv
MF,ξ

//

��

Dv
MF

��
G Rv

VF,ξ
//

��

Dv
S,MF

ΘVF
��

ξ // Dfl
VF

ここで一番下の四角図式はファイバー積になっており，残りの二つの四角図式が
ファイバー積になるようにDv

MF,ξ
，D̃v

MF,ξ
を定義している．
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モジュライの定め方から，G Rv
VF,ξ
の yでの局所化の完備化は亜群Dv

MF,ξ
を副表

現する．この完備R代数をRv
VF,y
とおく．命題 2.2より D̃v

MF
→ Dv

MF
は相対的に

副表現可能なので，D̃v
MF
はある完備 R代数 R̃v

VF,y
で副表現される．Rv

VF,y
，R̃v

VF,y

のそれぞれを p冪捩れ元のなすイデアルで割ったものをRv,loc
VF,y
，R̃v,loc

VF,y
と書く．命

題 2.2より D̃v
MF
→ Dv

MF
は形式的に滑らかなので，R̃v,loc

VF,y
= Rv,loc

VF,y
⊗Rv

VF,y
R̃v
VF,y
と

なり，R̃v,loc
VF,y
はRv,loc

VF,y
上形式的に滑らかとなる．またRv,loc

VF,y
は G Rv,loc

VF,ξ
の yでの局

所化の完備化になっている．
一方 D̄v

MF
はMvの ι

(
(1 ⊗ ϕ)ϕ∗(MF )/E(u)MF

)
に対応する点での完備局所環

R̄v
MF
で表現される．R̄v

MF
を p冪捩れ元のなすイデアルで割ったものを R̄v,loc

MF
と書

くと，これはM loc
v の ι

(
(1 ⊗ ϕ)ϕ∗(MF )/E(u)MF

)
に対応する点での完備局所環

になる．ξ → Dfl
VF
が形式的に滑らかであることと命題 2.2より R̃v

VF,y
は R̄v

MF
上形

式的に滑らかである．よって R̃v,loc
VF,y

= R̃v
VF,y
⊗R̄v

MF
R̄v,loc

MF
となり，R̃v,loc

VF,y
は R̄v,loc

MF
上

形式的に滑らかである．
これらと命題 2.1をあわせると主張が示される．

命題 2.4. 命題 1.4のΘVFはOF スキームの間の射影的な射

Θv
VF,ξ

: G Rv,loc
VF,ξ
→ SpecRv

を誘導する．さらに

Θv
VF,ξ

[1/p] : G Rv,loc
VF,ξ

[1/p]→ SpecRv[1/p]

は同型になる．

証明の概略. 射が定まることを示すには，

G Rv,loc
VF,ξ

[1/p] ↪→ G RVF,ξ[1/p]
ΘVF,ξ[1/p]−→ SpecR[1/p]

がSpecRv[1/p]を経由することを示せばよい．さらに，SpecRv[1/p]はRvの定義
から，SpecR[1/p]の連結成分なので，F の有限次拡大体Eに対して G Rv,loc

VF,ξ
(E)

の像が SpecRv(E)に入ることを示せばよい．
G Rv,loc

VF,ξ
(E)の像から，点 yをとってくる．yはR→ OEを定めるが，固有射の付

置判定法から，これはG Rv,loc
VF,ξ

(E)のOE値点を定める．SpecRのOE値点はGKが
連続に作用する有限自由OE加群を定め，G Rv,loc

VF,ξ
(E)のOE値点は (ModFI/S)OE

の対象MOE を定める．
MOE を (ModFI/S)Zp の対象と見たときに，定理 1.3によってMOE に対応す
る p可除加群を GMとする．p可除加群 Gに対して T (G)は Gの Tate 加群を表す
とし，V (G) = T (G)⊗Zp Qpとおくことにする．このとき次の同型が存在する．

Dcrys(VE)K/Fil
0Dcrys(VE)K

∼−→ Dcrys

(
Vp(GM)(−1)

)
K
/Fil0Dcrys

(
Vp(GM)(−1)

)
K

∼−→
(
(1⊗ ϕ)

(
ϕ∗(MOE)

)
/E(u)MOE

)
⊗OK K.
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一つ目の同型は，命題 1.1と定理 1.2から従う．二つ目の同型は，フィルター付弱
許容 ϕ加群と p可除加群の Tate 加群の関係 [Br1, Lemme 5.3.1]から従う．上の
同型から Galois 表現に関する p進 Hodge 型 vの条件と Kisin 加群に関する p進
Hodge 型 vの条件が対応していることがわかり，yが SpecRv(E)に入ることが
証明される．
命題より G Rv,loc

VF,ξ
[1/p]は正規であり，[Ya, 命題 3.4.1]より SpecRv[1/p]は正則

なので，pを可逆にしたところで同型になることを示すには，F の任意の有限次
拡大体Eに対してΘv

VF,ξ
がOE値点の間に全単射を引き起こすことを見ればよい．

まず全射性を見る．yを SpecRvのOE値点とし，対応するGK表現をVOEとす
る．任意の正の整数 nに対して VOE/p

nVOE は有限平坦表現なので，[Ray, Propo-

sition 2.3.1]より VOE = Tp(G)となる p可除加群 GV が一意的に存在する．定理
1.3より，GV に対応する (ModFI/S)Zp の対象MV が定まる．VOE へのOE の作
用から誘導されるMV へのOEの作用によって，MV が (ModFI/S)OE の対象を
定めている事が確かめられ，全射性がわかる．
単射性は Galois 表現を p可除加群に延ばす方法が一意的であるという Tate の
結果 [Tat, Theorem 4]の帰結である．

SpecRvの閉点のΘv
VF,ξ
によるファイバーを G Rv,loc

VF,0
で表す．次の系によって，

SpecRv[1/p]の連結成分を調べることが G Rv,loc
VF,0
の連結成分を調べることに帰着

される．

系 2.5. 位相空間Xに対して，Xの連結成分の集合をH0(X)で表すとすると，全
単射

H0(SpecR
v[1/p])

∼−→ H0(G Rv,loc
VF,0

)

が存在する．

証明の概略. G Rv,loc
VF,ξ

[1/p]のある連結成分を考え，e0をその連結成分上で 1とな
り，他の連結成分上では 0となるようなG Rv,loc

VF,ξ
[1/p]の大域切断とする．πF ∈ OF

を F の素元とし，πnF e0が G Rv,loc
VF,ξ
上の大域切断に延びるような最小の非負整数

nをとる．(πnF e0)
2 = πnF (π

n
F e0)となっている．もし n ≥ 1なら，πnF e0は G R

v,loc

VF,ξ

の 0でない冪零大域切断を定めるが，これは G R
v,loc

VF,ξ
が被約であることに反する．

よって n = 0であり，このことから全単射

H0(G Rv,loc
VF,ξ

[1/p])
∼−→ H0(G Rv,loc

VF,ξ
)

が存在することがわかる．また G Rv,loc
VF,ξ
をmRvに沿って完備化して得られる形式

的スキームを Ĝ R
v,loc

VF,ξ
とすると，

H0(G Rv,loc
VF,0

)
∼−→ H0(Ĝ R

v,loc

VF,ξ
)

∼−→ H0(G Rv,loc
VF,ξ

)

がわかる．これらと命題 2.4をあわせることで

H0(SpecR
v[1/p])

∼−→ H0(G Rv,loc
VF,0

)

が得られる．
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定義 2.6. Aを Zp代数とし，MAを (ModFI/S)Aの対象とする．ϕ∗MA → MA

の像がE(u)MAとなるときMAはエタールであるといい，ϕ∗MA →MAが同型
であるときMAは乗法的であるという．

Mv,loc
0 を G Rv,loc

VF,0
上の普遍的なS ⊗Zp OG Rv,loc

VF,0
加群の層とする．Mv,loc

0 の最大

エタール商加群層Mv,loc,ét
0 と最大乗法的部分加群層Mv,loc,m

0 が存在し，これらの
階数は G Rv,loc

VF,0
の連結成分上で一定となることが示される．

非負整数の組d = {dét, dm}に対して，G Rv,loc,d
VF,0

をMv,loc,ét
0 の階数が détとなり

Mv,loc,m
0 の階数が dmとなるような G Rv,loc

VF,0
の連結成分全ての合併とする．

3 モジュライの連結成分
この節では d = 2とし，全ての ψに対して vψ = 1とする．この場合 G Rv,loc

VF,ξ
=

G Rv
VF,ξ
であった．以下では G Rv,loc

VF,0
のことを G Rv

VF,0
と書く．また SpecRv ̸= ∅

であると仮定する．この仮定から IK の detVFへの作用は p進円分指標の pを法
とした還元になることがわかる．
VFを一般ファイバーに持つようなOK 上の有限平坦群スキームを VFの有限平
坦モデルという．G Rv

VF,0
は構成から，VFの p進 Hodge 型 vである有限平坦モデ

ルのモジュライである．ただし，有限平坦モデルが p進 Hodge 型 vであるとは，
対応する Kisin 加群が p進 Hodge 型 vの条件を満たすことをいう．
普遍局所変形環の性質を導くために，G Rv

VF,0
の連結成分について調べる．ま

ず G Rv,{1,1}
VF,0

について調べる．G Rv,{1,1}
VF,0

は対応する有限平坦群スキームが通常で
ある点全体となるので，以下では G Rv,ord

VF,0
と書くことにする．有限体上の 2次元

ベクトル空間の構造を持つ有限平坦群スキームが通常であるとは，エタール群ス
キームの乗法的群スキームによる拡大になっていることである．G Rv,ord

VF,0
の連結

成分は次のようになる．

命題 3.1. G Rv,ord
VF,0
̸= ∅とする．このとき，VF ∼

(
χ1 0

0 χ2

)
となる不分岐指標χ1, χ2

が存在しなければ，G Rv,ord
VF,0
は 1点である．もしそのような不分岐指標 χ1, χ2が

存在するならば，G Rv,ord
VF,0
は次のようになる．

1. χ1 ̸= χ2ならば，G Rv,ord
VF,0
は 2点になる．

2. χ1 = χ2ならば，G Rv,ord
VF,0
は P1

Fになる．

証明の概略. G Rv,ord
VF,0
の点は，エタールな加群の乗法的な加群による拡大になる

ので，Galois 表現のどの 1次元部分空間が乗法的な群スキームから来ているかを
決めることで定まることがわかる．このことから主張が示される．

以下では
G Rv,non-ord

VF,0
= G Rv

VF,0
\ G Rv,ord

VF,0
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とおいて，G Rv,non-ord
VF,0

が連結になることを示す．Fの有限次拡大体 F′に対して，
VF′ = VF ⊗F F′とおくと

G Rv,non-ord
VF′ ,0

= G Rv,non-ord
VF,0

×SpecF SpecF′

となるので，Fをその有限次拡大に取り替えてからG Rv,non-ord
VF,0

が連結であること
を示せばよい．よって Fq2 ⊂ Fと仮定してよい．
埋め込み k ↪→ Fを固定する．同型

OE ⊗Zp F ∼= k((u))⊗Fp F
∼−→

∏
σ∈Gal(k/Fp)

F((u)) ;
(∑

aiu
i
)
⊗ b 7→

(∑
σ(ai)bu

i
)
σ

を考え，ϵσ ∈ k((u))⊗Fp Fを σに対応する冪等元とする．σi+1 = σi ◦ ϕ−1となる
ような σ1, · · · , σn ∈ Gal(k/Fp)をとる．ここで ϕは p乗 Frobenius として考えて
おり，また σn+i = σiとみなしている．以下でもしばしば，nを法として添え字を
考える．すると ϕ(ϵσi) = ϵσi+1

となるので，ϕ :MF →MFは ϕ : ϵσiMF → ϵσi+1
MF

を定める．(Ai)1≤i≤n ∈ GL2

(
F((u))

)nに対し，ϕ(ei1
ei2

)
= Ai

(
ei+1
1

ei+1
2

)
となるよう

な ϵσiMFの F((u))上の基底 {ei1, ei2}があるとき

MF ∼ (A1, A2, . . . , An) = (Ai)i

と書くことにする．部分格子MF ⊂MFに対しても同様の記法を使うことにする．
この節で部分格子といえば，S⊗Zp F加群になっているものを指すことにする．
部分格子MF ⊂MFとその基底 {ei1, ei2}1≤i≤nと

B = (Bi)1≤i≤n ∈ GL2

(
F((u))

)n
に対して，

⟨
Bi

(
ei1
ei2

)⟩
の成分を基底とする加群をB ·MFで表す．B ·MFはMF

の基底の選び方によっていることに注意．
レベルmの基本指標を

ωm : IK → k
×
; g 7→ g( pm−1

√
π)

pm−1
√
π

mod mOK

で定める．
VFが絶対既約である時のMFの構造は次のようになる．

補題 3.2. VFが絶対既約であるとする．F′がFの 2次拡大ならば，あるαi ∈ (F′)×

と (q + 1) - sとなるようなある正の整数 sに対して

MF ⊗F F′ ∼

((
0 α1

α1u
s 0

)
,

(
α2 0

0 α2

)
, . . . ,

(
αn 0

0 αn

))
となる．
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証明の概略. q乗 Frobenius のGKへの持ちあげを一つとって，その VFへの作用
に注目することで，(q + 1) - sとなるような，ある正の整数 sに対して

VF|IK ∼ ωs2n ⊕ ω
qs
2n

となることが示される．これを用いて VF(−1)の構造を決定し，圏同値を与える
関手で ϕ加群側に移ることで，補題が示される．

G Rv
VF,0
の点は Kisin 加群を用いて次のように記述される．

補題 3.3. F′を Fの有限次拡大体とすると，G Rv
VF,0

(F′)の元は，以下の条件をみ
たすような階数 2の自由 k[[u]]⊗Fp F′部分加群MF′ ⊂MF⊗FF′ と自然に対応する．

1. MF′は ϕの作用で安定である.

2. MF′の k[[u]]⊗Fp F′上のある基底と，各 σ ∈ Gal(k/Fp)に対して，射

ϕ : ϵσMF′ → ϵσ◦ϕ−1MF′

の行列式はある α ∈ F′[[u]]×に対して αueとなる．

証明の概略. この場合，p進 Hodge 型 vの条件は，(1 ⊗ ϕ)
(
ϕ∗(MF′)

)
/ueMF′ が

k⊗Fp F上階数 eの自由加群であるという条件になる．この条件と，Kisin 加群の
条件

ueMF′ ⊂ (1⊗ ϕ)
(
ϕ∗(MF′)

)
⊂ MF′

をあわせると補題の条件が得られる．

G Rv,non-ord
VF,0

が連結であることは，任意に取った 2点をいくつかの P1
Fをつなげ

て結ぶことによって示される．G Rv,non-ord
VF,0

上の 2点を P1
Fで結ぶ際には次の補題

を用いる．

補題 3.4. x1, x2 ∈ G Rv
VF,0

(F) をとり，それぞれに対応する (Mod /S)F の対象
M1,F,M2,Fとする．M2

(
F((u))

)nのある冪零元 N = (Ni)1≤i≤nに対してM2,F =

(1+N) ·M1,Fとなるとする．A = (Ai)1≤i≤nをGL2

(
F((u))

)nの元でM1,F ∼ Aと
なるようなものとする．もし全ての iに対し ϕ(Ni)AiNi+1 ∈M2

(
F[[u]]

)
となるな

らば，射 P1 → G Rv
VF,0
で，0を x1に送り，1を x2に送るものが存在する．

証明の概略. G Rv
VF,0
の点のA1

Fの変数 tによる媒介変数表示を

t 7→ (1 + tN) ·M1,F

によって与える．条件ϕ(Ni)AiNi+1 ∈M2

(
F[[u]]

)
により，この媒介変数表示がA1

F

からの射を与えることがわかる．G Rv
VF,0
は F上固有なので，この射は P1

F上に延
びる．

定理 3.5. G Rv,non-ord
VF,0

は連結である．
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証明の概略. n = 1の場合は [Kis]，n ≥ 2の場合は [Ima]を参照．また n ≥ 2で
VFが自明表現の場合は [Gee]で証明されており，保型性の持ち上げ定理への応用
上は VFが自明表現の場合で十分である．ここでは n ≥ 2で VFが絶対既約である
場合の証明の概略を説明する．
Fの有限次拡大体 F′ と x1, x2 ∈ G Rv,non-ord

VF,0
(F′)をとり，それぞれに対応する

(Mod /S)F′ の対象をM1,F′ ,M2,F′ とする．x1と x2が同じ連結成分の点であるこ
とを示せばよい．VFを VF ⊗F F′で置き換えることによって F = F′としてよい．
e < p − 1の時は [Ray, Theorem 3.3.3]より G Rv

VF,0
(F′)は 1点なので，e ≥ p − 1

としてよい．
まず，補題 3.2を用いることによって，si+ ti = eを満たすような 0 ≤ si, ti ≤ e

と αi ∈ F×に対して

MF ⊗F F′ ∼

(
α1

(
0 us1

ut1 0

)
, α2

(
us2 0

0 ut2

)
, . . . , αn

(
usn 0

0 utn

))

となるようなMFの基底を見つけることができる．ただし，ここで必要なら Fを
2次拡大で取り替える．この基底によって定まる部分格子をM0,Fとおく．M0,Fは
G Rv,non-ord

VF,0
(F)の点に対応している．

以下では，M0,FとM1,Fがいくつかの P1
Fをつなげて結べることを示す．M0,F

とM2,Fについても同様に示される．
岩澤分解と行列式の条件を用いて，M1,F = B ·M0,Fとなる B = (Bi)1≤i≤n ∈

GL2

(
F((u))

)n で Bi =

(
u−ai vi
0 uai

)
の形のものが取れる．ただし ai ∈ Z，vi ∈

F((u))である．ri = vu(vi)とおく．計算すると

ϕ(B1)

(
0 us1

ut1 0

)
B−1

2 =

(
ϕ(v1)u

t1+a2 us1−pa1−a2 − ϕ(v1)v2ut1
ut1+pa1+a2 −v2ut1+pa1

)
,

ϕ(Bi)

(
usi 0

0 uti

)
B−1
i+1 =

(
usi−pai+ai+1 ϕ(vi)u

ti−ai+1 − vi+1u
si−pai

0 uti+pai−ai+1

)

となる．ただし 2 ≤ i ≤ n．部分格子M1,Fは ϕの作用で安定なので，右辺の行列
の成分は全て F[[u]]に入る．
まず t1 + pa1 + a2 ≤ eとなる場合を考える．このときは

M3,F =

((
u−ai 0

0 uai

))
i

·M0,F

とおくと，M3,Fは ϕの作用で安定となり，G Rv,non-ord
VF,0

(F)の点を定める．すると

M1,F =

((
1 viu

−ai

0 1

))
i

·M3,F
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となるので，M1,FとM3,Fが P1
Fで結べることが，補題 3.4からわかる．さらに

M0,FとM3,Fがいくつかの P1
Fをつなげて結べることも，比較的容易にわかる．

あとは，t1 + pa1 + a2 > eとなる場合を，t1 + pa1 + a2 ≤ eとなる場合に帰着
すればよい．次のような操作を考える．

B ·M0,Fの ϕ安定性を保ったまま，ある iに関して，
aiを ai − 1に，viを uviに取り替える．

この操作を行ったあとの点は，操作を行う前の点とP1
Fで結べることが補題 3.4か

らわかる．よってこの操作を行った後のB ·M0,FとM0,Fについて主張を示せば
よい．
これらの操作を続けることができれば，t1 + pa1 + a2 ≤ eとなる場合に帰着で
きることがわかる．よって全ての iについて，上記の操作ができないようになっ
て，かつ t1+pa1+a2 > eであると仮定する．この仮定から，初等的な議論によっ
て，Bの可能性を絞り込み，矛盾を導くことができる．これによって証明が完了
する．

系 3.6. Eを F の有限次拡大体とし，x1, x2 ∈ (SpecRv)(E)とする．もし x1と
x2が SpecRvのある一つの既約成分上にあるならば，対応するGK の E上の表
現 Vx1 , Vx2はどちらも通常であるか，どちらも通常でないか，のいずれかである．
さらに次の二つの場合には逆が成り立つ．

1. Vx1と Vx2がどちらも通常でない．

2. Vx1と Vx2がどちらも通常であり，L1 ⊂ Vx1とL2 ⊂ Vx2を IKが円分指標で
作用するような 1次元E部分空間とすると，GKのL1, L2への作用は πEを
法として還元すると等しくなるようなO×

K 値指標となる．

証明の概略. 系 2.5，命題 3.1，定理 3.5から従う．

4 ℓ進体の Galois 表現の変形環
この節では，Galois 群を考える局所体の剰余体の標数が pでない場合の普遍局
所変形環の性質について述べる．この節の内容は，前節までの有限平坦群スキー
ムのモジュライの理論を使わない話であり，代わりに表現空間の中の 1次元部分
空間のモジュライを使う．
ℓ ̸= pを素数とし, LをQℓの有限次拡大体とする．Lの代数的閉包 Lを固定す
る．GL = Gal(L/L)とし，GLの惰性部分群を ILと書く．
Fを Fpの有限次拡大体とし，VFを F上の 2次元連続GL表現とする．VFの F
上の基底 βFを固定しておく．さらに次の二つを仮定する

1. detVFはGLの p進円分指標 χを pを法としてみたものと等しい．

2. VF(−1)GL ̸= {0}となる．
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ARW (F)上の亜群D�
VF
を以前と同様に定義し，D�

VF
の充満部分圏Dχ,�

VF
をDχ,�

VF
(A)

の対象全体をD�
VF
(A)の対象 (VA, ψ, βA)のうち detA VA = χとなるもの全体とし

て定義する．D�
VF
，Dχ,�

VF
はAugW (F)上に延長しておく．D

�
VF
は完備局所W (F)代

数R�
VF
で副表現され，Dχ,�

VF
は完備局所W (F)代数Rχ,�

VF
で副表現される．

AugW (F)上の亜群Lχ,�VF を次のように定義する．AugW (F)の対象 (A, I)に対して，
Lχ,�VF (A, I)の対象をDχ,�

VF
(A, I)の対象 VAとGLがχで作用するような階数 1の射

影的部分 A加群 LA ⊂ VAであって VA/LAが A上射影的になるようなものの組
(VA, LA)全体として定める．
自然な射 |Lχ,�VF | → |D

χ,�
VF
|は射影的な射ΘVF : L

χ,�
VF
→ SpecRχ,�

VF
によって表現さ

れることがわかる．
EをQpの有限次拡大体とする．連続な環の射 ξ : Rχ,�

VF
→ OE に対して，誘導

されるDχ,�
VF

(OE)の対象を VOE とおき，Vξ = VOE ⊗OE Eとおくことにする．こ
のとき，モジュライLχ,�VF の性質を調べることによって次の命題が示せる．

命題 4.1. ΘVF : Lχ,�VF → SpecRχ,�
VF
のスキーム論的像を SpecRχ,1,�

VF
とする．この

とき，以下が成り立つ．

1. Rχ,1,�
VF

は 4次元の整域で，Rχ,1,�
VF

[1/p]はW (F)上形式的に滑らかである．

2. Qpの有限次拡大体Eに対して，連続な環の射 ξ : Rχ,�
VF
→ OEがRχ,1,�

VF
を経

由することと VξがEのE(1)による拡大になることは同値である．

命題 4.1から次が容易に示せる．

系 4.2. OをW (F)[1/p]の有限次拡大体の整数環とし，γ : GL → O×を連続不分
岐指標とする．R�

VF,O = R�
VF
⊗W (F) Oとすると，R�

VF,Oの商Rχγ,γ,�
VF,O で以下をみた

すものが存在する．

1. Rχγ,γ,�
VF,O は 4次元整域で，Rχγ,γ,�

VF,O [1/p]はO上形式的に滑らかである．

2. O[1/p]の有限次拡大体Eに対して，連続な環の射 ξ : R�
VF,O → EがRχγ,γ,�

VF,O
を経由することと Vξが γの γ(1)によるに拡大になることは同値である．た
だし ξに対し Vξは，先程と同様に定めている．

A 圏上の亜群
この付録の目的は，Galois 表現の変形で必要になる圏上の亜群に関する用語を
まとめることである．
圏 Eに対して，Eの対象全体をOb(E)で表し，Eの射全体をMor(E)で表す．E
上の圏とは，圏 F と関手 Θ : F → E の組のことである．T ∈ Ob(E)に対して，
Θ(ξ) = T となる ξ全体を対象とし，Θ(α) = idT となる α全体を射とする圏をF
の部分圏をF(T )と表す．
E上の圏Fは，T ∈ Ob(E)に対し圏F(T )を定め，f ∈ Mor(E)に対しΘ(α) = f

となる α全体を定めることで定義される．
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定義 A.1. α : η → ξをFの射とし，T = Θ(η)，S = Θ(ξ)，f = Θ(α)とおく．こ
のとき αが余カルテシアンであるとは，任意の ξ′ ∈ Ob

(
F(S)

)
とΘ(u) = f とな

るような任意の射u : η → ξ′に対してu = ū◦αとなるようなF(S)の射 ū : ξ → ξ′

が一意的に存在することをいう．

定義 A.2. 次の二つの条件が成り立つときF は E 上の亜群であるという．

1. F の全ての射は余カルテシアンである．

2. Eの任意の射 f : T → SとFの任意の対象 ηに対して，Θ(α) = f となるF
の射 α : η → ξが存在する．

Θ : F → E とΘ′ : F ′ → E を E 上の圏とする．E 上の圏の間の射Ψ : F → F ′

とはΘ′ ◦Ψ = Θとなるような関手のことである．
Θ : F → E，Θ′ : F ′ → E，Θ′′ : F ′′ → E を E 上の圏とし，E 上の圏の間の射

Φ′ : F ′ → F，Φ′′ : F ′′ → F が与えられているとする．このとき 2ファイバー積
F ′ ×F F ′′を以下のような圏として定義する．

• F ′×F F ′′の対象とは ξ′ ∈ Ob(F ′)，ξ′′ ∈ Ob(F ′′)とΘ(α)が恒等射になるよ
うな同型 α : Φ′(ξ′)

∼−→ Φ′′(ξ′′)の組 (ξ′, ξ′′, α)のことである．

• 射 (ξ′, ξ′′, α)→ (η′, η′′, β)とはβ◦Φ′(γ′) = Φ′′(γ′′)◦αとなるようなγ′ : ξ′ → η′

と γ′′ : ξ′′ → η′′の組のことである．

F，F ′，F ′′が E 上の亜群ならば，F ′ ×F F ′′も E 上の亜群となる．
Θ : F → E を E 上の亜群とし，ηをF の対象とする．ηに付随する圏 η̃を以下
のように定義する．

• η̃の対象とは，射 α : η → ξのことである．

• 射 (η
α→ ξ)→ (η

α′
→ ξ′) とはF における射 β : ξ → ξ′であって α′ = β ◦ αと

なるもののことである．

η → ξをΘ(ξ)に送ることによって関手 η̃ → E が定まり，η̃は E 上の亜群となる．
さらに，η → ξを ξに送ることによって定まる関手 η̃ → Fは E上の亜群の射とな
る．ηに付随する圏を，単に ηと書くこともある．

定義 A.3. 亜群Θ : F → E が表現可能であるとは，あるF の対象 ηが存在して
自然な関手 η̃ → F が圏同値となることである．

E 上の亜群の射 Φ : F ′ → F と F の任意の対象 ηに対して，2ファイバー積
η̃ ×F F ′ のことをFηと書く．

定義 A.4. Φ : F ′ → Fを E上の亜群の射とする．このとき，Φが相対的に副表現
可能であるとは，F の任意の対象 ηに対して，Fηが表現可能であることである．

20



E の全ての対象 T に対して，F(T )の対象の同型類全体が集合になると仮定す
る．このとき，T をF(T )の対象の同型類のなす集合に送ることによって定まる
集合値関手を |F|と書く．

定義 A.5. Φ : F ′ → F を E 上の亜群の射とする．E の全ての対象 T に対して，
F(T )，F ′(T )の対象の同型類全体が集合になると仮定する．このとき，Φが形式
的に滑らかであるとは，誘導される関手 |F ′|が形式的に滑らかであること，つま
り，E の任意の射 T → Sに対して，写像

|F ′|(T )→ |F ′|(S)×|F|(S) |F|(T )

が全射となることである．

F を E 上の亜群とし，E は圏 E ′の充満部分圏であるとする．F の E ′への延長
とは，E ′上の亜群F ′への充満忠実な埋め込みF → F ′で，E の任意の対象 T に
対して，誘導される射F(T )→ F ′(T )が圏同値を与えるようなものである．
Oを剰余体が Fである完備局所環とする．AROを剰余体が Fである有限局所

Artin O 代数の圏とし，ÂROを剰余体が Fである完備局所 O 代数の圏とする．
ARO上の亜群Fを以下のようにして ÂRO上の亜群 F̂に延長する．Rを ÂROの
対象とする．ARR

O ⊂ AROを i ≥ 1に対するR/mi
Rを対象とし自然な射影を射と

する部分圏とする．圏 F̂(R)をHomARO(AR
R
O,F)として定める．ÂROにおける

射 h : (R,mR) → (R′,mR′)に対して，R/mi
RをR′/mi

R′ に送ることによって定ま
る関手ARh

O : ARR
O → ARR′

O を考える．このとき，hの上にある F̂ における射

(ARR
O

η→ F)→ (ARR′

O
η′→ F)

とは，AROに値を持つARR
O上の関手の間のhから誘導される自然な射 id→ ARh

O
の上にある自然変換 η → η′ ◦ ARh

Oのことである．

定義 A.6. F をARO上の亜群とする．F̂ が表現可能であるとき，F は副表現可
能であるという．

定義 A.7. Φ : F ′ → F を E上の亜群の射とする．誘導される関手 Φ̂ : F̂ ′ → F̂ が
副表現可能であるとき，Φは相対的に副表現可能であるという．
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