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2
線形推測論

正規分布から派生する確率分布（カイ２乗分布，t分布，F 分布）につい

てまとめる．ガウス・マルコフモデルの推定，検定統計量について述べ，線

形モデルに応用する．

2. 1 射影行列と逆行列

Rnが部分空間 U, V によってRn = U ⊕ V と直和分解されているとする．

Rnの各元 xは x = u+ v (u ∈ U, v ∈ V ) と一意に分解されるが，Px = uで

定まる線形写像 P : Rn → Rnを V に沿ったU への射影 (射影子 projection)

と呼ぶ．

P が射影であれば P ◦P = P である．逆にRnの線形写像 P がこの性質を

もてば，U = {x; Px = x}および V = {x; Px = 0}とすれば，Rn = U ⊕ V

であり，P は V に沿った U への射影になる．

Rnの標準基底に関する P の行列表現も同じ記号 P で表すことにする．射

影を表現する n次行列を射影行列と呼ぶ．射影の性質 P ◦ P = P は行列の

べき等条件 P 2 = P と同値である．したがって，n次正方行列 P が射影行列

であるための必要十分条件は P 2 = P となることである．In を n次単位行

列とする．

命題 1. P を n次正方行列とするとき以下の条件は同値である：

(a) P は射影行列．

(b) P は V = {x; Px = 0}に沿った U = {x; Px = x}への射影に対応する
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射影行列．

(c) P はべき等: P 2 = P .

(d) n次正則行列 Qと r (0 ≤ r ≤ n) が存在して

Q−1PQ = diag[

r︷ ︸︸ ︷
1, ..., 1,

n−r︷ ︸︸ ︷
0, ..., 0]

となる.

(e) rank P + rank (In − P ) = n.

さらにこのとき rank P = tr P = rである．

証明．(b) ⇒ (a)は自明で，(a) ⇒ (c) ⇒ (b)はすでに述べた．(b)を仮定する．

Uの基底x1, ..., xrとV の基底 xr+1, ..., xnを取り，Q = [x1, ..., xn]とすると，

Qは正則であり，(d)が成り立つ．さらに，(d)ならば (e)は明らか．最後に

(e)を仮定する．U∗ = PRn, V∗ = (In−P )RnとするとRn = U∗+V∗である

から，dim (U∗∩V∗) ≡ dim U∗+dim V∗−dim (U∗+V∗) = n−n = 0，すな

わち U∗ ∩V∗ = {0}となる．P (In −P )Rn = (In −P )PRn ⊂ U∗ ∩V∗ = {0}
であるから (c)が示された．�

Rnに標準内積を考える：x, y ∈ Rnに対して x · y = x′y. xと yが直交す

るとは x · y = 0となることで，これを x ⊥ yと表す．Rn の部分空間 U に

対して，U⊥ = {x ∈ Rn; x ⊥ y (∀y ∈ U)}を U の直交補空間と呼ぶ．この

とき Rn はRn = U ⊕ U⊥ と直和分解される．U⊥ に沿った U への射影 P

を U への直交射影 (orthogonal projection)と呼び，対応する行列を直交射

影行列と呼ぶ．

命題 2. n次正方行列P が直交射影行列になるための必要十分条件はP 2 = P

かつ P ′ = P となることである．

証明．P が直交射影行列であるとする．射影行列であることから P 2 = P

は成り立つ．つぎに x1, x2をRnの任意の元とし，その分解を xi = ui + vi
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(ui ∈ U, vi ∈ U⊥) とする．定義より Pxi = ui であるから，x′
1P

′x2 =

(Px1)′x2 = u′
1x2 = u′

1(u2 + v2) = u′
1u2 = (u1 + v1)′u2 = x′

1Px2. したがっ

て P ′ = P である．

逆に P 2 = P と P ′ = P を仮定する．U, V を命題 1(b) のように取

ると，P 2 = P より Rn = U ⊕ V であり，P は V に沿った U への射

影に対応する行列であった．さらに，任意の u ∈ U , v ∈ V に対して

u′v = (Pu)′v = u′P ′v = u′Pv = 0 であって，V = U⊥ となるので，P

は直交射影行列である．�

問 1. P を Rn の部分空間 U への直交射影とするとき，y ∈ Rn に対して，

|y − Py|2 = y′(In − P )y = minx∈U |y − x|2 であることを示せ．

行列 Aの列ベクトルで張られる線形空間を L[A]と書く．

問 2. (i) L[A] ⊂ L[B]であることと，ある行列 C が存在してA = BC とな

ることは同値であることを示せ．(ii) L[A] = L[AA′]となることを示せ．[ベ

クトル xが x′AA′ = 0を満たせば x′AA′x = 0，したがって x′A = 0である

から L[AA′]⊥ ⊂ L[A]⊥.]

L[A]への射影を表現するために逆行列の一般化をしておくと便利である．

定義 1. m×n行列Aに対してAA−A = Aを満足する n×m行列A−をA

の一般 (化)逆行列 (generalized inverse matrix) と呼ぶ．

Aが正方行列で正則であればAの一般逆行列は逆行列A−1に他ならない．

任意のm×n行列Aに対して一般逆行列が存在する．実際，適当なm×m

正則行列 B と n × n正則行列 C が存在して，

D = BAC =

[
Ir O

O O

]
(m × n行列)
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とできるが，A− = CD′B とすればよい．

一般逆行列は一般に一意ではない．たとえば，

A =

[
1 0

0 0

]
, B =

[
1 1

0 0

]

とするとき，A自身も B も Aの一般逆行列である．

X を n × p行列とする．Rn から L[X ]への直交射影を PX とし，標準基

底に関する表現行列も PX で表す．

定理 1. X ′X の任意の一般逆行列 (X ′X)− に対して，PX = X(X ′X)−X ′.

証明．Q = X(X ′X)−X ′と置く．L[X ′] = L[X ′X ]であるから，ある行列B

に対してX ′ = X ′XB となる．このとき，

Q = B′X ′X(X ′X)−X ′XB = B′X ′XB = B′X ′ (2.1)

であるから，とくに QX = B′X ′X = X であり，L[Q] = L[X ]. また，

Q′ = B′X ′XB = Qである．さらに，Q2 = QQ′ = B′X ′XB = Q. つまり

Qは L[X ]への直交射影であり，Q = PX である. �

p × q 行列 H が L[H ] ⊂ L[X ′]，rank H = q を満足すると仮定する．

L[X |H ] = {Xγ; H ′γ = 0} とし，L[X |H ]への標準内積に関する直交射影

を PX|H と表す．r = rank X とする．

定理 2. (X ′X)− を（任意の）X ′X の一般逆行列とし，G = (X ′X)−H と

する．このとき，G′X ′XGは正則であり，PX|H は

PX|H = PX − XG(G′X ′XG)−1G′X ′

と表示される．また，rank PX|H = r − qである．

証明．まず，L[H ] ⊂ L[X ′] = L[X ′X ] よりある行列 B によって H =

X ′XB と書け，X ′XG = H だから，rank (G′X ′XG) = rank (XG) ≥
rank (X ′XG) = rank H = q. したがって G′X ′XGは正則である．
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Q = PX − XG(G′X ′XG)−1G′X ′ とし，Q = PX|H を示す．Γ =

(X ′X)−X ′ − G(G′X ′XG)−1G′X ′ とおくと，Q = XΓ. H = X ′XG と

PXXG = XGによって，

H ′Γ = G′X ′ − G′X ′XG(G′X ′XG)−1G′X ′ = O

だから L[Q] = L[XΓ] ⊂ L[X |H ]. 逆にH ′γ = 0なる任意の γ に対して，

Xγ = PXXγ

= PXXγ − XG(G′X ′XG)−1G′X ′Xγ (G′X ′Xγ = H ′γ = 0)

= QXγ

だから L[X |H ] ⊂ L[Q], したがって，L[Q] = L[X |H ] である．さらに，

Q が対称べき等であることも容易にわかるので Q = PX|H である．ま

た，rank Q = tr Q = tr PX − tr (XG(G′X ′XG)−1G′X ′) = tr PX −
tr (G′X ′XG(G′X ′XG)−1) = r − qである．�

ブロック化された行列の逆行列の表現に触れておく．Aを p×p, Bを p×q,

C を q × p, Dを q × q行列とする．(p + q) × (p + q)行列M を

M =

[
A B

C D

]

とする．さらに，D が正則であるとき F = A − BD−1C，Aが正則である

とき G = D − CA−1B とおく．

命題 3. (a) Dが正則であるとき，|M | = |F ||D|. とくに，D, M が正則であ

ることとD, F が正則であることは同値である．

(b) DとM が共に正則であるとき，

M−1 =

[
F−1 −F−1BD−1

−D−1CF−1 D−1 + D−1CF−1BD−1

]
.
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(c) Aが正則であるとき，|M | = |A||G|. とくに，A,M が正則であることと

A,Gが正則であることは同値である．

(d) AとM が共に正則であるとき，

M−1 =

[
A−1 + A−1BG−1CA−1 −A−1BG−1

−G−1CA−1 G−1

]
.

証明．Dが正則であるとき，等式[
Ip −BD−1

O Iq

][
A B

C D

][
Ip O

−D−1C Iq

]
=

[
A − BD−1C O

O D

]

が成り立つ．両辺の行列式を取って (a)を得る．さらにM も正則であれば，

(a) から |F | = 0，したがって F は正則であり，上の等式から (b) を得る．

(c),(d)も同様の議論によるか，あるいは行と列の順序を変える変換を用いて

(a), (b)に帰着させることによって，示すことができる．�

問 3. N =

[
A B

B′ D

]
を対称行列とする．F = A − BD−B′, G =

D − B′A−B とおく．L[B′] ⊂ L[D]のとき[
F− −F−BD−

−D−B′F− D− + D−B′F−BD−

]

は N の一般逆行列であることを示せ．また，L[B] ⊂ L[A]のとき[
A− + A−BG−B′A− −A−BG−

−G−B′A− G−

]

は N の一般逆行列であることを示せ．

2. 2 カイ２乗分布

正規分布の２次形式の分布を考えよう．ガンマ分布G(α, ν)の確率密度関

数 (??)を g(x;α, ν)で表す．
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命題 4. Xj (j = 1, ..., k)を実確率変数とする．X1が正規分布N(µ, 1)，Xj

(j = 2, ..., k)が正規分布N(0, 1)に従い，X1, ...,Xkは独立であるとする．こ

のとき，Y =
∑k

j=1 X2
j の確率密度関数は

f(x) = 1{x>0}e−
µ2

2

∞∑
r=0

1
r!

(
µ2

2

)r

g(x;
1
2
, r +

k

2
),

特性関数は

ϕ(u) = e−
µ2

2

∞∑
r=0

1
r!

(
µ2

2

)r

(1 − 2iu)−r−k
2

= (1 − 2iu)−
k
2 exp

(
µ2iu

1 − 2iu

)

で与えられる．

証明．Z = X2
1 の確率密度関数を計算しよう．まず分布関数は，z > 0に対

して，

P [Z ≤ z] = P [|X1| ≤
√

z]

=
∫ 0

−√
z

1√
2π

e−
1
2 (x−µ)2dx +

∫ √
z

0

1√
2π

e−
1
2 (x−µ)2dx

=
∫ z

0

1
2
√

2πs
e−

1
2 (

√
s+µ)2ds +

∫ z

0

1
2
√

2πs
e−

1
2 (

√
s−µ)2ds.

したがって，Z の確率密度関数 fZ は

fZ(z) =
1

2
√

2πz
e−

1
2 (z+µ2)

[
e−µ

√
z + eµ

√
z
]

= e−
1
2µ2

∞∑
r=0

1
r!

(
µ2

2

)r

g(z;
1
2
, r +

1
2
)

となる．

X2
2 , ...,X2

kは独立にガンマ分布G(1/2, 1/2)に従うから，再生性 (第??節)に

よって，
∑k

j=2 X2
j ∼ G(1/2, (k−1)/2) = χ2(k−1)である．Y = Z+

∑k
j=2 X2

j
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の確率密度関数 f は，上の式と g(·; 1
2 , k−1

2 )とのたたみこみを取って，y > 0

に対して，

f(y) = e−
1
2µ2

∞∑
r=0

1
r!

(
µ2

2

)r

g(y;
1
2
, r +

k

2
)

であることがわかり前半が示された．この密度関数の特性関数は

ϕ(u) = e−
1
2µ2

∞∑
r=0

1
r!

(
µ2

2

)r

(1 − 2iu)−(r+k
2 )

であり，簡単な計算によって後半を得る．�

定義 2. 命題 4 の
∑k

j=1 X2
j の分布を自由度 k，非心率（非心度）δ = µ2

の非心カイ２乗分布 (noncentral chi-square distribution with k degree of

freedom and noncentrality parameter δ) と呼び，χ2(k, δ)で表す．

δ = 0のとき，非心カイ２乗分布はカイ２乗分布になる：χ2(k, 0) = χ2(k).

便宜上，自由度 0の非心カイ２乗分布は x = 0上の１点分布とし，そのとき

非心率は δ = 0とする．

命題 4より，k > 0のとき，非心カイ２乗分布 χ2(k, δ)の確率密度関数は

f(y) = e−
1
2 δ

∞∑
r=0

1
r!

(
δ

2

)r

g(y;
1
2
, r +

k

2
) (y > 0),

特性関数は

ϕ(u) = (1 − 2iu)−
k
2 exp

(
δiu

1 − 2iu

)
(2.2)

となる．

次の二つの結果は特性関数 (2.2)の形から容易に得られる．

定理 3. Xj ∼ N(µj , 1) (j = 1, ..., k), X1, ...,Xk は独立とする．このとき，∑k
j=1 X2

j ∼ χ2(k, δ)となる．ここで，δ =
∑k

j=1 µ2
j .
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定理 4. 確率変数 Xj (j = 1, ..., k) が独立に χ2(kj , δj) に従うととき，∑k
j=1 Xj は χ2(

∑k
j=1 kj ,

∑k
j=1 δj)に従う．

2. 3 フィッシャー・コクランの定理

定理 5. Ai (i = 1, ..., k)を n次正方行列とし，

A1 + · · · + Ak = In (2.3)

を満足すると仮定する．このとき，次の (a), (b), (c), (d)は同値である：

(a) Ai はべき等である：A2
i = Ai (i = 1, ..., k).

(b) AiAj = O (i = j).

(c) Vi = Ai RnとするときRnが V1 ⊕ · · · ⊕ Vk = Rn と直和分解される.

(d)
∑k

i=1 rankAi = n.

証明．(b) ⇒ (a): (2.3)の両辺に右から Ai をかければよい．

(a) ⇒ (d): Ai はべき等だから rank Ai = tr Ai. (2.3)の両辺のトレースを

取って (d)を得る．

(d) ⇒ (c): V1 + · · · + Vk = Rn となることは (2.3)からわかる．直和になる

ことは，条件 (d)によって
∑k

i=1 dimVi = nとなることからいえる．∗1)

(c) ⇒ (b): (2.3)の両辺の右辺から Aj をかけると任意の x ∈ Rnに対して，

A1Ajx + · · · + A2
jx + · · · + AkAjx = Ajx

となるが，左辺のAiAjxは Viの元で，直和分解であることから，AiAjx = 0

(i = j)でなければならない．したがって (b)を得た．�

µ = [µ1, ..., µn]′ ∈ Rn, Y = [Y1, ..., Yn]′ ∼ Nn(µ, In)とする．

∗1) たとえば佐武 ?)，p.98 を参照せよ．
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定理 6. (フィッシャー・コクランの定理) ∗2) Ai (i = 1, ..., k) を n次対称行

列で A1 + · · · + Ak = In を満たすものとする．Qi = Y ′AiY , rank Ai = ni

(i = 1, ..., k) とする．このとき次の (a)-(e)は同値である：

(a) ある δi ≥ 0が存在して Qi ∼ χ2(ni, δi)かつ Q1, ..., Qk は独立．

(b)
∑k

i=1 ni = n.

(c) A2
i = Ai (i = 1, ..., k).

(d) AiAj = O (i = j).

(e) Vi = Ai Rn とするときRn が V1 ⊕ · · · ⊕ Vk = Rn と直和分解される.

さらにこのとき，δi = µ′Aiµ，とくに
∑n

j=1 µ2
j =

∑k
i=1 δi.

証明．(b), (c), (d), (e)の同値性は定理 5で示した．(b)を仮定する．A2
i = Ai,

AiAj = O (i = j)である．Ai は対称でべき等だからある n次直交行列 Pi

が存在して，

PiAiP
′
i = Di = diag[

ni︷ ︸︸ ︷
1, ..., 1,

n−ni︷ ︸︸ ︷
0, ..., 0]

とできる．ni = 0のときは Ai = Oだから，Y ′AiY ∼ δ0 （１点分布）とな

る．ni > 0とする．Xi = PiAiY と置くと，

Cov[Xi, Xj ] = PiAiA
′
jP

′
j = PiAiAjP

′
j = δijDi,

さらに，

E[Xi] = PiAiµ = DiPiµ =

[
D̂iPiµ

0

]

となる．ここで D̂i は ni × n行列で

D̂i = [Ini ,

n−ni︷︸︸︷
O ]

∗2) R.A.Fisher, W.G. Cochran
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である．したがって定理??によってX1, ...,Xk は独立であり，

X̂i := D̂iXi ∼ Nni(D̂iPiµ, Ini), Xi =

[
X̂i

0

]
,

したがって，

Y ′AiY = Y ′A′
iP

′
iPiAiY = X ′

iXi = X̂ ′
iX̂i ∼ χ2(ni, δi)

であることがわかった．ここで δi = (D̂iPiµ)′D̂iPiµ = µ′P ′
iDiPiµ = µ′Aiµ

である．X ′
iXi は独立であるから (a)が示された．

逆に (a)を仮定し (b)を示そう．ni = 0ならば Ai = Oであるから，この

ためには ni > 0と仮定しても一般性を失わない．Y ′Y =
∑k

i=1 Qiと定理 4

より Y ′Y ∼ χ2(
∑k

i=1 ni,
∑k

i=1 δi) である．いっぽう Y ′Y =
∑n

j=1 Y 2
j より

Y ′Y ∼ χ2(n, µ′µ). ２つのカイ２乗分布の特性関数が等しいから

(
1 − 2

√−1u
)− 1

2

∑
k

i=1
ni exp

(∑k
i=1 δi

√−1u

1 − 2
√−1u

)

=
(
1 − 2

√−1u
)− 1

2n
exp

(
µ′µ

√−1u

1 − 2
√−1u

)
となるが，u ∈ R, u → ∞ とすると，指数関数の分数部分は有界だから∑k

i=1 ni = nでなければならず (b)が得られた．�

定理 7. Aを n次対称行列とする．ある δ ≥ 0, k ∈ Z+に対してQ = Y ′AY

が χ2(k, δ)に従うための必要十分条件は A2 = Aとなることである．さらに

このとき，k = rankA, δ = µ′Aµである．

証明．A2 = A と仮定する．(In − A)2 = In − A となるから，分解

A + (In − A) = In に定理 6を適用してQ ∼ χ2(k, δ), k = rankA, δ = µ′Aµ

となることがわかる．

逆に Q ∼ χ2(k, δ) とする．Y の分布のサポートが Rn 全体であるか

ら，とくに A は非負値である．また k = 0 のときは A = O であるか
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ら A2 = A となるので，k > 0 の場合を考える．A に対して直交行列

P が存在して，PAP ′ = diag[λ1, ..., λp, 0, ..., 0]となる．ここで，λ1, ..., λp

(p ≤ n) は Aの正の固有値である．X = [X1, ...,Xn]′ := PY とするとき，

Q = Y ′AY =
∑p

i=1 λiX
2
i と表される．X ∼ Nn(Pµ, In)だから

∑p
i=1 λiX

2
i

は独立な p個の非心カイ２乗分布の重み付き和になっていて，その特性関数

は，ある δi ≥ 0に対して，

p∏
i=1

{(
1 − 2

√−1λiu
)− 1

2 exp
(

δi

√−1λiu

1 − 2
√−1λiu

)}
(2.4)

となる．

いっぽう，Q ∼ χ2(k, δ)だったからその特性関数は

(
1 − 2

√−1u
)− k

2 exp
(

δ
√−1u

1 − 2
√−1u

)
(2.5)

であり，(2.4)と (2.5) が一致することになる．両者から導かれるキュムラン

トを比較する．まず，(2.4)の対数の u = 0の近傍での展開は

−1
2

p∑
i=1

log
(
1 − 2

√−1λiu
)

+
p∑

i=1

δi

√−1λiu

1 − 2
√−1λiu

=
1
2

p∑
i=1

∞∑
r=1

(2λi)r

r
(
√−1u)r +

p∑
i=1

∞∑
r=0

δiλi(2λi)r(
√−1u)r+1

=
∞∑

r=1

(
√−1u)r

r!

p∑
i=1

[
(r − 1)!2r−1λr

i + r!δi2r−1λr
i

]
となり，r 次キュムラントは

∑p
i=1

[
(r − 1)!2r−1λr

i + r!δi2r−1λr
i

]
である．

(2.5)に対しても同様にして，対応する r 次キュムラントを求めると k(r −
1)!2r−1 + r!δ2r−1 となり，結局，

p∑
i=1

λr
i + r

p∑
i=1

δiλ
r
i = k + rδ (r ∈ N) (2.6)

を得る．λiの中で１つでも１より大きいものがあると (2.6) の左辺は r → ∞
のとき指数関数的となり矛盾．したがって λ1, ..., λq = 1, λq+1, ..., λp < 1と
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してよいが，(2.6)を rで割って r → ∞として∑q
i=1 δi = δを得る．これを

使って, (2.6)で r → ∞とすると q = kがわかり，再び (2.6)に戻すと，
p∑

i=q+1

λr
i + r

p∑
i=q+1

δiλ
r
i = 0

となる．したがって，p = qでなければならず，λi はすべて 1であることが

示された．このとき，A = P ′diag[1, ..., 1, 0, ..., 0]P であって Aはべき等で

ある．�

定理 8. Ai (i = 1, 2) を n次対称行列とする．Qi = Y ′AiY が非心カイ２乗

分布に従うとする．このとき，Q1 と Q2 が独立であるための必要十分条件

は A1A2 = Oとなることである．

証明．Q1 と Q2 が独立であるとき，Q1 + Q2 = Y ′(A1 + A2)Y も非心カイ

２乗分布に従う（定理 4)．したがって，定理 7によって，A1, A2, A1 + A2

がべき等であり，A1A2 +A2A1 = Oを得るが，A1を右からと左からと掛け

たものを比較して A1A2 = A2A1 = Oとなることがいえる．

逆に A1A2 = Oであるとする．単位行列の分解

A1 + A2 + (In − A1 − A2) = In

において，右辺の各項は条件からべき等である．したがって定理 6によって

Q1, Q2は独立である．�

問 4. Aを n次対称行列，Σを n次正値対称行列とし，Z がNn(µ,Σ)に従

うとする．このとき，Z ′AZ がある k ∈ Nと δ ≥ 0に対して χ2(k, δ)に従う

ための必要十分条件はなにか．[ AΣA = A．このとき k = rank A, δ = µ′Aµ

である．]

補題 1. A,B を n 次対称行列とする．A2 = A, B2 = B, A − B ≥ O す

なわち A − B が非負値行列であるとする．このとき，AB = BA = B,

(A − B)2 = A − B である．
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証明．A − B ≥ O, B2 = B だから，BAB ≥ BBB = B. ゆえに，

tr(BAB) ≥ trB = tr(BB) = tr(BAB) + tr(B(In − A)B).

したがって，

0 ≥ tr(B(In − A)B) = tr(((In − A)B)′(In − A)B) ≥ 0

だから (In − A)B = O である．転置して，AB = BA = B を得る．

(A − B)2 = A − B は容易に示される．�

定理 9. Ai (i = 0, 1, 2)を n次対称行列，A0 = A1 + A2とし，Qi = Y ′AiY

とする．Q0 ∼ χ2(n0, δ0), Q1 ∼ χ2(n1, δ1), Q2 ≥ 0 a.s. ならば n2 = n0−n1,

δ2 = δ0 − δ1 に対して Q2 ∼ χ2(n2, δ2)であり，さらに Q1 と Q2 は独立で

ある．

証明．定理 7より，A2
i = Ai, rankAi = ni, δi = µ′Aiµ (i = 0, 1) である．

Q2 ≥ 0よりA0−A1 ≥ Oだから，補題 1からA2 = A0−A1はべき等である．

再び定理 7よりQ2 = Y ′A2Y ∼ χ2(n2, δ2), n2 = rankA2 = trA2 = n0 −n1,

δ2 = µ′A2µ = µ′(A0 − A1)µ = δ0 − δ1 となる．さらに，補題 1 から

A1A2 = A1A0 − A2
1 = A1 − A1 = O だから，定理 8 から Q1 と Q2 は

独立である．�

2. 4 t分布と F 分布

この節では正規分布から派生する２つの分布を定義する．

定義 3. Y が自由度 nのカイ２乗分布 χ2(n)に従い，Z が正規分布 N(δ, 1)

に従い，Y, Z が独立であるとする．このとき

X =
Z√
Y/n
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の分布を自由度 n，非心度 δの非心 t分布 (noncentral t-distribution) と呼び

t(n, δ) で表す．とくに δ = 0のとき自由度 nの t分布と呼び，t(n)で表す．

例 1. X1, ...,Xnを正規分布N(µ, σ2)に従う独立確率変数列とする．U を第

１行が [1/
√

n, ..., 1/
√

n] であるような n次直交行列とする．これにはたとえ

ば第 i行を[ 1√
(i − 1)i

, ...,
1√

(i − 1)i︸ ︷︷ ︸
i−1

, − i − 1√
(i − 1)i

, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−i

]
(i = 2, ..., n)

と取ればよい．X = [X1, ...,Xn]′ を Y = [Y1, ..., Yn]′ = UX と変換すると，

命題??によって，Y1 =
√

nX̄ ∼ N(
√

nµ, σ2), Yi ∼ N(0, σ2) (i = 2, ..., n),さ

らに Y1, Y2, ..., Ynは独立になる．S2を標本分散S2 = n−1
∑n

j=1(Xj −X̄)2 =

n−1
∑n

j=1 X2
j −X̄2とすると，直交変換の性質によって

∑n
j=1 X2

j =
∑n

i=1 Y 2
i

であるから，S2 = n−1
∑n

i=2 Y 2
i となる．したがって，nS2/σ2は Y1と独立

で自由度 n − 1の χ2分布に従い，
√

n − 1(X̄ − µ)
S

=
Y1 −√

nµ

σ
/

√
nS2

σ2(n − 1)

は自由度 n − 1のｔ分布に従う．

Y, Z を定義 3 で与えられたものとする．変換 (z, y) = T (x1, x2) =

(x1
√

x2/
√

n, x2) を考えると，(X1, X2) = T−1(Z, Y ) の同時密度関数は，

(x1, x2) ∈ R × (0,∞)に対して，

p∗(x1, x2) =
1√
2π

exp

{
−1

2

(
x1

√
x2√
n

− δ

)2
}

· x
n
2 − 1

2
2

2n/2
√

nΓ(n/2)
e−

1
2x2 .

X1の周辺確率密度関数を計算して，非心 t分布の確率密度関数を得る：x ∈ R

に対して，

pn,δ(x) =
1√
πn

e−
δ2
2

∞∑
r=0

2r/2

r!
Γ((n + r + 1)/2)

Γ(n/2)

(
δx√
n

)r (
1 +

x2

n

)−(n+r+1)/2

.

とくに δ = 0のとき r = 0の項のみ残り，t分布の確率密度関数を表す．
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定義 4. Y1が χ2(m, δ)に，Y2が χ2(n)に従い，Y1, Y2が独立であるとする．

このとき，

X =
Y1/m

Y2/n

の分布を自由度m, n，非心度 δの非心 F 分布 (noncentral F-distribution)と

呼び，F (m,n, δ)と表す．とくに δ = 0のとき自由度m, nの F 分布と呼び，

F (m,n)で表す．

非心 F 分布の確率密度関数は，x ∈ (0,∞)に対して，

pm,n,δ(x) =
∞∑

r=0

e−
1
2 δ

(
δ

2

)r (m/n)m/2+r

r!B(m/2 + r, n/2)
xm/2+r−1

(1 + mx/n)(m+n)/2+r

となる．とくに δ = 0のとき r = 0の項のみ残り，それが F 分布の確率密度

関数 pm,n,0になる．また，合流型超幾何関数（Kummerの関数) ∗1)

F (α, γ; z) =
Γ(γ)
Γ(α)

∞∑
n=0

Γ(α + n)
Γ(γ + n)

zn

n!

を用いて，

pm,n,δ(x) = e−
1
2 δF

(
m + n

2
,
m

2
;
δ

2
mx/n

1 + mx/n

)
pm,n,0(x)

と表される．

2. 5 ガウス・マルコフモデル

n個の実確率変数 Yi (i = 1, ..., n)が

Yi = x′
iβ + εi (i = 1, ..., n) (2.7)

なる構造を持つとする．ここで，xi，β は非確率的 p次元列ベクトル，εiは

平均零の等分散かつ無相関な確率変数：

E[εi] = 0, E[εiεj ] = σ2δij

∗1) たとえば犬井 ?) を参照．
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とする．統計推測においては Yi が i番目の観測を表し，xi は E[Yi]を説明

する p個の要因を並べた変数，β ∈ Rpは xiの p個の要因へのE[Yi]の依存

の程度を表すパラメータ，σ2は観測の分散を表すパラメータである．

n次元確率変数 Y, ε, n × p定行列X を

Y =

⎡
⎢⎢⎣

Y1

...

Yn

⎤
⎥⎥⎦ , ε =

⎡
⎢⎢⎣

ε1
...

εn

⎤
⎥⎥⎦ , X =

⎡
⎢⎢⎣

x′
1

...

x′
n

⎤
⎥⎥⎦

と定める．このとき，(2.7)は次のように行列表示できる：

Y = Xβ + ε, E[ε] = 0, Var[ε] = σ2In. (2.8)

モデル (2.8)をガウス・マルコフモデルと呼ぶ．実際は実験のデザインX は

既知であるが，β, σ2は未知のパラメータであり，デザインX に対応する観

測 Y に基づいて E[Y ]とX の関係を規定するパラメータ β とデータのばら

つきの指標 σ2について推測するのである．E[Y ]の βに関する線形性はもち

ろんここでの前提であるが，変量間の関係の表現の第１近似と思えばよい．

また，デザインX は根元的な要因の非線形関数とすることが可能なので，こ

の前提は応用上は強い制約ではない．

未知パラメータ βの推定において，最小２乗法は最も基本的な方法である．

Q(β) = (Y − Xβ)′(Y − Xβ) =
n∑

i=1

(Yi − x′
iβ)2 (2.9)

とき，関数 Q を β ∈ Rp を動かして最小にする．Qを β に関して微分して

0とおくことによって

X ′Xβ = X ′Y (2.10)

を得る．β の方程式 (2.10)は正規方程式 (normal equation)と呼ばれる．

L[X ′X ] = L[X ′]であるから，正規方程式 (2.10) は常に解 β̂を持つ．いっ

ぽう，解 β̂ はX ′X が正則でなければ一意には定まらない．
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定理 10. Y ∈ Rn とする．正規方程式 (2.10) の任意の解 β̂ に対して，

Xβ̂ = PXY . また，|Y − Xβ̂| = minβ∈Rp |Y − Xβ|.

証明．定理 1，正規方程式と PX の性質を用いて，PXY = X(X ′X)−X ′Y =

X(X ′X)−X ′Xβ̂ = PXXβ̂ = Xβ̂ となる．後半は，(Y −Xβ̂)′X = Y ′(In −
PX)X = 0から従う分解 |Y −Xβ|2 = |Y −Xβ̂|2 + |X(β̂ − β)|2を用いて証
明できる．(問 1参照．)�

未知パラメータ β, σ2 の関数 g(β, σ2)の推定を考える．推定量（パラメー

タの関数の推定に用いる観測の可測関数）はどの (β, σ2)が真の値であって

も統計的に「良い」推定値を与えるものでなければならない．次に述べる不

偏性 (unbiasedness) は推定量の望ましい性質の一つである．

特定の βとσ2によって Y の構造が (2.8)で与えられるときの，統計量 δ(Y )

の期待値をEβ,σ2 [δ(Y )]と表す．δ(Y )がパラメータ (β, σ2)の関数 g(β, σ2)の

不偏推定量であるとは，任意の真値 (β, σ2)に対して，δ(Y )の平均が g(β, σ2)

となることである．すなわち，

Eβ,σ2 [δ(Y )] = g(β, σ2) (∀(β, σ2) ∈ Π) (2.11)

となることである．ここで Π は (β, σ2) の動く範囲で，我々は多くの場合

Π = Rp × (0,∞)とする．以後 Eβ,σ2 を単に E と略すことも多い．

我々は Y の構造として，平均と共分散しか規定していなかった．平均Xβ，

分散共分散行列 σ2In の分布は無限にあり，そのような分布に関する平均を

Eβ,σ2 と書いても，これは多義であって，たとえば Eβ,σ2 [Y 3
1 ]の値を定める

ことはできない．この章で扱う不偏推定量 δ(Y )は Y の２次以下の多項式で

構成されるので，そのような不定性は生じない．

記号 Eβ,σ2 は便利であるが，どの確率測度に関する期待値か明確でなく，

(2.11)の左辺の意味が曖昧である．より明瞭で一般的な不偏推定量の定義を

述べよう．∗1)

∗1) この章の理解のためには，次の定義とそのすぐ後の議論は飛ばしてもよい．
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定義 5. 可測空間 (X ,B)上の確率測度の族P = {Pθ}θ∈Θと写像 g : Θ → Rk

が与えられているとする．g(θ)の推定量 δ : X → Rk が∫
X

δ(x)Pθ(dx) = g(θ) (∀θ ∈ Θ)

を満足するとき δは g(θ)の不偏推定量 (unbiased estimator) であるという．

今扱っている統計モデルでは，P としては (X ,B) = (Rn,Bn)上の確率

分布で，平均がある β ∈ Rp に対して Xβ となり，分散共分散行列がある

σ2 > 0に対して σ2In となるもの全体を考えているのである．θは，(β, σ2)

ではなく，P ∈ P そのものと考えられる．
ある確率空間に構成した確率変数 Y と e = Y − Xβ は分布族の表現の便

宜のためであって，すべての計算を (Rn,Bn)上で行うことは可能である．

「真のパラメータが (β, σ2)のとき」というのは，「平均 Xβ，分散共分散

行列 σ2In をもつ確率測度 Pθ のもとで」という意味である．同様に「真の

パラメータが β のとき」というのは，「平均が Xβ で，ある σ2 > 0 に対し

て分散共分散行列が σ2In となる確率測度 Pθ のもとで」という意味である．

β, σ2 が真のパラメータであるときの期待値作用素を Eβ,σ2 と書いた．これ

は Y の可測関数 f(Y )に対して，

Eβ,σ2 [f(Y )] =
∫
Rn

f(y)Pθ(dy) (2.12)

と表されていることを意味する．ただし，式 (2.12) は，平均分散構造が

Xβ, σ2In となる Pθに依存している．したがって，関数 f のクラスを適当に

制限した場合に限り，左辺が意味をもつ．

定義 6. c ∈ Rpとする．c ∈ L[X ′]のとき β の線形関数Rp � β �→ c′β ∈ R

は推定可能 (estimable)であるという．

定理 11. (a) a ∈ Rn, c ∈ Rpとする．確率変数 Y の線形関数 a′Y が βの線

形関数 c′β (β ∈ Rp)の不偏推定量であるための必要十分条件は X ′a = cと

なることである．



88 2. 線形推測論

(b) 線形関数 c′β (β ∈ Rp)の線形不偏推定量が存在するための必要十分条件

は c′β が推定可能になることである．

証明．(a): a′Y が不偏推定量であれば，定義より，任意の β ∈ Rpに対して，

a′Xβ = E[a′Y ] = c′β，したがって，X ′a = cである．逆も明らかである．

(b): c′β の線形不偏推定量 a′Y が存在すれば (a)より c ∈ L[X ′]である．逆

にこのとき，ある a ∈ Rn に対して，c = X ′aとなり，a′Y が c′β の線形不

偏推定量になっている．�

定理 12. 線形関数 c′βが推定可能とする．このとき，cと c′β̂は，ある b ∈ Rp

に対して c = X ′Xb, c′β̂ = b′X ′Y と表される．c′β̂は正規方程式 (2.10)の解

β̂ の取り方によらず，c′β の線形不偏推定量である．

証明．c ∈ L[X ′] = L[X ′X ]だからあるベクトル b ∈ Rpに対して c = X ′Xb.

このとき，c′β̂ = b′X ′Xβ̂ = b′X ′Y だから，これは β̂の取り方に依らない Y

の線形関数である．さらに，X ′(Xb) = cだから定理 11によって b′X ′Y は

c′β の不偏推定量である．�

定理 13. β の線形関数 c′β が推定可能とする．このとき，正規方程式の任

意の解 β̂ に対して，c′β̂ は c′β の最良線形不偏推定量 (best linear unbiased

estimator，BLUE)である．すなわち，任意の (β, σ2)に対して，

Var[c′β̂] = min{Var[a′Y ]; a′Y は c′βの線形不偏推定量 }

となる．ここで，Varは真値が (β, σ2)のときの分散を表す．

証明．c′β は推定可能であるから，c = X ′Xb, c′β̂ = b′X ′Y と表される (定

理 12)．a′Y を c′β の線形不偏推定量とすると定理 11 より X ′a = c とな

り，したがって a′Xb = c′b = b′X ′Xb．このとき，Cov[a′Y − c′β̂, c′β̂] =

Cov[a′Y − b′X ′Y, b′X ′Y ] = σ2(a′Xb − b′X ′Xb) = 0 であるから，

Var [a′Y ] = Var
[
a′Y − c′β̂

]
+ Var

[
c′β̂

]
(2.13)
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となり証明が終わる．�

次の定理は c′β の最良線形不偏推定量を特徴づける．

定理 14. 次の (a),(b),(c)は同値である:

(a) 線形統計量 a′Y は線形関数 c′β の最良線形不偏推定量である．

(b) c′β は推定可能で，任意の真値 (β, σ2)に対して

c′β̂ = a′Y a.s. (2.14)

(c) X ′a = cかつ a ∈ L[X ].

証明．(a)⇒(b): 定理 11 より c′β は推定可能である．また，(2.13) より

Var[a′Y − c′β̂] = 0 でなければならないから，不偏性によって a′Y = c′β̂

a.s.である．

(b)⇒(a): 定理 13より明らか．

(b)⇒(c): c′β は推定可能だから定理 12 より c′β̂，したがって，a′Y は c′β

の不偏推定量であり，定理 11 によって X ′a = cである．また，定理 12の

b ∈ Rpをとると，c′β̂ = b′X ′Y となるから，0 = c′β̂−a′Y = b′X ′Y −a′Y =

(b′X ′ − a′)Y . この分散を考えて a = Xb ∈ L[X ]を得る．

(c)⇒(b): ある b ∈ Rpに対して a = Xbと書けるので c = X ′a = X ′Xb. こ

のとき，c′β̂ = b′X ′Xβ̂ = b′X ′Y = a′Y . �

X ′Xが非退化のときは β̂が一意に決まりその分散共分散行列はσ2(X ′X)−1

となる．つぎの命題はX ′X が退化するときも，あたかも σ2(X ′X)−が β̂の

分散共分散行列であるかのような計算が結果として成り立つことを示してい

る．もっとも，退化する場合は β̂は意味がないので，これはあくまで便法で

ある．

命題 5. (a) ci ∈ L[X ′] (i = 1, 2) ならば c′1(X ′X)−c2 は (X ′X)− の取り方

に依らない．
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(b) c′iβ (i = 1, 2) が推定可能線形関数とする．このとき，それぞれの最良不

偏推定量 c′iβ̂ の共分散は，(β, σ2)が真値のとき，

Cov
[
c′1β̂, c′2β̂

]
= σ2c′1(X

′X)−c2

と表される．

証明．c′iβ が推定可能ならば，定理 12 より p 次元列ベクトル bi が

存在して，ci = X ′Xbi, c′iβ̂ = b′iX
′Y (i = 1, 2) と表される．

このとき，Cov
[
c′1β̂, c′2β̂

]
= Cov [b′1X

′Y, b′2X
′Y ] = σ2b′1X

′Xb2 =

σ2b′1X
′X(X ′X)−X ′Xb2 = σ2c′1(X

′X)−c2 となり (b)を得る．左辺は右辺

の (X ′X)−の選び方に無関係だから右辺もそうであり，(a)も示された．�

問 5. β の任意の線形関数 c′β が推定可能であるための必要十分条件は

rank X = pとなることである．証明せよ．

いままでは β の推定を考えてきたが，つぎに σ2 の推定を考えよう．β̂ を

正規方程式の任意の解とする．定理 10より，Ŷ := Xβ̂ ≡ PXY は β̂ の取り

方に依らず意味がある．e = Y − Ŷ は残差ベクトルと呼ばれる．

定理 15. (a) e = Y − Ŷ = (In − PX)Y = (In − PX)ε. とくに，E[e] = 0,

Var[e] = σ2(In − PX).

(b) c′β が推定可能ならば，Cov[c′β̂, e] = 0.

(c) R2
0 = minβ∈Rp |Y − Xβ|2は次のように表現される：

R2
0 = |Y − Xβ̂|2

= Y ′Y − Y ′Xβ̂ = Y ′Y − β̂′X ′Xβ̂

= Y ′Y − Y ′X(X ′X)−X ′Y = Y ′(In − PX)Y

= ε′(In − PX)ε = e′e.
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証明．(a): 定義から

e ≡ Y − Ŷ ≡ Y − Xβ̂

= Y − PXY = (In − PX)Y (定理 10から)

= (In − PX)(Xβ + ε) (βが真値のとき)

= (In − PX)ε.

(b): c′β が推定可能だから，ある p次元ベクトル b に対して，c′β̂ = b′X ′Y

と書ける（定理 12）．したがって，

Cov
[
c′β̂, e

]
= Cov [b′X ′Y, (In − PX)Y ]

= σ2b′X ′(In − PX)

= 0.

(c): 容易にわかるように：

R2
0 = |Y − Xβ̂|2 (定理 10)

= Y ′Y − β̂′X ′Y − Y ′Xβ̂ + β̂′X ′Xβ̂

= Y ′Y − β̂′X ′Xβ̂ = Y ′Y − Y ′Xβ̂ (正規方程式からX ′Y = X ′Xβ̂)

= Y ′Y − Y ′PXY (定理 10からXβ̂ = PXY )

= Y ′(In − PX)Y = Y ′(In − X(X ′X)−X ′)Y

= ε′(In − PX)Y = ε′(In − PX)ε ((a)から)

= ε′(In − PX)(In − PX)ε

= e′e ((a)から). �

定理 16. 任意の β ∈ Rp, σ2 > 0に対して

Eβ,σ2

[
R2

0

]
= σ2(n − r)

となる．ここで r = rank X . とくに n > rのとき，

σ̂2 :=
R2

0

n − r
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は σ2の不偏推定量である：

Eβ,σ2

[
σ̂2
]

= σ2 (∀β ∈ Rp, σ2 > 0).

証明．Eβ,σ2 を E と表す．定理 15より R2
0 = ε′(In − PX)εだから，

E
[
R2

0

]
= E [ε′(In − PX)ε]

= tr {(In − PX)Var[ε]} + E[ε]′(In − PX)E[ε] (命題??)

= σ2tr(In − PX)

= σ2(n − r). �

2. 6 仮説検定

この節ではパラメータ βがΘ = Rpのある部分集合Θ0に属するかそうで

ないかを観測に基づいて判断する問題を考える．これは後に体系的に議論す

る検定論の基本的な例であり，応用上も重要である．

我々は誤差項の分布に関して正規性を仮定する．すなわち，ガウス・マル

コフモデル (2.8)において，さらに，

ε ∼ Nn(0, σ2In)

を仮定する.∗1)以前のように R2
0 = minβ∈Rp |Y − Xβ|2 とする．さらに

r := rank X < nと仮定する．

定理 17. 任意の真値 (β, σ2)のもとで，R2
0/σ2はカイ２乗分布 χ2(n− r)に

従う．

証明．仮定から ε/σ ∼ Nn(0, In)であり，定理 15から R2
0/σ2 = (ε/σ)′(In −

PX)(ε/σ)，さらに rank (In − PX) = n − r であるから，定理 7によって，

∗1) この仮定は人工的に思われるかもしれない．そのような読者は，誤差分布の楕円型分布への拡張やロ

バスト推測論によって，より自然なモデルに導かれるであろう．
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R2
0/σ2 ∼ χ2(n − r)である．�

つぎにガウス・マルコフモデルの期待値ベクトルXβに線形制約がある場

合を考えよう．q < pとし，p× q行列H が L[H ] ⊂ L[X ′]，rank H = qを満

足すると仮定する．dをある q次元ベクトルとし，Θ0 = {β ∈ Rp; H ′β = d}
とする．H のランクの仮定から Θ0 = ∅である．

R2
1 = min

β∈Θ0
|Y − Xβ|2

とおく．次の結果はパラメータの検定において基本的である．

定理 18. H, dが上の仮定を満たすとする．このとき，

(a) 任意の真値 β, σ2 に対して，R2
0 と R2

1 − R2
0 は独立であり，R2

0/σ2 ∼
χ2(n − r).さらに，ある δ ∈ R+ に対して，(R2

1 − R2
0)/σ2 ∼ χ2(q, δ). と

くに，

(R2
1 − R2

0)/q

R2
0/(n − r)

∼ F (q, n − r, δ).

(b) 真値 β が β ∈ Θ0 を満足するとき，(R2
1 − R2

0)/σ2 ∼ χ2(q)であり，と

くに，

(R2
1 − R2

0)/q

R2
0/(n − r)

∼ F (q, n − r).

証明．パラメータの真値を β0, σ
2
0 で表す．H ′β1 = dなる β1 ∈ Rpが存在す

る．γ = β − β1 ∈ Rpによってパラメータ βをパラメータ γに変換する．定

理 17より，任意の真値 β0, σ
2
0 に対して，R2

0/σ2
0 ∼ χ2(n− r) である．また，

定理 15から，R2
0 = Y ′(In −PX)Y = (Y −Xβ1)′(In −PX)(Y −Xβ1) とな

る．いっぽう，

R2
1 = min

β∈Θ0
|Y − Xβ|2 = min

γ:H′γ=0
|(Y − Xβ1) − Xγ|2

= (Y − Xβ1)′(In − PX|H)(Y − Xβ1)
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であるが，In−PX|H がべき等，対称であるから，定理 7によって，R2
1/σ2

0 ∼
χ2(m, δ)であることがわかる．ここで，

δ = σ−2
0 (Xβ0 − Xβ1)′(In − PX|H)(Xβ0 − Xβ1),

mは自由度であるが，定理 2から m = n − dim (L[X |H ]) = n − r + q で

ある．

定義からR2
1−R2

0 ≥ 0は自明であり，２次形式の分解R2
1 = R2

0+(R2
1−R2

0)

に対して定理 9を適用すると，(R2
1 − R2

0)/σ2
0 は R2

0 と独立であり，χ2(q, δ)

に従うことがわかる．

とくに真値 β0 ∈ Θ0のとき，H ′(β0−β1) = 0だからX(β0−β1) ∈ L[X |H ]，

したがって，(In − PX|H)(Xβ0 − Xβ1) = 0となり，δ = 0である．�

命題 6. β̂ を正規方程式の任意の解とするとき，

R2
1 − R2

0 = (H ′β̂ − d)′
{
H ′(X ′X)−H

}−1 (H ′β̂ − d).

証明．定理18の証明のβ1と定理2のGをとる．H ′β̂ = G′X ′X(X ′X)−XY =

G′X ′Y , d = H ′β1 = G′X ′Xβ1だから，G′X ′(Y − Xβ1) = H ′β̂ − d. また，

H ′(X ′X)−H = G′X ′X(X ′X)−X ′XG = G′X ′XGだから，定理 18の証明

の R2
1 の表現と定理 2 から，

R2
1 − R2

0 = (Y − Xβ1)′XG(G′X ′XG)−1G′X ′(Y − Xβ1)

= (H ′β̂ − d)′
{
H ′(X ′X)−H

}−1 (H ′β̂ − d)

となる．�

この命題によると R2
1 − R2

0 は X, H, d, β̂ で計算できる．また，推定可能

関数のベクトルH ′β の推定量H ′β̂ の分散は Var[H ′β̂] = σ2H ′(X ′X)−H で

あった (命題 5)．(R2
1 − R2

0)/σ2 の表現は H ′β̂ − dの２乗がこの分散で規格

化されている．さらに，真値 β0 ∈ Θ0のとき，H ′β̂ − dの平均は零になるの

で，(R2
1 − R2

0)/σ2 が（中心）カイ２乗分布になることがこの表現からもわ

かる．



2. 6 仮説検定 95

さて，上述の結果を検定問題

H0 : H ′β = d vs. H1 : H ′β = d (2.15)

に適用しよう．仮説検定は第３章で詳しく議論されるので，ここでは直観的な

説明をするにとどめる．まず，仮説H0, H1はそれぞれ β ∈ Θ0, β ∈ Rp−Θ0

の意味である．仮説H0 は帰無仮説，仮説H1は対立仮説と呼ばれ，我々は

データをもとに帰無仮説が対立仮説と比して統計的に妥当なものか判断する．

検定問題 (2.15)に対しては，データから計算した

F :=
(R2

1 − R2
0)/q

R2
0/(n − r)

の値が大きいとき，H0 を棄却する．R2
0 の分布は H0 の下でも，H1 の下で

も同じであるが，(R2
1 − R2

0)/σ2は非心 χ2分布に従うので，H1に対しては

H0 におけるよりも大きい値が出やすい傾向がある．このことは，たとえば

χ2(q, δ)の平均値が q + δであることからも理解できる．

データの採取以前にある確率の値 α ∈ (0, 1) を設定し，fα を F 分布

F (q, n− r)の上側 100α%点とし，F ≥ fαであるとき F が「大きい」と判

断される．αを有意水準と呼び，通常 α = 0.05や α = 0.01 などが用いられ

る．帰無仮説H0が正しいという仮定の下で F ≥ fα となる確率は αしかな

いにもかかわらず，実際にそれが起きたとすると，仮説H0は疑わしく，こ

れを棄却するのである．F 分布に基づく検定は F 検定 (F -test)と呼ばれる.

このように，データのなすベクトルの２次形式による，データ変動の分解

をもとに検定を構成する方法を分散分析 (analysis of variance)と呼ぶ．分散

分析を行うには分散分析表 (analysis-of-variance table, ANOVA table)を作

ると便利である．

平方和 自由度 平均平方和 F

仮説による変動 R2
1 − R2

0 q (R2
1 − R2

0)/q F

残差による変動 R2
0 n − r R2

0/(n − r)

全変動 R2
1 n − (r − q)

分散分析表にはデータから計算した数値を入れる．また，１つの平方和は他
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の２つから求めてよい．

2. 7 平均の検定

平均 µ および分散 σ2 が未知の正規分布 N(µ, σ2) からの無作為標本 Yj

(j = 1, ..., n) を観測するとし，パラメータ µに関する仮説 H0: µ = µ0 を

対立仮説 H1: µ = µ0 に対して検定する問題を考える．ガウス・マルコフ

モデルを X = [1, ..., 1]′, β = µ, H = 1, d = µ0 に対して適用すると，検

定統計量 F = n(Ȳ − µ0)2/(
∑n

j=1(Yj − Ȳ )2/(n − 1)) が大きいとき H0 を

棄却する検定となる．ここで Ȳ = n−1
∑n

j=1 Yj . あるいは同じことだが，

T =
√

n(Ȳ −µ0)/
√∑n

j=1(Yj − Ȳ )2/(n − 1) の絶対値が大きいときH0を棄

却するといってもよく，これは両側 t検定になる．すなわち T はH0のもと

で自由度 n−1の t分布に従い，これを基に構成された棄却域 |t| ≥ tα(n−1)

は実軸上左右両側になる．ここで tα(ν)は t分布 t(ν)の上側 100α/2%点で

ある．

つぎに２標本の場合を考える．N(µ1, σ
2) からの無作為標本 Y1j (j =

1, ..., n1)と，それと独立なN(µ2, σ
2)からの無作為標本 Y2l (l = 1, ..., n2)を

観測するものとする．µ1, µ2, σ
2はすべて未知とし，仮説H0: µ1 = µ2を対

立仮説H1: µ1 = µ2に対して検定する．ガウス・マルコフモデルを適用する

ことによって F 検定統計量が得られる．同値な t検定は統計量

T =
(Ȳ1 − Ȳ2)/

√
1

n1
+ 1

n2√[∑n1
j=1(Y1j − Ȳ1)2 +

∑n2
l=1(Y2l − Ȳ2)2

]
/(n1 + n2 − 2)

で与えられる．ここで，Ȳ1 = n−1
1

∑n1
j=1 Y1j , Ȳ2 = n−1

2

∑n2
l=1 Y2l である．T

は帰無仮説のもとで，自由度 n1 + n2 − 2の t分布に従い，|T |が大きいとき
H0を棄却する．
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2. 8 重回帰分析

重回帰分析においては切片項を含むガウス・マルコフモデルが用いられる．

すなわち，変数 yを変数 x1, ..., xp と定数項で説明するために線形モデル

y = β0 + β1x1 + · · · + βpxp + ε

を考える（重回帰モデル）．ここで，右辺の β0が定数項を表している．n個

の観測がある場合，モデルは

Yi = β0 + β1xi1 + · · · + βpxip + εi (i = 1, 2, ..., n)

と表される．iが異なる個体の番号を表すとき，誤差項の独立性が成り立つ

であろう．このようにして，我々のモデルはガウス・マルコフモデル

Y = Xβ + ε

で表現される．ここで，

β =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β0

β1

...

βp

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , Y =

⎡
⎢⎢⎣

Y1

...

Yn

⎤
⎥⎥⎦ , ε =

⎡
⎢⎢⎣

ε1
...

εn

⎤
⎥⎥⎦ ,

X = [1|X1] (n × (p + 1)), 1 = [1, ..., 1]′ (n × 1), X1 = [xia] (n × p),

E[ε] = 0, Var[ε] = σ2In

である．

(p + 1)次正方行列X ′X は

X ′X =

[
n 1′X1

X ′
11 X ′

1X1

]
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となり，β̃ = [β1, ..., βp]
′と書くとき，正規方程式X ′Xβ = X ′Y は

nβ0 + 1′X1β̃ = 1′Y (2.16)

X ′
11β0 + X ′

1X1β̃ = X ′
1Y (2.17)

となる．

Ȳ =
1
n

n∑
i=1

Yi， x̄a =
1
n

n∑
i=1

xia

とおくとき，(2.16)から

β0 = Ȳ − 1
n
1′X1β̃ = Ȳ −

p∑
a=1

x̄aβa (2.18)

となる．また，(2.17)から

X ′
1

(
1β0 + X1β̃ − Ȳ 1

)
= X ′

1

(
Y − Ȳ 1

)
(2.19)

だが，

1β0 + X1β̃ − Ȳ 1 = X1β̃ − 1
n
11′X1β̃ ((2.18)より)

= X̃β̃. (2.20)

ここで，

X̃ = X1 − 1
n
11′X1 = [xia − x̄a] .

容易にわかるように，

X̃ ′X̃ = X ′
1X̃. (2.21)

さらに，1′(Y − Ȳ 1) = 0から，

X ′
1(Y − Ȳ 1) = (X1 − 1

n
11′X1)′(Y − Ȳ 1) = X̃ ′(Y − Ȳ 1). (2.22)
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(2.19)-(2.22) から

X̃ ′X̃β̃ = X̃ ′(Y − Ȳ 1) (2.23)

となる．係数 sab, syaを

sab =
1
n

n∑
i=1

(xia − x̄a)(xib − x̄b) (a, b = 1, ..., p)

sya =
1
n

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )(xia − x̄a) (a = 1, ..., p)

とおくと，結局，(2.18)と (2.23)から正規方程式は，⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∑p
b=1 sabβb = sya (a = 1, ..., p)

β0 = Ȳ −∑p
a=1 x̄aβa

(2.24)

となる．行列 s = [sab]
p
a,b=1が正則であると仮定し，逆行列を s−1 = [sab]で

表すと，(2.24)の解 β̂ は⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

β̂a =
∑p

b=1 sabsyb (a = 1, ..., p)

β̂0 = Ȳ −∑p
a=1 x̄aβ̂a

(2.25)

となる．

σ2 の推定量 σ̂2 は σ̂2 = R2
0/(n − p − 1)である．

以後誤差分布は ε ∼ Nn(0, σ2In)であると仮定し，幾つかの仮説検定問題

を考察する．命題 6を適用するためには (X ′X)−1 の表現が必要となる．命

題 3(d)と

X ′
1X1 − 1

n
X ′

111′X1 = X̃ ′X̃ = ns

を用いて，

(X ′X)−1 =
1
n

[
1 + 1

n1′X1s
−1 1

nX ′
11 − 1

n1′X1s
−1

−s−1 1
nX ′

11 s−1

]
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を得る．

p = 1の場合，重回帰モデルは単回帰モデル

yi = β0 + β1xi + εi (i = 1, ..., n)

となり，β̂1 = syx/sxx, β̂0 = ȳ − β̂1x̄となる．ここで，x̄ = n−1
∑n

i=1 xi,

ȳ = n−1
∑n

i=1 yi, sxx = n−1
∑n

i=1(xi − x̄)2, syx = n−1
∑n

i=1(yi− ȳ)(xi − x̄)

である．

a. βa = 0の検定

a ∈ {1, ..., p}に対して，検定問題

H0 : βa = 0 vs. H1 : βa = 0

を考えよう．これは変数 xaが yの説明に必要かどうかの検定である．(p+1)

次元ベクトル

H = [0 · · · 0 1 0 · · · 0]′　 (aに対応する成分のみ 1)

と d = 0 に対して命題 6を適用すると，

R2
1 − R2

0 =
β̂2

a

saa/n

だから，定理 18によって，

β̂2
a

σ̂2saa/n
∼ F (1, n − p − 1) (H0のもとで)

となる．対立仮説H1のもとではこの統計量は非心 F分布に従い，値は大き

くでる傾向がある．そこで，我々は

β̂2
a

σ̂2saa/n
≥ Fα(1, n − p − 1)

ならばH0を棄却し，そうでなければH0を採択する．ここで，Fα(1, n−p−1)

は F分布の上側 100α%点で，α ∈ (0, 1) は有意水準である．

また，同じことであるが，t検定

|β̂a|√
σ̂2saa/n

≥ tα(n − p − 1) ⇒ H0を棄却
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を用いてもよい．ここで，tα(ν)は自由度 ν の t分布の上側 100α/2%点で

ある．

b. β0 = 0の検定

切片項が yの説明に必要か否かを検定する．検定問題

H0 : β0 = 0 vs. H1 : β0 = 0

を考える．今度は (p + 1)次元ベクトル H = [1 0 · · · 0]′ と d = 0に対して，

命題 6と定理 18と適用する．

H ′(X ′X)−1H =
1
n

(
1 +

1
n
1′X1s

−1 1
n

X ′
11
)

=
1
n

⎛
⎝1 +

p∑
a,b=1

x̄ax̄bs
ab

⎞
⎠

に注意すると，

β̂2
0

σ̂2
(
1 +

∑p
a,b=1 x̄ax̄bsab

)
/n

∼ F (1, n − p − 1) (H0のもとで)

となるから，

|β̂0|√
σ̂2
(
1 +

∑p
a,b=1 x̄ax̄bsab

)
/n

≥ tα(n − p − 1) ⇒ H0を棄却

とすればよい．

c.回帰の有意性

説明変数 x1, ..., xp が y の説明に全体として，役立つか否か検定する．検

定問題

H0 : β1 = · · · = βp = 0 vs. H1 :そうでない

を考えよう．

今の場合制約条件を表す行列H は H ′ = [0 | Ip] (p × (p + 1))，d = 0 と

なる．1 ∈ L[X ]から容易にわかる分解

|Y − Ȳ 1|2 = |Y − Xβ̂|2 + |Xβ̂ − Ȳ 1|2
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によって，R2
1 − R2

0 = |Xβ̂ − Ȳ 1|2となる．検定統計量は

F =
|Xβ̂ − Ȳ 1|2/p

σ̂2
,

帰無分布は F (p, n− p− 1)である．F の値が大きいときH0を棄却し，回帰

が有意であると判断される．

R2 = |Xβ̂ − Ȳ 1|2/|Y − Ȳ 1|2 は決定係数と呼ばれ，データへの回帰モデ
ルの当てはまりの度合いを表すと考えられる．

例 2. ３種類の薬品 A1, A2, A3 を調合して作った薬の効果を調べた．30回

実験を行い，各回の効果 Y と使用した薬品 A1, A2, A3の量X1, X2, X3を表

にまとめた．

Y X1 X2 X3

66.3 2.62 7.13 9.43

74.6 3.22 7.89 8.52

59.6 2.37 6.38 8.17

64.8 3.32 7.68 6.60

61.9 3.36 7.27 6.23

68.9 3.05 7.85 8.36

73.6 3.17 9.07 7.17

71.3 2.82 7.86 7.45

66.1 3.04 6.78 6.78

56.7 2.76 6.28 7.58

Y X1 X2 X3

72.8 2.98 8.66 7.77

64.2 2.79 8.31 5.54

59.5 3.12 6.51 7.13

70.4 3.14 7.36 8.46

62.0 2.75 6.65 8.42

70.7 3.48 7.18 7.37

55.1 2.79 5.39 7.06

67.2 2.31 7.82 8.61

70.4 3.04 8.81 8.20

60.7 2.61 7.99 5.44

Y X1 X2 X3

75.8 2.95 8.21 8.72

61.3 3.17 6.47 7.21

61.6 2.54 7.27 7.02

57.5 2.34 5.68 6.55

62.8 2.72 7.46 7.44

70.9 3.73 7.98 7.43

66.0 2.89 7.38 7.25

70.3 3.62 7.57 7.82

66.4 3.38 8.07 7.06

76.8 2.71 8.75 6.92

データに基づき，パラメータの推定と分散分析を行い，次の表の結果を得

た．p値すなわち 33.09より大きな F が出る確率は 0.0001より小さく，回
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帰は有意であり，決定係数は R2 = 0.792である．

β 推定値 t値 p値

β0 3.41 0.49 0.630

β1 3.53 2.35 0.027

β2 4.75 7.86 0.000

β3 2.27 3.94 0.001

平方和 自由度 平均平方和 F

回帰による変動 799.5 3 266.5 33.09

残差による変動 209.4 26 8.054

全変動 1008.9 29

d. 予測

観測 Y1, ..., Ynに基づいてモデルを当てはめ，説明変数 x1, ..., xpのある値

ξ1, ..., ξpに対して，新たな観測 Yξ = β0 + β1ξ1 + · · ·+ βpξp + ε∗の予測をす

る．ここで，ξ = [ξ1, ..., ξp]′, また，ε∗ は ε1, ..., εn と同じ分布に従う独立な

ノイズである．Yξ の予測値は

Ŷξ = β̂0 + β̂1ξ1 + · · · + β̂pξp = c′ξβ̂

で与えられる．ここで cξ = [1 ξ′]である．予測値 Ŷξ はデータ Y に依存す

る確率変動を含んだ量である．パラメータの真値 β に対して µξ = c′ξβ とす

るとき，Ŷξ ∼ N(µξ, σ
2c′ξ(X

′X)−1cξ)．また，定理 15(b)と正規性から ηと

σ̂2 = e′e/(n − p − 1)は独立になる．さらに，Yξ はこれらの変数と独立で，

Yξ ∼ N(µξ, σ
2)である．

c′ξ(X
′X)−1cξ =

1
n

{
1 + (ξ − x̄)′s−1(ξ − x̄)

}
, x̄ := [x̄a]

だから，

(Yξ − Ŷξ)/

√[
1 +

1
n
{1 + (ξ − x̄)′s−1(ξ − x̄)}

]
σ̂2 ∼ t(n − p − 1)
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となる．したがって，α ∈ (0, 1)に対して，t分布 t(n−p−1)の上側 100α/2%

点を tα(n− p− 1)とするとき，Yξ が入るであろう信頼係数 1 − αの予測域

が区間

[
Ŷξ − tα(n − p − 1)σ̂

√
1 +

1
n
{1 + (ξ − x̄)′s−1(ξ − x̄)},

Ŷξ + tα(n − p − 1)σ̂

√
1 +

1
n
{1 + (ξ − x̄)′s−1(ξ − x̄)}

]
で与えられる．

e. µξ の信頼区間

上と同じ記号を用いると，

(Ŷξ − µξ)/

√
1
n
{1 + (ξ − x̄)′s−1(ξ − x̄)} σ̂2 ∼ t(n − p − 1)

であるから，区間

[
Ŷξ − tα(n − p − 1)σ̂

√
1
n
{1 + (ξ − x̄)′s−1(ξ − x̄)},

Ŷξ + tα(n − p − 1)σ̂

√
1
n
{1 + (ξ − x̄)′s−1(ξ − x̄)}

]
がパラメータの真値 µξ を覆う確率は 1 − αになる．この区間をパラメータ

µξ の，信頼係数 1 − αの信頼区間と呼ぶ．

2. 9 一元配置

因子Aに水準A1, A2, ..., Apがあり，水準Aiでの因子Aの効果を µiで表

すとき，水準 Ai に対する j 番目の観測が

Yij =　µi + εij (i = 1, ..., p; j = 1, ..., ni) (2.26)

という構造で規定されるとする．ここで，εij (i = 1, ..., p; j = 1, ..., ni) は

誤差を表す独立な確率変数で，以後 εij は正規分布N(0, σ2)に従うと仮定す

る．因子 Aの水準A1, A2, ..., Apにおける効果に差があるかどうか判断する



2. 9 一元配置 105

ために，検定問題

H0 : µ1 = · · · = µp vs. H1 : ある i, jに対してµi = µj (2.27)

を考える．

n =
∑p

i=1 niとし，n次元確率ベクトル Y と εを

Y = [Y11, ..., Y1n1 , Y21, ..., Y2n2 , ..., Yp1, ..., Ypnp ]′,

ε = [ε11, ..., ε1n1 , ε21, ..., ε2n2 , ..., εp1, ..., εpnp ]′

とする．1k = [1, ..., 1]′ ∈ Rk とし，n × p行列X と p次元ベクトル β を

X =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1n1 O

1n2

. . .

O 1np

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , β =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

µ1

µ2

...

µp

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

とすれば，(2.26)はガウス・マルコフモデル Y = Xβ + ε として表される．

線形制約を表す p × (p − 1)行列H を

H ′ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1

1 −1 O

O
. . .

. . .

1 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

と取ると，(2.27)は検定問題 (2.15)と同じ形になる．今の場合，

|Y − Xβ|2 =
∑
ij

(Yij − µi)2

であるから，自由にパラメータを動かしたときの誤差 R2
0 と制約条件のもと

での誤差 R2
1は

R2
0 =

∑
ij

(Yij − Ȳi·)2, R2
1 =

∑
ij

(Yij − Ȳ··)2
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となる．ここで，

Ȳi· =
∑

j

Yij/ni, Ȳ·· =
∑
ij

Yij/n

である．さらに，分解

∑
ij

(Yij − Ȳ··)2 =
∑

i

ni(Ȳi· − Ȳ··)2 +
∑
ij

(Yij − Ȳi·)2

より

R2
1 − R2

0 =
∑

i

ni(Ȳi· − Ȳ··)2

であることがわかる．R2
0を級内変動，R2

1−R2
0を級間変動と呼ぶ．rank X = p,

rank H = p − 1だから，検定統計量は

F =
∑

i ni(Ȳi· − Ȳ··)2/(p − 1)∑
ij(Yij − Ȳi·)2/(n − p)

である．正規性の仮定から，帰無仮説のもとで F は F分布 F (p − 1, n − p)

に従う．

一元配置のモデルは，因子 Aの平均効果を µで表し，平均 µを基準とし

た Ai における相対的な効果を αi で表すこともある．すなわち，

µi = µ + αi, µ =
1
n

p∑
i=1

niµi

とするのである．このとき，

p∑
i=1

niαi = 0

であるから，仮説H0は

α1 = · · · = αp = 0

と同じことである．
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例 3. ４種類の薬品 A1, A2, A3, A4 をラットに与え，その効果を調べたとこ

ろ，表のような結果が得られた．

A1 A2 A3 A4

4.25 4.12 4.08 4.44

3.85 4.39 4.51 4.29

3.71 4.11 4.28 4.15

4.05 3.98 4.17 4.60

4.17 4.03 4.23 -

- 3.74 4.27 -

ラットの条件は均一であるとするとき，薬品 A1, A2, A3, A4の効果の間に差

があるかどうかを有意水準を α = 0.05で検定する．F 値は F = 3.6095であ

る．F分布 F (3, 17)の上側 5% 点は数表から f0.05 = 3.20であるので，仮説

H0 は棄却される．つまり薬品の間に差があると結論される．統計パッケー

ジを用いると，F > 3.6095となる確率 0.0350が表示されるので f0.05 の値

を調べる必要はないし，今のデータならば数値をそのまま打ち込んでも手間

はそれほどかからない．もし手計算で F を求めるのであれば，F は１次関

数による変換で不変であるので，データから適当な共通の定数を引いたり，

零でない定数を掛けたりして，計算しやすい数値に変換してから計算すると

よい．

要因 平方和 自由度 平均平方和 F

級間 0.4088919 3 0.136297 3.6095

級内 0.6419367 17 0.037761

全変動 1.0508286 20



108 2. 線形推測論

2. 10 二元配置

２つの因子 A,B があり，Aの水準 A1, ..., Aa と B の水準 B1, ..., Bb に対

して観測値 Yij (i = 1, ..., a; j = 1, ..., b) が得られているとする．観測され

る確率変数 Yij の構造が

Yij = µ∗ + α∗
i + β∗

j + εij (2.28)

であるとする．ここで，µ∗は水準によらない平均を表し，α∗
i はAの水準Ai

における効果を，β∗
j は Bの水準 Bj における効果を表す．εij は誤差項で独

立に N(0, σ2)に従うと仮定する．(2.28)の (µ∗ + α∗
i + β∗

j ) は (E[Yij ])の表

現として冗長であるので，通常パラメータに制約条件∑
i

α∗
i =

∑
j

β∗
j = 0

を置く．

二元配置のモデル (2.28)が表現している分布族はモデル

Yij = αi + βj + εij (2.29)

のものと同じである．実際，ᾱ· =
∑

i αi/a, β̄· =
∑

j βj/bと定め，

µ∗ = ᾱ· + β̄·, α∗
i = αi − ᾱ·, β∗

j = βj − β̄·

とすれば，モデル (2.29) はモデル (2.28) に含まれていることがわかるし，

逆に

αi = α∗
i , βj = µ∗ + β∗

j

とすれば，モデル (2.28)がモデル (2.29)に含まれていることがわかる．た

だし，分布のパラメータ表示が一意でないので，パラメータ間に一対一対応

はつかない．

A1, ..., Aa の効果に差があるかどうかの検定は

H ′
0 : α1 = · · · = αa vs. H ′

1 :ある i1, i2に対してαi1 = αi2 (2.30)
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となる．ちなみに，H ′
0は E[Yij ]が jにのみ依存するということで，モデル

(2.28)の表現では，このことは仮説 α∗
1 = · · · = α∗

a = 0と同値である．

さて，

Y = [Y11, ..., Y1b, Y21, ..., Y2b, ..., Ya1, ..., Yab]′,

ε = [ε11, ..., ε1b, ε21, ..., ε2b, ..., εa1, ..., εab]′

と表し，ab × (a + b)行列X と a + b次元パラメータ β を

X =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1b O | Ib

1b | Ib

. . . | ...

O 1b | Ib

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , β =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1

...

αa

β1

...

βb

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

とすれば，(2.29)はガウス・マルコフモデル Y = Xβ + εになる．

線形制約を表す (a + b) × (a − 1)行列H を

H ′ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 | 0 · · · 0

1 −1 O | ... · · · ...

O
. . . . . . | ... · · · ...

1 −1 | 0 · · · 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

と取ると，(2.30)は検定問題 (2.15)の形になる．

次の記号を用いる：

Ȳi· =
∑

j

Yij/b, Ȳ·j =
∑

i

Yij/a, Ȳ·· =
∑
ij

Yij/ab =
∑

i

Ȳi·/a =
∑

j

Ȳ·j/b.

分散不等式
∑

k(xk − a)2 ≥∑
k(xk − x̄)2を用いて，∑

ij

(Yij − αi − βj)2 ≥
∑

j

∑
i

{(Yij − αi) − (Ȳ·j − ᾱ·)}2
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=
∑

i

∑
j

{(Yij − Ȳ·j) − (αi − ᾱ·)}2

≥
∑
ij

(Yij − Ȳ·j − Ȳi· + Ȳ··)2

を得る．この２つの不等式の等号は

βj = Ȳ·j − ᾱ·, αi − ᾱ· = Ȳi· − Ȳ··

ならば成立するが，たとえば

αi = Ȳi·, βj = Ȳ·j − Ȳ··

とすればよい．このような解は一意ではないことに注意せよ．結局 R2
0は

R2
0 = min

αi,βj

∑
ij

(Yij − αi − βj)2 =
∑
ij

(Yij − Ȳ·j − Ȳi· + Ȳ··)2 =: SE

である．同様に，

R2
1 = min

α1,βj

∑
ij

(Yij − α1 − βj)2 =
∑
ij

(Yij − Ȳ·j)2

である．したがって，容易にわかるように，

R2
1 − R2

0 = b
∑

i

(Ȳi· − Ȳ··)2 =: SA

である．SE は誤差変動，SA は行間変動と呼ばれる．

問 6. rank X = a+ b−1であることを示せ．[基本変形によって，Xは行列

X̃ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ub O | Kb

ub | Kb

. . . | ...

O ub | Kb

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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に変形される．ここで，

ub =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

0
...

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ∈ Rb, Kb =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 | 0 · · · 0

−− + −− −−− −−
−1 |
... | Ib−1

−1 |

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

である．明らかに X̃ の第 a + 1列以外の a + b − 1列は線形独立である．ま

た，第 a+1列はそれ以外の列の線形結合で書けるから X̃ の階数は a+ b− 1

である．]

rank H = a − 1だから，定理 18をもとに，

F ′ =
SA/(a − 1)

SE/{(a − 1)(b − 1)} ≥ f ′
α

のとき仮説 H ′
0 を棄却する．ここで，f ′

α は F分布 F (a − 1, (a − 1)(b − 1))

の上側 100α%点である．

同様に B1, ..., Bbの効果に差があるかどうかの検定は

H ′′
0 : β1 = · · · = βb vs. H ′′

1 : ある j1, j2に対してβj1 = βj2

と表され，

F ′′ =
SB/(b − 1)

SE/{(a − 1)(b − 1)} ≥ f ′′
α

のとき仮説H ′′
0 は棄却される．ここで，

SB = a
∑

j

(Ȳ·j − Ȳ··)2

で列間変動と呼ばれる．また f ′′
α は F分布 F (b − 1, (a − 1)(b − 1))の上側

100α%点である．

検定統計量 F ′, F ′′ を求める手順は分散分析表にまとめる．全変動 ST :=∑
ij(Yij − Ȳ··)2 の分解

ST = SE + SA + SB
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が成り立つので，変動のひとつは他の変動から求めることができる．

平方和 自由度 平均平方和 F

行間 SA a − 1 SA/(a − 1) F ′

列間 SB b − 1 SB/(b − 1) F ′′

誤差 SE (a − 1)(b − 1) SE/{(a − 1)(b − 1)}
全変動 ST ab − 1

問 7. ３種類の薬品 Ai (i = 1, 2, 3) を５種類の植物 Bj (j = 1, ..., 5) に一

定期間与え，成育の度合い xij を調べたところ，つぎのデータが得られた：

x11 = 10, x12 = 16, x13 = 16, x14 = 18, x15 = 16, x21 = 15, x22 = 14, x23 =

14, x24 = 13, x25 = 12, x31 = 20, x32 = 18, x33 = 19, x34 = 17, x35 = 18. 薬

品の効果による差があるか，有意水準 5%で検定せよ．また植物による差が

あるか検定せよ．[ F ′ = 5.48, f ′
0.05 = 4.46 (p値は 0.032) ゆえ有意で，薬品

による差が認められる．F ′′ = 0.165, f ′′
0.05 = 3.84 (p値は 0.950) となり，植

物による差はないといえる．]
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