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0 はじめに

講演では，局所体上のリジッド空間の ℓ進コホモロジーに現れるGalois表現につ
いての結果を報告した．詳細は次の通りである．
Kを非アルキメデス局所体，すなわち剰余体F が有限体Fqであるような完備離散

付値体とし，ℓを qと互いに素な素数とする．K, F の分離閉包をそれぞれK, F と書
く．Frq ∈ Gal(F/F )をF の幾何学的Frobenius元（q乗写像の逆写像）とし，Frqで
生成される部分群 ⟨Frq⟩ ⊂ Gal(F/F )の自然な全射 φ : Gal(K/K) −� Gal(F/F )
による逆像をWK とおく．WK はKのWeil群と呼ばれる．さらに，σ ∈WK に対
し n(σ) ∈ Zを φ(σ) = Frn(σ)

q となるよう定め，W+
K =

{
σ ∈ WK

∣∣ n(σ) ≥ 0
}
と定

義する．
XをK 上準コンパクトかつ分離的なリジッド空間とするとき，Xのコンパクト

台エタールコホモロジーH i
c(X⊗K K,Qℓ)は自然にGal(K/K)の表現になり，した

がってWK の表現になる．この表現について次が成り立つ：

定理 0.1
次の 2条件のうちのいずれかを仮定する：

• XはK 上滑らかである．

• K の標数は 0である．

このとき，任意の σ ∈W+
K に対して次が成立する：

i) ([M1, Theorem 1.1]) σのH i
c(X⊗K K,Qℓ)への作用 σ∗の固有値は代数的整

数である．さらに，各固有値 αに対して非負整数mが存在して，任意の体
同型 ι : Qℓ

∼−−→ Cに対して
∣∣ι(α)

∣∣ = qm/2となる．

ii) ([M2, Theorem 1.1]) σ∗の跡の交代和
∑2 dim X

i=0 (−1)i Tr
(
σ∗;H i

c(X⊗KK,Qℓ)
)

は ℓに依存しない整数である．

i)は有限体上のスキームに対するWeil予想の類似であり，実際それに帰着するこ
とで証明される．ii)は ℓ独立性と呼ばれる性質である．なお，非アルキメデス局所体
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上のスキームに対するこれらの性質は落合氏により得られている（[Oc, Proposition
2.1, Theorem 2.4]．この場合滑らかさおよびKの標数に対する仮定は不要である）．
この定理の証明において本質的な部分はXが滑らかな場合である．滑らかな場合

の証明は大まかに次のようなステップからなっている：

(a) 滑らかなリジッド空間は局所的に代数化可能であることを示し，それを利用
して定理をスキームに対する主張（隣接サイクルコホモロジーの ℓ独立性）に
帰着する．

(b) 強準安定な開スキームに対するウェイトスペクトル系列の類似を導入し，そ
の関手性を証明することで隣接サイクルコホモロジーの ℓ独立性を示す．

(a)の「帰着」の部分，(b)，および Xが滑らかとは限らない場合の証明について
は既に [M3]で紹介した．そこで，本稿では

滑らかなリジッド空間は局所的に代数化可能である

という部分を詳しく述べたいと思う．この部分は既に Huber等によって証明され
ており筆者の結果ではないが，簡明な証明が書かれた文献を見つけることができな
かったため，この機会に書いておこうと考えた次第である．未だ紹介文献の少ない
adic空間の理論も簡単に概観することにした．この分野の入門にもなれば幸いで
ある．

1 リジッド幾何の復習

リジッド幾何にはいくつかの枠組みがあるが，本稿では Huber ([Hu1], [Hu2],
[Hu3])による adic空間の理論を用いることにする．本節ではその概要を紹介する．

1.1 位相環についての諸定義

adic空間の理論の特徴の 1つに，ノルム環ではなく位相環を使う点が挙げられ
る．まず，位相環について必要な定義を列挙する．

定義 1.1
Aを位相環とし，I をそのイデアルとする．IがAの定義イデアルであるとは，
{In}が 0の基本近傍系となることをいう．定義イデアルを持つ位相環を adicで
あるという．
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定義 1.2
位相環Aの部分環BがAの定義環であるとは，BがAの開部分環であり，か
つ有限生成な定義イデアルを持つことをいう．定義環を持つ位相環を f-adicであ
るという．

定義 1.3
f-adicな位相環 Aの部分集合 S が有界であるとは，0の任意の開近傍 U に対
して 0の開近傍 V が存在して，S · V ⊂ U となることをいう．ここで S · V は
{sv | s ∈ S, v ∈ V }で生成されるAの部分アーベル群である．
a ∈ Aが羃有界であるとは，{an | n ∈ Z, n ≥ 0}が有界であることをいう．羃
有界な元全体をA◦と書く．これはAの部分環になる．
a ∈ Aが位相的羃零であるとは，任意の 0の近傍U に対して自然数N が存在し
て，n ≥ N ならば an ∈ U となることをいう．位相的羃零な元全体をA◦◦と書く．
これはA◦のイデアルになる．

定義 1.4
f-adicな位相環が Tateであるとは，位相的羃零な可逆元を持つことをいう．

例 1.5
完備離散付値体KはTate環である．実際，その付値環K+が定義環であり，素

元 π ∈ K が位相的羃零な可逆元である．

命題 1.6
Tate環Aの定義環をBとすると，Bに属する位相的羃零な可逆元 πが存在す
る．このような πに対し，A ∼= Bπである．ここで，BπはBの πによる分数化に
{πnBπ}を 0の基本近傍系とする位相を入れて得られる位相環を表す．特に，πB
はBの定義イデアルである．

証明 まず，Bに属する位相的羃零な可逆元 πが存在することを示す．s ∈ Aを位
相的羃零な可逆元とすると，Bは 0の開近傍であるから，sn ∈ Bとなる自然数 n

が存在する．π = snとすればよい．
次に自然な準同型 φ : Bπ −→ Aが全単射であることを示す．単射性は明らかで

ある．πは位相的羃零元であり，Bは 0 ∈ Aの開近傍であるから，任意の a ∈ Aに
対して自然数 nが存在して aπn ∈ Bとなる．したがって a = φ

(
aπn

πn

)
となりφが

全射であることが分かる．
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πBが Bの定義イデアルであることを示す．πnBが 0 ∈ Bの開近傍であること
は π倍が同相であることから明らか．また，Bの定義イデアルを Iとすると，任意
の自然数mに対してある自然数 nが存在して πn ∈ Imとなるから，πnB ⊂ Imで
ある．よって πBはBの定義イデアルである．このことから，φが連続開写像であ
ることが分かり，位相環の同型であることが従う．

例 1.7
完備 Tate環Aに対し，

A⟨T1, . . . , Tn⟩ =
{ ∑

i1,...,in≥0

ai1,...,inT
i1
1 · · ·T

in
n ∈ A[[T1, . . . , Tn]]

∣∣∣∣ ai1,...,in は 0に収束
}

とおく．さらに，Aの部分集合 U に対して

U⟨T1, . . . , Tn⟩ =
{ ∑

i1,...,in≥0

ai1,...,inT
i1
1 · · ·T

in
n ∈ A⟨T1, . . . , Tn⟩

∣∣∣∣ ai1,...,in ∈ U
}

とおき，
{
U⟨T1, . . . , Tn⟩

∣∣ U は 0 ∈ Aの開近傍
}
を 0 ∈ A⟨T1, . . . , Tn⟩の基本近傍系

とする位相を入れる．このとき，A⟨T1, . . . , Tn⟩はまた完備 Tate環になる．実際，
Aの定義環をB，Bに属する位相的羃零な可逆元を πとすると，A⟨T1, . . . , Tn⟩は
B[T1, . . . , Tn]の π進完備化B⟨T1, . . . , Tn⟩を定義環に持つ．

定義 1.8
完備Tate環Aが強Noether環であるとは，任意の nに対してA⟨T1, . . . , Tn⟩が

Noether環であることをいう．

1.2 付値論からの補足

スキームにおいては環の素イデアルを点とみなしたが，adic空間では環の付値
（のうち特別なもの）を点とみなす．ここでは必要になる付値論について簡単にま
とめる．

定義 1.9
環Aの付値とは，全順序アーベル群Γ（乗法的に書く）および写像v : A −→ Γ∪{0}
の組 (Γ, v)であって，次の条件を満たすもののことである：

• v(ab) = v(a)v(b)．

• v(a+ b) ≤ max
{
v(a), v(b)

}
．

• v(0) = 0, v(1) = 1．
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ただし，Γ ∪ {0}には Γの積・順序を 0 · γ = 0, 0 ≤ γ (γ ∈ Γ)によって拡張して
おく．
Aの付値 (Γ, v)に対し，Aのイデアル v−1(0)をその台という．台は素イデアル
である．
付値 (Γ, v)に対し，v(A) \ {0} ⊂ Γで生成される Γの部分群を Γ′で表す．Aの

2つの付値 (Γ1, v), (Γ2, v2)が同値であるとは，順序を保つ同型 f : Γ′
1

∼−−→ Γ′
2 で

あって v2 = f ◦ v1を満たすものが存在することをいう．
以下では，誤解の恐れがないときには付値は単に vで表すこともある．

定義 1.10
Aを環とするとき，Aの付値の同値類全体の集合を SpvAと書く．SpvAには{

v ∈ SpvA
∣∣ v(a) ≤ v(b) ̸= 0

}
(a, b ∈ A)

を準基とする位相（これらの有限交叉を開基とする位相）を入れる．

注意 1.11
以下では SpvAを空間と，Aをその上の関数環とみなしたいため，SpvAの元は

vではなく xで表し，a ∈ Aに対して v(a)と書くところを
∣∣a(x)∣∣で表すことが多い．

定義 1.12
Aを位相環とし，(Γ, v)をAの付値とする．vが連続であるとは，任意の γ ∈ Γ′

について，
v−1

({
δ ∈ Γ ∪ {0}

∣∣ δ < γ
})

がAの開集合になることをいう．

1.3 adic空間

スキームの圏は局所環付き空間の圏の部分圏であるが，adic空間の圏は次で定義
する圏 V の部分圏として構成される：

定義 1.13
圏 V を次のように定める：対象は

• 位相空間X，

• 位相環の層OX，
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• 各 x ∈ X に対しOX,xの付値の同値類 vxを集めたもの {vx | x ∈ X}

からなる 3つ組
(
X,OX , {vx | x ∈ X}

)
である．

(
X,OX , {vx}

)
から

(
Y,OY , {v′y}

)
への射は付値と両立する環付き空間の射，すなわち連続写像 f : X −→ Y と環の
層の射 φ : OY −→ f∗OX の組で任意の x ∈ X に対し v′f(x) = vx ◦ φxとなるもの
とする．

定義 1.14
Aを f-adicな位相環とする．Aの部分環BがAの ring of integral elementsで
あるとは，次の 3条件を満たすことをいう：

• BはAの開部分環である．

• BはAの中で整閉である．

• B ⊂ A◦である．

f-adicな位相環 A◃ とその ring of integral elements A+ の組 A = (A◃, A+)をア
フィノイド環という．
アフィノイド環の射 (A◃, A+) −→ (B◃, B+)とは，連続準同型A◃ −→ B◃でA+

をB+にうつすものとする．

以下では，アフィノイド環A = (A◃, A+)に対して圏 V の対象 SpaAを対応させ
る関手を構成する．まず，底空間は次の通りである：

定義 1.15
アフィノイド環A = (A◃, A+)に対し，SpvAの部分集合 SpaAを

SpaA =
{
x ∈ SpvA

∣∣ x：連続，∣∣a(x)∣∣ ≤ 1 (a ∈ A+)
}

で定め，SpvAからの誘導位相を入れる．

注意 1.16
SpaAの位相は，通常の p進位相とはかなり異なったものである．例えば完備離散

付値体K 上の半径 1の境界付き円板 D1
K に対応するものは Spa

(
K⟨T ⟩,K+⟨T ⟩

)
で

あるが，これは連結である．なお，a ∈ D1
K に対して付値 va : K⟨T ⟩ −→ R; va(f) =∣∣f(a)

∣∣を考えると va ∈ SpaAとなるので，単射 D1
K −→ Spa

(
K⟨T ⟩,K+⟨T ⟩

)
があ

る．容易に分かるようにこれは連続である．

次に構造層OSpa Aを定義しよう．
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定義 1.17
A = (A◃, A+)をアフィノイド環とする．T1, . . . , Tn ⊂ A◃を有限集合で Ti · A◃

が開集合となるものとし，s1, . . . , sn ∈ A◃とする．このとき，

R

(
T1

s1
, . . . ,

Tn

sn

)
=

n∩
i=1

{
x ∈ SpaA

∣∣任意の t ∈ Tiに対し |t(x)| 5 |si(x)|
}

と定める．このような形をした SpaAの部分集合を有理部分集合という．

有理部分集合全体は SpaAの開基となる．また，任意の有理部分集合はある T ⊂

A◃（有限部分集合，T · A◃は開集合）および s ∈ A◃を用いて R

(
T

s

)
と表すこと

ができることも分かる．[Hu1, Theorem 3.5]参照．

注意 1.18
A◃がTate環の場合は，Ti ·A◃が開集合であるという条件は Ti ·A◃ = A◃と同値

である．

定義 1.19
Aを f-adicな位相環とし，A0をその定義環，IをA0の有限生成な定義イデアルと
する．T1, . . . , Tn ⊂ Aを有限集合でTi ·Aが開集合となるものとし，s1, . . . , sn ∈ A
とする．このとき，

As1,...,sn = A

[
1
s1
, . . . ,

1
sn

]
, B = A0

[
t

si

∣∣∣∣ t ∈ Ti, i = 1, . . . , n
]

と定め，As1,...,sn に {InB} を 0 の基本近傍系とする位相を入れたものを

A

(
T1

s1
, . . . ,

Tn

sn

)
と書く．これはA0, I のとり方に依らない．

A

(
T1

s1
, . . . ,

Tn

sn

)
の完備化をA

⟨
T1

s1
, . . . ,

Tn

sn

⟩
と書く．

定義 1.20
A = (A◃, A+)をアフィノイド環とし，T1, . . . , Tn ⊂ A◃ を有限集合で Ti · A◃

が開集合となるものとし，s1, . . . , sn ∈ A◃ とする．B = A◃

(
T1

s1
, . . . ,

Tn

sn

)
とお

き，A+

[
t

si

∣∣∣∣ t ∈ Ti, i = 1, . . . , n
]
の B 内での整閉包を C とおく．このとき，

(B,C)はアフィノイド環となる．これを A

(
T1

s1
, . . . ,

Tn

sn

)
と書く．また，その完
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備化 (B∧, C∧)をA

⟨
T1

s1
, . . . ,

Tn

sn

⟩
と書く．

SpaAの有理部分集合U = R

(
T1

s1
, . . . ,

Tn

sn

)
に対してアフィノイド環A

⟨
T1

s1
, . . . ,

Tn

sn

⟩
を考えると，これは U のみに依存し Ti, si のとり方に依らないことが証明できる

([Hu2, Proposition 1.3])．このことを強調するため，FA(U) = A

⟨
T1

s1
, . . . ,

Tn

sn

⟩
と

書くことにする．

定義 1.21
SpaAの開集合 V に対し，OSpa A(V ) = lim←−

U⊂V
有理部分集合

FA(U)◃と定める．OSpa Aは

SpaA上の完備位相環の前層である．

U が有理部分集合であるとき，OSpa A(U) = FA(U)◃ となる．このことから，
x ∈ SpaAに対し，OSpa A,x = lim−→

U∋x
有理部分集合

FA(U)◃となる．また U を有理部分集合

とすると，FA(U)◃ の構成から，x ∈ U ならば Aの連続付値 x : A −→ Γx ∪ {0}
は一意的に FA(U)◃の連続付値 FA(U)◃ −→ Γx ∪ {0}に延長される．したがって，
x ∈ SpaAに対し付値 x : OSpa A,x −→ Γx ∪ {0}が定まる．よって，OSpa Aが完備
位相環の層になるならば，

(
SpaA,OSpa A, {vx}

)
は V の対象となる．これを単に

SpaAで表す．

定義 1.22
上記の SpaAと同型な V の対象をアフィノイド adic空間という．また，局所
的にアフィノイド adic空間と同型な V の対象を adic空間という．adic空間Xに
対し，アフィノイド adic空間と同型な開部分空間をアフィノイド開集合という．

adic空間X に対し，X 上の層O+
X を

O+
X(U) =

{
s ∈ OX(U)

∣∣ vx(s) ≤ 1 (x ∈ U)
}

で定める．このとき，

Γ(SpaA,OSpa A) = (A◃)∧, Γ(SpaA,O+
Spa A) = (A+)∧

となる ([Hu2, Proposition 1.6 (iv)])．すなわち，V の対象 SpaAからA◃, A+は完
備化を除いて復元される．
また，Aを完備なアフィノイド環とし，B = (B◃, B+)を（完備とは限らない）

もう 1つのアフィノイド環とするとき，射 SpaA −→ SpaBはアフィノイド環の射
B −→ Aと一対一に対応する ([Hu2, Proposition 2.1 (i)])．
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OSpa Aが完備位相環の層になるための十分条件としては次が知られている：

定理 1.23 （[Hu2, Theorem 2.2]）
アフィノイド環A = (A◃, A+)に対し，次の条件のいずれかを仮定する：

• Aは強Noetherな Tate環である．

• AはNoetherな定義環を持つ．

このとき，OSpa Aは SpaA上の完備位相環の層になる．

1.4 非アルキメデス体上のリジッド空間

完備位相体K が非アルキメデス体であるとは，ある付値K −→ R ∪ {0}が存在
してそれによって定まるK の位相がもとの位相と一致することをいう．非アルキ
メデス体Kに対し，K◦は上記の付値による付値環K+と一致する．ここでは adic
空間の枠組みを用いてK 上のリジッド空間の圏を定義する．

定義 1.24
Aを完備Tate環とする．A上の完備位相環Bが位相的有限型であるとは，ある
自然数 nに対して全射連続開準同型A⟨T1, . . . , Tn⟩ −→ Bが存在することをいう．
A◃ が完備 Tate 環であるようなアフィノイド環 (A◃, A+) に対し，

A◃⟨T1, . . . , Tn⟩における A+⟨T1, . . . , Tn⟩の整閉包を Cnとおき，A⟨T1, . . . , Tn⟩ =(
A◃⟨T1, . . . , Tn⟩, Cn

)
と定める．A上の完備アフィノイド環 B が位相的有限型で

あるとは，A上の全射連続開準同型 f : A⟨T1, . . . , Tn⟩ −→ Bで f(Cn)のB◃にお
ける整閉包がB+に一致するようなものが存在することをいう．

注意 1.25
Aが完備 Tateとは限らない一般の位相環の場合にも位相的有限型の概念が定義

できるが ([Hu2, §3])，やや複雑なので省略する．

adic空間Xが解析的であるとは，任意の x ∈ Xに対してOX(U)がTate環にな
るような xの開近傍 U が存在することをいう．詳しくは 1.6節で扱う．

定義 1.26
Xを解析的 adic空間とする．adic空間の射 f : Y −→ Xが局所有限型であると
は，任意の y ∈ Y に対して f(y)のアフィノイド開近傍 U と yのアフィノイド開
近傍 V が存在して次を満たすことをいう：

• OX(U)は Tate環．
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• f(V ) ⊂ U．

•
(
OY (V ),O+

Y (V )
)
は

(
OX(U),O+

X(U)
)
上位相的有限型．

以下ではK を非アルキメデス体とする．

定義 1.27
Spa(K,K+)上局所有限型な adic空間をK 上のリジッド空間という．

命題 1.28 （[Hu2, Lemma 4.4]）
AをK上位相的有限型な完備位相環とし，A+をその ring of integral elements
とする．このとき，(A,A+)が (K,K+)上位相的有限型であるための必要十分条
件はA+ = A◦である．

定義 1.29
AをK上位相的有限型な完備位相環とするとき，SpA = Spa(A,A◦)とおく（K
は強Noether環である ([BGR, 5.2.6/Theorem 1])から，Aも強Noether環となる
ことに注意）．

1.5 滑らかな射

adic空間の間の射が滑らかであることの定義はスキームの射の場合とほぼ同様で
ある．

定義 1.30
A = (A◃, A+)をアフィノイド環とし，I ⊂ A◃をイデアルとする．A+/A+ ∩ I
のA◃/I における整閉包を (A+/A+ ∩ I)cと書き，アフィノイド環A/I を

A/I =
(
A◃/I, (A+/A+ ∩ I)c

)
と定める．ただしA◃/I にはA◃の商位相を入れるものとする．

定義 1.31
解析的 adic空間の射 f : X −→ Y が滑らかであるとは，f が局所有限型で次の
条件を満たすことをいう：

任意のアフィノイド adic空間 SpaAおよび I2 = 0となる A◃のイデ
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アル I に対し，自然な写像HomY (SpaA,X) −→ HomY (SpaA/I,X)
は全射である．

スキームのときと類似した方法によって，比較的簡単に次の命題を示すことがで
きる：

命題 1.32
Aを強 Noetherな完備 Tate環とする．局所有限型な adic空間の射 f : X −→

SpaAに対し次は同値である：

i) f は滑らかである．

ii) 任意の x ∈ X に対して x のアフィノイド開近傍 SpaB，f1, . . . , fm ∈
A⟨T1, . . . , Tn⟩ (m ≤ n)が存在し，次が成り立つ：

• A上のアフィノイド環としてB ∼= A⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fm)．

• det
(
∂fi

∂Tj

)
1≤i,j≤m

のA◃⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fm)での像は可逆．

1.6 Raynaud一般ファイバー

Kを完備離散付値体とし，K+をその付値環とする．Raynaudは，K+上位相的
有限型な形式スキームX に対してK上のリジッド空間X rigを対応させる関手を構
成し，

（K+上位相的有限型な形式スキームの圏）/（認容ブローアップ）
∼−−→（K 上準コンパクトかつ準分離的なリジッド空間の圏）

という圏同値があることを証明した．X rigはRaynaud一般ファイバーと呼ばれる．
これを adic空間の枠組みで解釈したい．
そのためにまず，K+上位相的有限型な形式スキームに対して adic空間を対応さ

せる関手を構成する．

命題 1.33 （[Hu2, Proposition 4.1]）
K+ 上位相的有限型な形式スキームの圏を Fsch/K+ で，Spa(K+,K+) 上の

adic空間の圏を adic/K+ で表すことにする．このとき，次で特徴付けられる関
手 t : Fsch/K+ −→ adic/K+ が存在する：
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Z ∈ adic/K+ に対し，

Homadic/K+

(
Z, t(X)

) ∼= Hom
(
(Z,O+

Z ), (X,OX)
)
．

ここで右辺の Homは SpfK+ 上の局所位相環付き空間の圏における
射の集合を表す．

さらに，tは忠実充満関手である．

例 1.34
X = Spf Aであるとき，t(X ) = Spa(A,A)である．一般の場合はこれを貼り合

わせることで構成できる．

次に，解析的点という概念を導入する：

定義 1.35
X を adic空間とする．x ∈ X が解析的点であるとは，xのある開近傍 U が存
在してOX(U)が Tate環となることをいう．X の解析的点全体はX の開集合と
なり，したがってまた adic空間になる．これをXaと書く．
任意の点が解析的点である adic空間を解析的 adic空間という．

例 1.36
X がアフィノイド adic空間 SpaAであるとき，x ∈ SpaAが解析的点であるこ

とは Suppx ⊂ A◃が開集合でないことと同値である．

証明 Suppx ⊂ A◃ が開集合であるとする．x を含む有理部分集合 U に対して
OX(U)が位相的羃零な可逆元を持たないことを示せばよい．xは自然にOX(U)の
連続付値OX(U) −→ Γx ∪{0}に延長される．これの台を pとおくと，Suppxが開
集合であることから pも開集合であることが分かる．したがってOX(U)の位相的
羃零元は pに属する．一方，明らかに可逆元は pに属さない．したがってOX(U)
は位相的羃零な可逆元を持たない．
次に Suppx ⊂ A◃が開集合でないとする．A◃の定義環をB，Bの定義イデアルを

Iとおくと，I ̸⊂ Suppxである．a ∈ I \ Suppxとすると，a ∈ A◦◦かつ
∣∣a(x)∣∣ ̸= 0

である．U = R

(
a

a

)
とおくと，U は xの開近傍であり，a ∈ A

⟨
a

a

⟩
は位相的羃零

な可逆元である．
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注意 1.37
f : X −→ Y が有限型射であるとき，Xa = f−1(Ya)である．特に Y が解析的な

らばX も解析的である．

定義 1.38
K+ 上位相的有限型な形式スキーム X に対して，X rig = t(X )a と定め，X の

Raynaud一般ファイバーと呼ぶ．

例 1.39
π ∈ K+ を極大イデアルの生成元とする．B を K+ 上位相的有限型な位相環

とし，A = Bπ = B ⊗K+ K とする．また，B′ = Im(B −→ A) とおく．この
とき，X = Spf B に対し X rig = Spa(A,B′) = Spa(A,A◦)である．特に，X =
SpfK+⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fm)のとき，X rig = SpK⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fm) で
ある．

証明 まず，x ∈ Spa(B,B)が解析的点であるための必要十分条件は
∣∣π(x)

∣∣ ̸= 0で
あることを証明する．xが解析的点でないとすると，xの台はBの開集合であるか
ら，ある nが存在して

∣∣πn(x)
∣∣ = 0となる．したがって

∣∣π(x)
∣∣ = 0を得る．一方∣∣π(x)

∣∣ = 0とすると，πBは xの台に含まれ，したがって xの台は開集合になる．

これより，Spa(B,B)a は Spa(B,B)の有理部分集合 R

(
π

π

)
に一致する．した

がって Spa(B,B)a = SpaB
⟨
π

π

⟩
= SpaB

(
π

π

)
である．ここで，定義より明らか

にアフィノイド環の同型 B

(
π

π

)
∼= (Bπ, B

′)がある（B′が Bの中で整閉であるこ

ともすぐに分かる）．したがって Spa(B,B)a ∼= Spa(A,B′)を得る．
最後に等式 Spa(A,B′) = Spa(A,A◦)を示す．BはK+上位相的有限型であるか

ら，全射連続開準同型K+⟨T1, . . . , Tn⟩ −→ Bがある．これよりアフィノイド環の
射

(
K⟨T1, . . . , Tn⟩,K+⟨T1, . . . , Tn⟩

)
−→ (A,B′)が得られ，定義 1.24の条件を満た

す．したがって (A,B′)は (K,K+)上位相的有限型となり，命題 1.28よりB′ = A◦

が得られる．

上記の例から，X rigは Spa(K,K+) = Spa(K+,K+)a上有限型（局所有限型かつ
準コンパクト）な adic空間，つまりK上の準コンパクトなリジッド空間になるこ
とが分かる．
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2 滑らかなリジッド空間の代数化

K を完備離散付値体とし注 1，K+をその付値環とする．本節の目標は次の定理
の証明である：

定理 2.1
XをK上滑らかなリジッド空間とするとき，任意の x ∈ Xに対して，xの開近
傍 UおよびK+上有限型なスキームX が存在して次を満たす：

i) K 上のリジッド空間としての同型 (X∧)rig ∼= Uがある．

ii) X の一般ファイバーは滑らかである．

この定理は Elkikの代数化定理 ([El, III, Theorem 7])を用いると直ちに従うが，
その証明は複雑である．また，[Hu3, Proposition 1.7.1]に初等的な証明があるが，
Tate環以外の場合も扱っているせいかかなり長い．以下に述べる証明は，これら
の文献を参考にして簡略化を行ったものである．
まず，上記の定理は次の定理から導かれることに注意しよう：

定理 2.2
AをNoetherな定義環を持つ完備Tate環とし，f1, . . . , fn ∈ A⟨T1, . . . , Tn⟩が次
の条件を満たすと仮定する：

det
(
∂fi

∂Tj

)
の B = A⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fn)における像は可逆であ

る．

このとき，0 ∈ A⟨T1, . . . , Tn⟩の開近傍 U が存在して，任意の gi ∈ fi + U (i =
1, . . . , n)は次を満たす：

i) A上の位相環としてB ∼= B′ = A⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gn)である．

ii) det
(
∂gi

∂Tj

)
のB′における像は可逆である．

この定理は，（ヤコビアンが可逆という条件のもとで）定義方程式を少し動かし
てもリジッド空間は同型であることを主張している．

注 1非アルキメデス体 K に対しても定理 2.1は成立するが，簡単のためこう仮定する．
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定理 2.2が定理 2.1を導くことの証明 XはK上滑らかであるから，任意の x ∈ X

に対して xの開近傍 Uが存在して

U ∼= SpK⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fm) (m ≤ n),

∆ = det
(
∂fi

∂Tj

)
1≤i,j≤m

はK⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fm)で可逆

となる．A = K⟨Tm+1, . . . , Tn⟩とおくと，AはNoetherな定義環K+⟨Tm+1, . . . , Tn⟩
を持つ完備 Tate環で，

K⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fm) = A⟨T1, . . . , Tm⟩/(f1, . . . , fm)

であり，∆はA⟨T1, . . . , Tm⟩/(f1, . . . , fm)で可逆である．よって定理 2.3より，0 ∈
A⟨T1, . . . , Tm⟩の開近傍 U が存在して，gi ∈ fi + U ならば

i) A⟨T1, . . . , Tm⟩/(f1, . . . , fm) ∼= A⟨T1, . . . , Tm⟩/(g1, . . . , gm)（位相環のA同型），

ii) ∆′ = det
(
∂gi

∂Tj

)
1≤i,j≤m

はA⟨T1, . . . , Tm⟩/(g1, . . . , gm)で可逆

となる．K[T1, . . . , Tn]はK⟨T1, . . . , Tn⟩ = A⟨T1, . . . , Tm⟩の稠密部分集合であるか
ら，gi ∈ K[T1, . . . , Tn]かつ gi ∈ fi + U となる g1, . . . , gmが存在し，これに対して

i) K⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fm) ∼= K⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gm)，

ii) ∆′はK⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gm)で可逆

が成立する．分母を払って gi ∈ K+[T1, . . . , Tn]としてよい．
さて，∆′ の可逆性と π ∈ K⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gm)が位相的羃零元であるこ

とから，ある自然数 lが存在して
πl

∆′ ∈ K
+⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gm)となる．これ

より

K⟨T1, . . . , Tn, Tn+1⟩/(g1, . . . , gm,∆′Tn+1 − πl) ∼−−→ K⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gm)

（Tn+1 を
πl

∆′ にうつす．羃有界元でないと収束羃級数に代入できないことに注意）

となるから，B = K+[T1, . . . , Tn, Tn+1]/(g1, . . . , gm,∆′Tn+1 − πl), X = SpecBと
おくと，

B∧ ⊗K+ K ∼= K⟨T1, . . . , Tn, Tn+1⟩/(g1, . . . , gm,∆′Tn+1 − πl)
∼= K⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gm) ∼= K⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fm)

すなわち (X∧)rig ∼= Uとなる．X の一般ファイバーは明らかにK 上滑らかである
から，これが求めるものである．
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定理 2.2を証明するためにはいくつか準備が必要である．次の命題は Elkikの定
理 ([El, I, Theorem 1])の変種であるが，証明は易しい：

命題 2.3
Aを環とし，π ∈ Aとする．Aは π進完備かつ π-torsion freeであると仮定す

る．f1, . . . , fn ∈ A⟨T1, . . . , Tn⟩とし，∆ = det
(
∂fi

∂Tj

)
とおく．hを自然数とする

とき，任意のN > 2hに対して次が成り立つ：

a ∈ An が fi(a) ∈ πNA (i = 1, . . . , n)および πh ∈ ∆(a)Aを満たす
ならば，a′ ≡ a (mod πN−h)かつ fi(a′) = 0 (i = 1, . . . , n)となる
a′ ∈ Anが存在する．

つまり，fi(a)が 0に十分近く，さらに「πh ∈ ∆(a)A」という条件を満たすなら
ば，aのすぐ近くに f1 = · · · = fn = 0の解を見つけることができるということで
ある．

証明 命題の仮定のもとで，次を満たす y = (y1, . . . , yn) ∈ Anが存在することを
証明すれば十分である：

yi ∈ πN−hA, fi(a− y) ∈ π2N−2hA．

実際，N1 = 2N − 2hとおくとN1 > N + 2h− 2h = N，fi(a− y) ∈ πN1A，πh ∈
∆(a−y)Aである（最後の包含関係は∆(a−y) ∈ ∆(a)+πN−hAとN−h > hから従
う）から，再度上記の性質を適用することで y′i ∈ πN1−hA, fi(a−y−y′) ∈ π2N1−2hA

となる y′ ∈ Anを見つけることができる．以下これを繰り返すことで y′′,y′′′, . . .を
定め，a′ = a− y − y′ − y′′ + · · · とすればよい．

M =
(
∂fi

∂Tj

)
とおくと，簡単な計算により y1, . . . , yn ∈ πN−hAならば

f1(a− y)
...

fn(a− y)

 ≡
f1(a)

...
fn(a)

−M(a)

y1

...
yn

 (mod π2N−2h)

となることが分かる．したがって，f1(a)
...

fn(a)

 = M(a)

y1

...
yn


を満たす yi ∈ πN−hAを見つければよい．
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さて，M の余因子行列をN とおき，

z1
...
zn

 = N(a)

f1(a)
...

fn(a)

によって z1, . . . , zn

を定める．上式の両辺にM(a)をかけることで，

M(a)

z1
...
zn

 = ∆(a)

f1(a)
...

fn(a)


が得られる．
ここで，fi(a) ∈ πNAより zi ∈ πNAであるから，zi = πNz′iとなる z′i ∈ Aが存

在する．また，πh ∈ ∆(a)Aより，πh = ∆(a)δとなる δ ∈ Aが存在する．これら
を代入することで

πhM(a)

δπN−hz′1
...

δπN−hz′n

 = πh

f1(a)
...

fn(a)



を得る．Aは π-torsion freeであったからM(a)

δπN−hz′1
...

δπN−hz′n

 =

f1(a)
...

fn(a)

となる

ので，

y1

...
yn

 =

δπN−hz′1
...

δπN−hz′n

とおけばよい．
注意 2.4
Aが π-torsion freeではないがNoether環である場合，

Aπ-tors =
{
a ∈ A

∣∣ πma = 0となる自然数mが存在する
}

とおくと，Artin-Reesの補題によりAπ-tors ∩ πkA = 0となる自然数 kが存在する．
このとき，N ≥ max{2h+ 1, h+ k}なるN に対して命題 2.3と同様の主張が成立
する．また，I が Aのイデアルで Aが I 進完備である場合にも類似の結果を証明
することができる．

補題 2.5
Aを環とし，π ∈ Aとする．Aは π進完備であると仮定する．B を A上位相
的有限型な完備位相環とし，b1, . . . , bn ∈ B を位相的生成元（全射連続開準同型
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A⟨T1, . . . , Tn⟩ −→ Bによる T1, . . . , Tnの像）とする．連続準同型 φ : B −→ Bに
対し φ(bi) ∈ bi + πBが成立するならば，φは全単射である．

証明 Bは A上位相的有限型であるから，その位相は π進位相である．したがっ
て Bは π進完備なので，φ : πnB/πn+1B −→ πnB/πn+1Bが全単射であることを
示せばよい．
φ(πnbi) = πnφ(bi) ∈ πnbi + πn+1Bであるから，φ = idとなる．特に φは全単

射である．

以下，環Aおよび π ∈ Aに対し，Aπ-tf = A/Aπ-torsとおく（“torsion free”の略）．

命題 2.6
AをNoether環とし，π ∈ Aとする．Aは π進完備であると仮定する．

f1, . . . , fn ∈ A⟨T1, . . . , Tn⟩ に対し，∆ = det
(
∂fi

∂Tj

)
∈ A⟨T1, . . . , Tn⟩, B =(

A⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fn)
)
π-tf
とおく．

ある自然数 m に対して πm ∈ (∆, f1, . . . , fn) であるとき，gi ∈ fi +
I2m+1A⟨T1, . . . , Tn⟩となる任意の g1, . . . , gnに対して次が成り立つ：

∆′ = det
(
∂gi

∂Tj

)
, B′ =

(
A⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gn)

)
π-tf
とおくとき，

• A上の位相環としてB ∼= B′．

• πm ∈ (∆′, g1, . . . , gn)．

証明 Aは π進完備なNoether環でありB, B′はA⟨T1, . . . , Tn⟩の剰余環であるか
ら，B, B′ も π進完備であることに注意する．Ti の B, B′ における像をそれぞれ
ai, biと書き，a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn)とおく．
まず，連続準同型 φ : B −→ B′ を構成する．πm ∈ (∆, f1, . . . , fn)および gi ∈

fi + I2m+1A⟨T1, . . . , Tn⟩から πm ∈ (∆, g1, . . . , gn)となる．これより πm ∈ ∆(b)B′

であることが分かる．一方 gi(b) = 0であるから，fi(b) ∈ I2m+1である．よって
命題 2.3より，b′ ≡ b (mod πm+1)および fi(b′) = 0を満たす b′ ∈ B′nが存在す
る．Tiを b′iにうつすことで連続準同型A⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fn) −→ B′が得られ
る．B′は π-torsion freeであるから，これは連続準同型 φ : B −→ B′を誘導する．
次に，連続準同型 ψ : B′ −→ B を構成する．∆′ ≡ ∆ (mod π2m+1)であるか

ら，πm ∈ (∆′, f1, . . . , fn)となり，これより πm ∈ ∆′(a)B であることが分かる．
一方 fi(a) = 0であるから，gi(a) ∈ I2m+1 である．よって命題 2.3より，a′ ≡ a
(mod πm+1)および gi(a′) = 0を満たす a′ ∈ Bn が存在する．Ti を ai にうつす
ことで連続準同型 A⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gn) −→ B が得られ，これは連続準同型
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ψ : B′ −→ Bを誘導する．
このとき，ψ(φ(ai)) = ψ(b′i) ≡ ψ(bi) = a′i ≡ ai (mod πm+1) であるから，

ψ(φ(ai)) ∈ ai + πB である．よって補題 2.5 から ψ ◦ φ は全単射である．同様
にして φ ◦ ψも全単射であることが分かるので，φは全単射連続準同型である．さ
らに φ(πnB) = πnφ(B) = πnB′より φは開写像である．以上より φは位相環の同
型を与えることが分かる．
πm ∈ (∆′, g1, . . . , gn)は fi ≡ gi,∆ ≡ ∆′ (mod π2m+1)より明らかである．

注意 2.7
藤原氏による剛性定理 ([Fu, Proposition 2.1.1])を用いると，mが十分大きいと

き，上で構成した φと ψは互いに逆写像になることが分かる．

定理 2.2の証明 A0をAの定義環とし，πをA0に属する位相的羃零な可逆元とす
る．A0は π進完備である．πを何回かかけることで f1, . . . , fn ∈ A0⟨T1, . . . , Tn⟩と

してよい．∆ = det
(
∂fi

∂Tj

)
のA⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fn)での像は可逆であるから，

A⟨T1, . . . , Tn⟩のイデアル (∆, f1, . . . , fn)は 1を含む．したがって，A0⟨T1, . . . , Tn⟩
のイデアル (∆, f1, . . . , fn)はある πの羃 πmを含む．U = I2m+1A0⟨T1, . . . , Tn⟩ ⊂
A0⟨T1, . . . , Tn⟩ ⊂ A⟨T1, . . . , Tn⟩とすると，これは 0の開近傍であり，gi ∈ fi + U

なる g1, . . . , gnに対して

•
(
A0⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fn)

)
π-tf
∼=

(
A0⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gn)

)
π-tf

• πm ∈ (∆′, g1, . . . , gn)

が成立する（命題 2.6）．命題 1.6よりA ∼= (A0)π であるから，

A⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fn) =
(
A0⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fn)

)
π

=
((
A0⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fn)

)
π-tf

)
π

∼=
((
A0⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gn)

)
π-tf

)
π

=
(
A0⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gn)

)
π

= A⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gn)

となるのでA⟨T1, . . . , Tn⟩/(f1, . . . , fn) ∼= A⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gn)である．また，
πm ∈ (∆′, g1, . . . , gn)より，∆′ の A⟨T1, . . . , Tn⟩/(g1, . . . , gn)での像は可逆元であ
る．
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