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0 はじめに

本稿の目標は，Lafforgueによってなされた関数体上の Langlands予想の証明を解説する
ことである．直接関係のある論文 [Laf1], [Laf2], [Laf3]だけで 600ページ近くあることから
分かるように，Lafforgueの証明はかなり大規模なものであり，そのすべてを数十ページの
講究録で完全に扱うのはもちろん不可能である．その一方で，[Laf4]や [Lau]など，証明の
全体的な流れを概観した優れた解説は既に存在する．そこで本稿では，Lafforgueの証明の
うち Lefschetz跡公式の部分のみに焦点を当て，詳細な解説を行うことにした．証明の数あ
るステップのうち Lefschetz跡公式を選んだのは，筆者が比較的詳しいこともあるが，
• Langlands予想に関わる論文ではほとんど見られない議論が行われており，Lafforgue
の独自性が発揮されていると思われる

• Lafforgueの仕事の解説を行った文献において（筆者の知る限り）まだ扱われていない
などの理由によるものである．

このようにテーマを狭く絞り込んだため，Lefschetz跡公式以外の部分についての扱いは
かなり軽いものにせざるを得なかった．特に shtukaのレベル構造・Hecke対応の定義やモ
ジュライスタックChtr

N の性質を始めとする基本的な事柄，コンパクト化の構成やその境界

の記述などの興味深いトピックに全く触れられなかったのは心残りである．また，解説記

事としては触れるべきであろう，関数体の Langlands予想の解決にいたるまでの歴史も紙
数の関係で割愛した．これらについては [Laf4], [Lau]などの解説記事などを参照されたい．
最後に，本稿の全体的な構成について簡単に述べておく．まず第 1節では，Langlands予

想の正確な主張を述べ，非常に大雑把な証明のあらすじを紹介する．第 2節では，shtuka
とそのモジュライスタックについて必要最低限の説明を行う．第 3節は Lefschetz跡公式
の概説に充てられている．Lefschetz跡公式は数論幾何において極めて重要な位置を占める
ものだと思われるが，そのまとまった解説記事はあまりないようである．そのため第 3節
では，Lefschetz-Verdier跡公式および Deligne予想について細かい解説を行い，可能な限
り証明をつけることにした．第 4節では，Lafforgueによる Lefschetz跡公式について証明
付きで詳しく述べる．最後に，第 5節では，第 4節の内容をいかにして shtukaのモジュラ
イスタックのコホモロジーの計算に応用するかを概観する．
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記号 Fq を有限体とし，ℓを qを割らない素数とする．C を Fq 上 proper smoothかつ幾
何学的に連結な曲線とし，F を C の関数体とする．F を F の分離閉包，GF = Gal(F/F )
を F の絶対Galois群とする．また，F の素点 x ∈ |C|に対し，Fxを F の xにおける完備

化とし，その整数環をOx，剰余体を κxと書く．κxの Fq 上の拡大次数を xの次数と呼び，

deg xと書く．
AF を F のアデール環とし，OAF

=
∏

x∈|C|Oxをその整数環とする．a = (ax)x∈|C| ∈ A
に対し，deg a =

∑
x∈|C| deg x · vx(ax)とおく（これは本質的には有限和である）．ただし，

vx は Ox の正規化された離散付値とする．

コホモロジーといえば常に ℓ進エタールコホモロジーを指すものとする．

1 Langlands予想とは

よく知られているように，Langlands予想とはGF の r次元 ℓ進表現とGLr(AF )の保型表
現が対応するであろうという予想である．ここではまず両者の設定を明確にし，Langlands
予想を定式化する．

1.1 ガロア表現

r ≥ 1に対し，Gr
ℓ (F )を GF の連続な既約 r次元 ℓ進表現 σ : GF −→ GLr(Qℓ)で，条件

• 有限個の素点を除いて不分岐である
• detσが有限位数，すなわちある n ̸= 0に対して (detσ)⊗n が自明な指標となる

を満たすものの同型類の集合とする．

σ ∈ Gr
ℓ (F )はある開集合 V ⊂ C 上の smoothな ℓ進層，あるいは C 上の構成可能な ℓ進

層とみなすことができる．

定義 1.1

x ∈ |C|に対し，F 上の埋め込み F ↪−→ F x を 1つ固定し，Gal(F x/Fx) ⊂ GF とみな

す．σのGal(F x/Fx)への制限を σxとする．また，xにおける惰性群を Ixと書く．この

とき，σの xにおける局所 L因子を，

Lx(σx, Z) =
1

det
(
Id−Frobx ·Zdeg x;σIx

)
と定める．ただし，Frobxは xにおける幾何的 Frobenius元である．これは上で固定した
埋め込みによらない．また，σの大域的 L関数を

L(σ,Z) =
∏

x∈|C|

Lx(σx, Z)

と定める．
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注意 1.2

L(σ,Z)は Z の有理式であり，関数等式をもつことが ℓ進コホモロジーの一般論を用い

ることにより証明される（合同ゼータ関数の有理性，関数等式の証明と全く同じである）．

x ∈ V のときは，σxの Ixの制限は自明なので，σx(Frobx)の固有値を z1(σx), . . . , zr(σx)
と書くと，次が成立する：

Lx(σx, Z) =
∏

1≤i≤r

1
1− zi(σx)Zdeg x

．

1.2 保型表現

写像 φ : GLr(AF ) −→ Cで次の 4条件を満たすもの全体を Autr
c と書く：

i) φは GLr(F )の作用で左不変．

ii) φはある GLr(AF )の開部分群の作用で右不変．

iii) deg a ̸= 0となる a ∈ A×
F が存在して，任意の g ∈ GLr(AF )に対して φ(ag) = φ(g)．

iv) GLr の標準的放物部分群 P に対して，∫
NP (F )\NP (AF )

φ(nP g) dnP = 0

が成り立つ．ここでNP は P の羃単根基であり，dnP は NP の Haar測度である．
Autr

c は GLr(AF )の表現，あるいは GLr(AF )の Hecke環Hr
F 上の加群になるが，これを

既約表現に分解したときに現れる表現を尖点的保型表現という．GLr(AF )の尖点的保型表
現で中心指標が有限位数であるもの全体を Ar(F )と書く．
π ∈ Ar(F )に対して，局所 L因子 Lx(πx, Z)および大域的 L関数 L(π,Z)が定義され，

解析接続と関数等式をもつ．さらに，πが x ∈ |C|で不分岐ならば，z1(πx), . . . , zr(πx)を
Hecke固有値とすると，次が成り立つ：

Lx(πx, Z) =
∏

1≤i≤r

1
1− zi(πx) · Zdeg x

．

1.3 Langlands予想

定義 1.3

σ ∈ Gr
ℓ (F )と π ∈ Ar(F )が「（Langlandsの意味で）対応する」とは，次が成立するこ

とをいう：

σ, πがともに不分岐である素点 x ∈ |C|において，σxのFrobenius固有値と πx

のHecke固有値が（順序を除いて）一致する，すなわちLx(σx, Z) = Lx(πx, Z)
が成り立つ．

注意 1.4

strong multiplicity one theoremより，σに対応する πは高々 1つである．また，Cheb-
otarev密度定理より，πに対応する σは高々 1つである．
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次が Lafforgueの主定理である：

定理 1.5（F に対する Langlands予想）

次が成り立つ：

i)（Langlands対応）
π ∈ Ar(F )に対して，対応する σπ ∈ Gr

ℓ (F )が定まり，π 7−→ σπ は全単射である．

さらに，πx が不分岐である素点の集合と (σπ)x が不分岐である素点の集合は一致

する．

ii)（局所因子の一致）
任意の x ∈ |C|, π ∈ Ar(F ), π′ ∈ Ar′

(F )に対して，次が成り立つ：

Lx(πx × π
′
x, Z) = Lx

(
(σπ)x ⊗ (σπ′)x, Z

)
,

εx(πx × π′
x, Z, ψx) = εx

(
(σπ)x ⊗ (σπ′)x, Z, ψx

)
．

ここで左辺は「pairの局所 L因子」「pairの局所 ε因子」を表す．

iii)（Ramanujan-Petersson予想）
π ∈ Ar(F )と πx が不分岐である素点 x ∈ |C|に対し，

∣∣zi(πx)
∣∣ = 1．

1.4 証明の方針

ここでは定理 1.5の証明の方針について簡単に述べる．
まず注意すべきことは，定理 1.5は rについての帰納法で証明されるということである．

すなわち，rについての定理 1.5の主張をMTr と書くと，次が成り立つ：

命題 1.6

i) r′ < r について MTr′ が成立するならば，σ ∈ Gr
ℓ (F ) に対してそれと対応する

πσ ∈ Ar(F )が存在し，x ∈ |C|に対し，σxが不分岐ならば (πσ)xも不分岐である．

ii) さらに，全ての π ∈ Ar(F )に対して，それと対応する σπ ∈ Gr
ℓ (F )で，πx が不分

岐ならば (σπ)xも不分岐であり，かつ重さ 0であるものが構成できるなら，MTr は

従う．

この命題の本質的な部分はガロア表現から対応する保型表現を構成する部分であるが，

ガロア表現の大域的 L関数は解析接続および関数等式をもつので，逆定理（[C-P], [Laf1]
Appendice B）を用いることによってそれと同じ大域的 L関数をもつ保型表現が得られる

（より正確には，ε因子の積公式も必要である）．これは代数体の場合とは著しく異なる部

分である．

したがって，保型表現 π ∈ Ar(F )から出発してそれに対応するガロア表現を構成する方
法を与えればよい．Langlands予想に関する多くの仕事と同様に，数論幾何学的な構成を
行う．すなわち，Hecke環Hr

F が作用する F 上のモジュラー多様体 Chtを考え，その ℓ進
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コホモロジー H∗
c (ChtF ,Qℓ)を GF および Hr

F の作用で分解することによって対応を構成

するのである．これが Langlandsの意味での対応になっていることは，Selberg跡公式と
Chtについての Lefschetz跡公式を比較することによって得られる．
この方針は現在 Langlands対応を構成するアプローチの 1つとして広く用いられており

特に珍しいものではないが，Lafforgueの証明において用いられるモジュラー多様体Chtは
有限型ではなく，したがってコホモロジーの次元や固定点の個数などが無限になってしま

うため，その取り扱いに著しい困難が生じるのである．

2 shtukaとそのモジュライスタック

ここでは，shtukaの定義について簡単に復習する．[Laf4]や [Lau]など，優れた解説が
少なからず存在するので，詳細はそちらをご覧いただきたい．

shtukaの定義

定義 2.1

S を Fq 上のスキームとする．S 上の階数 rの shtukaとは，次の条件を満たす図式

Ẽ = (E
j

↪−→ E ′ t←−↩ τE)

のことである：

• E , E ′ は C × S 上の階数 rの局所自由 OC×S 加群層である．

• τE = (Id×FrobS)∗E．ただし FrobS は q乗 Frobenius射である．

• j, tは単射であり，その余核はある射∞, 0: S −→ C のグラフ上にサポートをもち，

グラフ上では可逆 OS 加群層である．

関手 S 7−→ (S 上の階数 rの shtuka)はDeligne-Mumfordスタックになる．これを Chtr

と書く（Chtは shtukaのフランス語表記 chtoucaの頭文字である）．shtukaの定義より，射
(∞, 0) : Chtr −→ C × C が定まる．これは smoothであり，相対次元は 2r − 2となる．

レベル構造

N ↪−→ C を C の有限部分スキームとするとき，shtukaのレベルN 構造を考えることが

できる．ここでは簡単のため，∞, 0がN と交わらない場合のみ定義する．

S 上の shtuka Ẽ = (E
j

↪−→ E ′ t←−↩ τE)のレベルN 構造とは，E のN × S 上の自明化

u : E ⊗OC
ON = E ⊗OC×S

ON×S
∼= O⊕r

N×S
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であって，次の図式を可換にするものである：

E ⊗OC
ON

∼= //

u

&&NNNNNNNNNNN
E ′ ⊗OC

ON
τE ⊗OC

ON

∼=oo

τ u

wwppppppppppp

O⊕r
N×S

レベル N 構造つき shtukaのモジュライスタックを Chtr
N と書く．また，レベル構造を

忘れる自然な射 Chtr
N −→ Chtr ×C×C (C \N)× (C \N) は表現可能であり，Galois群が

GLr(ON )である有限 Galois étale被覆となる．

Hecke対応

KN = Ker
(
GLr(OAF

) −→ GLr(ON )
)
とし，KN で両側不変な Hの元全体を HN とお

く．HN は Chtr
N に correspondenceの線型和として作用する．より正確に述べると，次の

ようになる：

f ∈ HN に対し，fxがGLr(Ox)の特性関数 1GLr(Ox)の定数倍でないような素点 xの集合

を Tf と書く．f は gi ∈
∏

x/∈Tf
GLr(Ox)×

∏
x∈Tf

GLr(Fx)を用いて f =
∑

i λi1KN ·gi·KN

と表すことができる．各 gi に対して， étaleな correspondence

Γr
N (gi) −→ (Chtr

N ×C×C Chtr
N )×C×C (C \ Tf )× (C \ Tf )

を定めることができ（[Laf2], I.4c, Proposition 3 参照），f の作用はこの線型結合とする．

truncation

shtuka Ẽ = (E
j

↪−→ E ′ t←−↩ τE)のうち，deg E = dを満たすものを分類する代数スタック

を Chtr,d と書く．このとき，Chtr =
⨿

d∈Z Chtr,d である．

Chtr,dは，r ≥ 2のとき有限型ではない．これは階数 2以上のベクトル束のモジュライ空
間が有限型でないことに起因する．そこでベクトル束のモジュライの場合に倣い，shtuka
に対してHarder-Narasimhanフィルトレーションの類似物を用いることで，Chtr,dを有限

型の開部分スタックの合併として書くことを考える．

k を Fq 上の代数閉体とすると，k 上の shtuka Ẽ = (E
j

↪−→ E ′ t←−↩ τE)に対して，その
Harder-Narasimhanフィルトレーションと呼ばれる Ẽ のフィルトレーションと，canonical
polygonと呼ばれる上に凸な折れ線写像 pẼ : [0, r] −→ R (pẼ(0) = pẼ(r) = 0)を対応させ
ることができる（[Laf2] II.2b, Théorème 8）．pẼ は pと略記することも多い．

p : [0, r] −→ Rを p(0) = p(r) = 0を満たす折れ線写像とするとき，Chtr の開部分スタッ

ク Chtr,p≤p で次の条件を満たすものが唯一存在する：

k上の shtuka Ẽ について，pẼ ≤ pであることと Ẽ で決まる射 Spec k −→ Chtr

が Chtr,p≤p を経由することは同値である．
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さらに，Chtr,d,p≤p = Chtr,d ∩ Chtr,p≤p は Fq 上有限型になる．これにより，Chtr,d =∪
p Chtr,d,p≤p と有限型開部分スタックの合併で書くことができる．

レベルつきの場合も同様にして Chtr,p≤p
N , Chtr,d,p≤p

N を定めることができ，後者は有限型

になる．

注意 2.2

ここで定めたChtr,p≤pはHecke対応では保たれない．後にまた述べるが，これがLefschetz
跡公式の適用を困難にする 1つの要因である．

固定点の個数

a ∈ A×
F で deg a = 1となるものを固定する．このとき，Chtr

N/a
Z =

⨿
0≤d≤r−1 Chtr,d

N

である．このスタックのコホモロジー層（C \N ×C \N への自然な射による高次順像）の
交代和として得られるHN/a

Z × π1(C \N × C \N)の virtual表現

VN =
4r−4∑
ν=0

(−1)νHν
c

(
Chtr

N/a
Z)

を考える．VN を分解することで，

π ∈ {π}rN =（N の外で不分岐な尖点的保型表現全体）

に対応する σπ を構成したい．このためには，f × Frobn
x ∈ HN × π1(C \ N × C \ N)

の VN への作用のトレースを求めることが重要なステップである．以下では，幾何学的点

x ∈ (C ×C)(Fq)でのファイバー (Chtr,p≤p
N /aZ)x における f × Frobn

x の固定点の個数（よ

り正確には，Γr
N (gi)× Frobn

x の固定点の個数の線型和）

#Fixr,p≤p
x (f × Frobn

x)

を表す式を紹介する．この式と f ×Frobn
x の VN への作用のトレースを Lefschetz跡公式に

よって結びつけるのが次節以降の目標になる．

∞, 0 ∈ |C \ Tf |に対し，sを deg∞と deg 0の公倍数とし，s = deg∞· s′ = deg 0 · u′と
書く．また，∞, 0 ∈ C(Fq)を∞, 0の上にある幾何学的点とし，x = (∞, 0) ∈ (C ×C)(Fq)
とする．このとき，次が成り立つ：

定理 2.3

f ∈ HN を固定する．折れ線写像 pが十分上に凸であるとき，有限個の実数 cι, λι ≥ 0，
整数mι ≥ 0, 0 < rι, r

′
ι < r と GLrι

(AF ), GLr′
ι
(AF )の尖点的保型表現 πι, π′ι が存在し

て，deg∞, deg 0, sが十分大きいとき，周期関数

n 7−→ #Fixr,p≤p

Frobn(∞),0

(
f × Frobs/ deg x

Frobn(∞),0

)
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の平均は次の式で与えられる：∑
π∈{π}r

N

Trπ(f)q(r−1)s
(
z1(π∞)−s′

+ · · ·+ zr(π∞)−s′)(
z1(π0)

u′
+ · · ·+ zr(π0)

u′)
+

∑
ι

cιs
mιλs

ι

(
z1(π

′ι
∞)−s′

+ · · ·+ zr′
ι
(π′ι

∞)−s′)(
z1(π

ι
0)

u′
+ · · ·+ zrι

(πι
0)

u′)
．

この定理は，

i) (Chtr,p≤p
N )x の f × Frobn

x による固定点のアデール表示

ii) GLr についての fundamental lemma

iii) Arthur-Selberg跡公式
の 3つをまとめて書いたものであり，[Laf2]の主定理である．i), ii)については，Drinfeld
や Laumon らの仕事がほとんどそのまま拡張できるため，さほど難しくはない．iii) は，
shtukaの Harder-Narasimhanフィルトレーションによる truncationと Selberg跡公式に
おける Arthurの truncationが対応していることを証明する必要があり，かなり難解なも
のとなっている．

3 Lefschetz跡公式の復習

ここでは，kを分離閉体とし，すべてのスキームは k上有限型であり，直積は k上のファ

イバー積を指すものとする．スキーム X1, X2 に対し，properな射 a : Γ −→ X1 ×X2 を

X2 からX1 への correspondence（代数的対応）と呼ぶ．ai = pri ◦aとおく．
properな射 f : X2 −→ X1 は γf = f × Id: X2 −→ X1 ×X2 によって X2 から X1 への

correspondenceとみなせる．また，第 1成分と第 2成分を入れかえる射X1×X2 −→ X2×X1

を a : Γ −→ X1 ×X2 に合成したものは X1 から X2 への correspondenceになる．これを
taと書き，aの転置と呼ぶ．

3.1 最も簡単な場合

まず，位相幾何学などでもよく出てくる，「普通の」Lefschetz跡公式を紹介する（後の
都合上，少し一般化した形で述べる）．X1, X2を k上 properかつ smoothなスキームとす
る．di = dimXi とする．a : Γ −→ X1 ×X2 を（X2 からX1 への）correspondenceとし，
Γは k上 smoothかつ d2 次元であると仮定する．このとき，aは Xi の定数層係数コホモ

ロジーHν(Xi,Qℓ)間に次のように準同型を誘導する（これも aで表すことにする）：

Hν(X1,Qℓ)
a∗
1−−→ Hν(Γ,Qℓ)

a2∗−−→ Hν(X2,Qℓ)．

ここで a2∗ は a∗2 : H2d2−ν
(
X2,Qℓ(d2)

)
−→ H2d2−ν

(
Γ,Qℓ(d2)

)
の Poincaré双対である．

また，cl(Γ) = a∗(1) ∈ H2d1
(
X1 ×X2,Qℓ(d1)

)
を Γの cycle classとすると，projection

formulaより a2∗
(
a∗1(x)

)
= pr2∗

(
a∗a

∗(pr∗1(x)
))

= pr2∗
(
pr∗1(x) ∪ cl(Γ)

)
を得る．
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定理 3.1

a : Γ1 −→ X1 ×X2, b : Γ2 −→ X1 ×X2 を correspondenceとする．Γ1, Γ2 はそれぞれ

d2 次元，d1 次元で smoothであるとするとき，次が成り立つ：

Tr
(
tb ◦ a;H∗(X1,Qℓ)

)
=

⟨
cl(Γ2), cl(Γ1)

⟩
X1×X2

．

ここで ⟨ , ⟩X1×X2
はカップ積による pairingを表し，Tr

(
tb ◦ a;H∗(X1,Qℓ)

)
はトレース

の交代和
∑2d1

ν=0(−1)ν Tr
(
tb ◦ a;Hν(X1,Qℓ)

)
を表す．

注意 3.2

上の定理において X1 = X2, a = γf , b = ∆X = γIdX
とすると，tb ◦ a = f∗ であり，⟨

cl(Γ2), cl(Γ1)
⟩

X×X
は重複度を込めた f の固定点の個数であるから，上の定理は位相幾何

学などでよく知られている Lefschetzの固定点定理に他ならない．

この定理は Poincaré双対定理と Künneth分解定理から形式的に従う．

注意 3.3

より一般に，u ∈ H2d1
(
X1 × X2,Qℓ

)
は x 7−→ pr2∗

(
pr∗1(x) ∪ u

)
によってコホモロ

ジー間の写像 u∗ : Hν(X1,Qℓ) −→ Hν(X2,Qℓ) を定める．v ∈ H2d2
(
X1 × X2,Qℓ

)
は

x 7−→ pr1∗
(
pr∗2(x) ∪ v

)
によって v∗ : Hν(X2,Qℓ) −→ Hν(X1,Qℓ)を定める．これらにつ

いても，次の跡公式が成立する：

Tr
(
v∗ ◦ u∗;H∗(X1,Qℓ)

)
=

⟨
u, v

⟩
X1×X2

3.2 Lefschetz-Verdier跡公式

上に述べた定理 3.1では，Xi および Γi の smoothnessという強い仮定がついていたが，
Poincaré双対定理の代わりにVerdier双対定理を利用することで Lefschetz跡公式を大きく
一般化することができる．それがここで述べる Lefschetz-Verdier跡公式である．

3.2.1 圏Db
ctf (X, Λ)と 6つの関手

以下ではΛを Z/ℓk, Zℓ, Qℓ, Qℓのいずれかとする．スキームXに対し，X上のΛ加群層
の複体でコホモロジーが有界かつ構成可能層であるもののなす導来圏をDb

c(X,Λ)と書く．
また，そのなかで torsion次元が有限である複体のなす充満部分圏を Db

ctf(X,Λ)と書く．
Db

ctf(X,Λ)は 6つの関手で保たれる．すなわち，有限型である射 f : X −→ Y に対し，f∗,
f!はDb

ctf(X,Λ)からDb
ctf(Y,Λ)の関手になり，f∗, f !はDb

ctf(Y,Λ)からDb
ctf(X,Λ)の関手

になる．また，L1, L2 ∈ objDb
ctf(X,Λ)に対し，RHom(L1, L2), L1

L
⊗L2 ∈ objDb

ctf(X,Λ)
である．

K ∈ Db
ctf(Spec k,Λ) は射影的 Λ 加群の有界複体と同型であり，したがって K の自己

準同型のトレースを考えることができる．この事実は主に L ∈ Db
ctf(X,Λ)であるときに，

RΓ(X,L)あるいは RΓc(X,L)に適用する．
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Xをスキームとし，構造射を f : X −→ Spec kとする．このとき，KX = f !Λとおく．ま
た，DX(L) = RHom(L,KX)とおく．上に述べたことから，DX は圏Db

ctf(X,Λ)を保つ．

以下で用いる Künneth同型を復習しよう．f1 : X1 −→ Y1, f2 : X2 −→ Y2を有限型であ

る射とし，f = f1 × f2 : X1 ×X2 −→ Y1 × Y2 をその直積とする．Li ∈ Db
ctf(Xi,Λ)に対

し，L1

L
� L2 = pr∗1 L1

L
⊗ pr∗2 L2 ∈ Db

ctf(X1 ×X2,Λ)と定める．

命題 3.4

Li ∈ Db
ctf(Xi,Λ), Ki ∈ Db

ctf(Yi,Λ)に対し，次が成り立つ：

i) f∗(K1

L
�K2) ∼= (f∗1K1)

L
� (f∗2K2)．

ii) f !(K1

L
�K2) ∼= (f !

1K1)
L
� (f !

2K2)．

iii) f∗(L1

L
� L2) ∼= (f1∗L1)

L
� (f2∗L2)．

iv) f!(L1

L
� L2) ∼= (f1!L1)

L
� (f2!L2)．

3.2.2 cohomological correspondence

定義 3.5

X1, X2 をスキームとし，Li ∈ objDb
ctf(Xi,Λ)とするとき，Hom(pr∗1 L1,pr!2 L2)の元

を L1 から L2 への cohomological correspondenceという．その全体を Coh-corr(L1, L2)
と書くことにする．

注意 3.6

上の設定において，

DX1
L1

L
� L2 = R Hom(L1,KX1

)
L
�R Hom(Λ, L2) = R Hom(L1

L
� Λ,KX1

L
� L2)

= R Hom(pr∗1 L1,pr!2 L2)

である（最後の等号に命題 3.4 ii)を用いた）から，cohomological correspondenceはDX1
L1

L
�

L2 のX1 ×X2 上の sectionとみなすこともできる．

定義 3.7

a : Γ −→ X1 × X2 を correspondence とするとき，Hom(a∗1L1, a
!
2L2) の元を a に

サポートをもつ L1 から L2 への cohomological correspondence という．その全体を
Coh-corr(a;L1, L2)と書くことにする．
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自然な写像

Coh-corr(a;L1, L2) = Hom(a∗1L1, a
!
2L2) = Hom(pr∗1 L1, a∗a

! pr!2 L2)

= Hom(pr∗1 L1, a!a
! pr!2 L2) −→ Hom(pr∗1 L1,pr!2 L2)

= Coh-corr(L1, L2)

により，Coh-corr(a;L1, L2)の元は Coh-corr(L1, L2)の元を定める．

RHom(a∗1L1, a
!
2L2) = a!RHom(pr∗1 L1,pr!2 L2) = a!(DX1

L1

L
� L2)であるから，aにサ

ポートをもつ cohomological correspondenceは a!(DX1
L1

L
� L2)の Γ上の sectionとみな

すこともできる．

3.2.3 押し出し

fi : Xi −→ X ′
i を射とし，a : Γ −→ X1 ×X2, a

′ : Γ′ −→ X ′
1 ×X ′

2 を correspondenceと
し，下図左のような可換図式が存在するとする．このとき，Γ′′ = (X ′

1 ×X ′
2)×X1×X2

Γと
おき，下図右の通りに i, a′′, g′ を定める：

X1 ×X2

f1×f2

��

Γ
aoo

g

��
X ′

1 ×X ′
2 Γ′,

a′
oo

X1 ×X2

f1×f2

��

Γ′′a′′
oo

g′

��

Γ

a

vv
ioo

g
����

��
��

��

X ′
1 ×X ′

2 Γ′a′
oo

そして，L1, L2 ∈ objDb
ctf(X

′,Λ)に対し，押し出し

(f1 × f2)∗ : Coh-corr(a′;L1, L2) −→ Coh-corr(a; f1!L1, f2∗L2)

を次で定める：

Coh-corr(a;L1, L2) = H0
(
Γ, a!(DX1

L1

L
� L2)

)
= H0

(
Γ′′, i!i

!a′′!(DX1
L1

L
� L2)

)
adj−−→ H0

(
Γ′′, a′′!(DX1

L1

L
� L2)

)
= H0

(
Γ′, g′∗a

′′!(DX1
L1

L
� L2)

)
∼= H0

(
Γ′, a′!(f1 × f2)∗(DX1

L1

L
� L2)

) ∼= H0
(
Γ′, a′!(f1∗DX1

L1

L
� f2∗L2)

)
∼= H0

(
Γ′, a′!(DX′

1
(f1!L1)

L
� f2∗L2)

)
= Coh-corr(a′; f1!L1, f2∗L2)．

注意 3.8

特にX1 = X2 = Spec k，a = a′ = IdSpec k のときは，上の構成によって

Coh-corr(L1, L2) −→ Hom
(
RΓc(X1, L1), RΓ(X2, L2)

)
を得る（この写像は実は同型である）．これによる u ∈ Coh-corr(L1, L2)の像を u∗と書く．
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さらにX1 が k上 properである場合は，u∗ は次の合成と一致する：

RΓ(X1, L1)
pr∗1−−→ RΓ(X1 ×X2,pr∗1 L1)

u∗−−→ RΓ(X1 ×X2,pr!2 L2)

= RΓ(X2,pr2∗ pr!2 L2)
adj−−→ RΓ(X2, L2)．

3.2.4 pairing

a : Γ1 −→ X1×X2, b : Γ2 −→ X1×X2を 2つの correspondenceとし，Ξ = Γ1×X1×X2
Γ2

とおく．c : Ξ −→ X1×X2を自然な射とし，Li ∈ objDb
ctf(Xi,Λ)とする．このとき，以下

のように pairing

⟨ , ⟩Ξ : Coh-corr(a;L1, L2)⊗ Coh-corr(tb;L2, L1) −→ H0(Ξ,KΞ)

を定める：

P = DX1
L1

L
�L2, Q = L1

L
�DX2

L2とおく．Künneth同型 c!(a
!P

L
�b!Q) ∼= a!a

!P
L
⊗b!b!Q

と adjunction map a!a
!P

L
⊗b!b!Q −→ P

L
⊗Qを合成することで，射 c!(a

!P
L
�b!Q) −→ P

L
⊗Q

ができる．これから adjointにより a!P
L
� b!Q −→ c!(P

L
⊗Q)が得られ，c∗を施してもう一

度 Künneth同型を使うと，a∗a
!P

L
� b∗b

!Q −→ c∗c
!(P

L
⊗Q) が得られる．また，

P
L
⊗Q = (DX1

L1

L
� L2)

L
⊗ (L1

L
�DX2

L2) = (DX1
L1

L
⊗ L1)

L
� (L2

L
⊗DX2

L2)

ev
L
� ev−−−−→ KX1

L
�KX2

= KX1×X2

より P
L
⊗Q −→ KX1×X2

が定まる．この 2つの射を組み合わせて

a∗RHom(a∗1L1, a
!
2L2)

L
� b∗RHom(b∗2L2, b

!
1L1) −→ c∗c

!KX1×X2
= c∗KΞ

を得る．これのH0 をとることで ⟨ , ⟩Ξ が得られる．

注意 3.9

X1 = X2 = Γ1 = Γ2 = Spec k, a = b = Idの場合は，L1, L2 は Λ加群の複体であり，
Coh-corr(a;L1, L2) = Hom(L1, L2), Coh-corr(tb;L2, L1) = Hom(L2, L1)である．さらに，
H0(Ξ,KΞ) = H0(Spec k,Λ) = Λであり，⟨u, v⟩Ξ = Tr(v ◦ u)となる．

上の pairingは étale局所化と可換である．すなわち，次の命題が成り立つ：

命題 3.10

X1, X2, Γ1, Γ2, Ξを上の通りとし，下図の左の cartesian diagram上 étaleな（必ずし
も cartesianでない）右の diagramが与えられているとする．

Γ2

b

��

Ξoo

��
X1 ×X2 Γ1,a

oo

Γ′
2

b′

��

Ξ′oo

��
X1 ×X2 Γ′

1
a′

oo
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このとき，次の図式が可換になる：

Hom(a∗1L1, a
!
2L2)⊗Hom(b∗2L2, b

!
1L1)

⟨ , ⟩Ξ //

��

H0(Ξ,KΞ)

��
Hom(a′∗1 L1, a

′!
2L2)⊗Hom(b′∗2 L2, b

′!
1L1)

1⃝ // H0(Ξ′,KΞ′)

ここで，縦の写像はいずれも制限写像である． 1⃝について述べる．Ξ′′ = Γ′
1 ×X1×X2

Γ′
2

とおくと，上と同様にして Hom(a′∗1 L1, a
′!
2L2) ⊗ Hom(b′∗2 L2, b

′!
1L1) −→ H0(Ξ′′,KΞ′′) が

得られる（pairingの構成には a, bの propernessは使わなかったことに注意）．これと自
然な写像H0(Ξ′′,KΞ′′) −→ H0(Ξ′,KΞ′)（Ξ′は Ξ′′上 étaleであることに注意）を合成し
て得られるのが 1⃝である．

3.2.5 押し出しと pairingの両立性

次の定理は cohomological correspondenceの押し出しと上の pairingが両立することを
主張しており，Lefschetz-Verdier跡公式の核となるものである：

定理 3.11 （[SGA5], Exposé III A, Théorème 4.4）
X1, X2, Γ1, Γ2, a, b, Ξをこれまでの通りとする．また，スキームX ′

1, X
′
2 に対しても

Γ′
1, Γ′

2, a
′, b′, Ξ′を同様に定める．fi : Xi −→ X ′

i, gi : Γi −→ Γ′
iを，下の図式を可換にす

るような射とする：
Γ1

a //

g1

��

X1 ×X2

f1×f2

��

Γ2
boo

g2

��
Γ′

1
a′

// X ′
1 ×X ′

2 Γ2
b′oo

さらに，fi は properであるとする．このとき，次は可換になる：

Coh-corr(a;L1, L2)⊗ Coh-corr(tb;L2, L1)
⟨ , ⟩Ξ //

1⃝
��

H0(Ξ,KΞ)

2⃝
��

Coh-corr(a′; f1∗L1, f2∗L2)⊗ Coh-corr(tb′; f2∗L2, f1∗L1)
⟨ , ⟩Ξ′ // H0(Ξ′,KΞ′)

ここで 1⃝は押し出しのテンソル積である（fiが properなので fi!L1 = fi∗L1となる）． 2⃝
は properな射 h : Ξ −→ Ξ′ によって定まる射 h∗KΞ = h!h

!KΞ′ −→ KΞ′ から誘導される

写像である．

3.2.6 Lefschetz-Verdier跡公式

X1, X2, Γ1, Γ2, a, b, L1, L2, Ξを上の通りとする．
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定義 3.12

Dを Ξの開部分スキームで k上 properであるもの（例えば Ξが properであるときの

連結成分）とする．このとき，⟨ , ⟩Ξと ρD : H0(Ξ,KΞ) −→ H0(D,KD)
H0(adj)−−−−−→ Λ を合

成して得られる写像を locD と書く．u ∈ Coh-corr(a;L1, L2), v ∈ Coh-corr(tb;L2, L1)に
対して，locD(u, v)を local termと呼ぶ．

注意 3.13

命題 3.10より，locD(u, v)は Dの étale近傍での Γ1, Γ2, a, b, L1, L2, u, vの様子のみ
によって決まる．

定理 3.14（Lefschetz-Verdier跡公式）

X1, X2 が k 上 properであるとき，u ∈ Coh-corr(a;L1, L2), v ∈ Coh-corr(tb;L2, L1)
について次が成り立つ：

Tr
(
v∗ ◦ u∗;RΓ(X1, L1)

)
= locΞ(u, v) =

∑
D∈π0(Ξ)

locD(u, v)．

証明 定理 3.11において X ′
i = Γ′

i = Spec k, a′ = b′ = Id, fi : Xi −→ Spec k, gi : Γi −→
Spec kを構造射とすると，注意 3.9と合わせて次の可換図式を得る：

Coh-corr(a;L1, L2)⊗ Coh-corr(tb;L2, L1)
⟨ , ⟩Ξ //

��

H0(Ξ,KΞ)

ρΞ

��
Hom

(
RΓ(X1, L1), RΓ(X2, L2)

)
⊗Hom

(
RΓ(X2, L2), RΓ(X1, L1)

)
Tr ◦合成

// Λ

定理はこれより直ちに従う．

例 3.15

3.1 節で既に扱った，X1, X2 が proper smooth かつ L1, L2 = Λ の場合を Lefschetz-
Verdier 跡公式の立場から考察してみよう．di = dimXi, d = d1 + d2 とおく．また，

fi : Xi −→ Spec k を構造射とする．a : Γ1 −→ X1 × X2 を correspondence とし，Γ1 が

normalかつ dimΓ1 = nを満たしていると仮定する．

このとき，Γの trace map (f2 ◦ a2)!Λ −→ Λ(−d2)[−2d2]が存在し，これから adjointで
定まる射 Λ −→ a!

2Λは Coh-corr(a; Λ,Λ)の元を定める．これを cl(a)と書く．

Coh-corr(a; Λ,Λ) = Hom(a∗1Λ, a
!
2Λ) = Hom(Λ, a! pr!2 Λ) = H2d1

(
Γ1, a

!Λ(d1)
)

であり，aが closed immersionのときは cl(a) ∈ H2d1
(
Γ1, a

!Λ(d1)
)

= H2d1
Γ1

(X1×X2,Λ(d1)
)

は Γ1 の refined cycle class となる．また，一般の correspondence a に対して，cl(a) の
Coh-corr(Λ,Λ) = H2d1

(
X1 ×X2,Λ(d1)

)
での像は 3.1節で用いた cl(Γ1)に他ならない．
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b : Γ2 −→ X1 ×X2 を別の correspondenceとし，Γ2 が normalかつ dimΓ1 = d1 である

と仮定すると，上と同様にして cl(tb) ∈ Coh-corr(tb; Λ,Λ) = H2d2
(
Γ2, b

!Λ(d2)
)
が定まる．

これのH2d2
(
X1 ×X2,Λ(d2)

)
での像は cl(Γ2)に等しい．

このとき，pairing ⟨ , ⟩Ξ は

H2d1
(
Γ1, a

!Λ(d1)
)
⊗H2d2

(
Γ2, b

!Λ(d2)
)
−→ H2d

(
Ξ, a!Λ(d1)

L
⊗ b!Λ(d2)

)
= H2d

(
Ξ, c!Λ(d)

)
= H0

(
Ξ,KΞ

)
となる．Lefschetz-Verdier跡公式の右辺はこれに trace map ρΞ : H0

(
Ξ,KΞ

)
−→ Λを合成

したものである．

一方，ρΞ は次のように分解する：

H0
(
Ξ,KΞ

)
−→ H0(X1 ×X2,KX1×X2

) = H2d
(
X1 ×X2,Λ(N)

) ρX1×X2−−−−−→ Λ．

これについて可換図式

H2d1
(
Γ1, a

!Λ(d1)
)
⊗H2d2

(
Γ2, b

!Λ(d2)
) ⟨ , ⟩Ξ //

��

H0(Ξ,KΞ)

��

ρΞ

&&NNNNNNNNNNNNN

H2d1
(
X1 ×X2,Λ(d1)

)
⊗H2d2

(
X1 ×X2,Λ(d2)

)
∪

// H2d
(
X1 ×X2,Λ(d)

)
ρX1×X2

// Λ

を考えれば，

locΞ

(
cl(a), cl(tb)

)
= ρΞ

(⟨
cl(a), cl(tb)

⟩
Ξ

)
= ρX1×X2

(
cl(Γ1) ∪ cl(Γ2)

)
=

⟨
cl(Γ1), cl(Γ2)

⟩
X1×X2

=
⟨
cl(Γ2), cl(Γ1)

⟩
X1×X2

となり，定理 3.1の右辺と確かに一致している．
なお，a, bが closed immersionであり，p ∈ Ξが Ξの孤立点の場合，locp

(
cl(a), cl(tb)

)
は pにおける Γ1 と Γ2 の交叉重複度に一致することも上の議論から分かる．

注意 3.16

上の例において，cl(a), cl(tb)の構成にはXiの propernessは不要である（nonproperの
場合を後に用いる）．

例 3.17

X1, X2 を proper とは限らないスキームとし， j1 : X ↪−→ X1, j2 : X2 ↪−→ X2 をそ

れらのコンパクト化とする．a : Γ −→ X1 × X2 を correspondenceとし，a1 が properで
あると仮定する．a のコンパクト化 a : Γ −→ X1 × X2 を 1 つとり，自然な包含写像を
jΓ1

: Γ ↪−→ Γ とおく．Li ∈ objDb
ctf(Xi,Λ) とすると，u ∈ Coh-corr(a;L1, L2) に対し，

j!u ∈ Coh-corr(a; j1!L1, j2!L2)が次のようにして得られる：

j!u : a∗1j1!L1
1⃝−−→ j!a

∗
1L1

j!(u)−−−→ j!a
!
2L2 −→ a!

2j2!L2．
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ただし， 1⃝は次のようにして定まる：adjunction map L1 −→ a1∗a
∗
1L1 に j! を施して，

j1!L1 −→ j1!a1∗a
∗
1L1 = j1!a1!a

∗
1L1 = a1!j!a

∗
1L1 = a1∗j!a

∗
1L1 を得る．これから adjointに

よって得られる射が 1⃝である．

例 3.18

X1, X2, L1, L2を例 3.17の通りとする．a : Γ1 −→ X1×X2, b : Γ2 −→ X1×X2を 2つ
の correspondenceとし，a1, b2 が properであると仮定し，それぞれのコンパクト化をと
る．このとき，

jΓ1 !
: Coh-corr(a;L1, L2) −→ Coh-corr(a; j1!L1, j2!L2),

jΓ2 !
: Coh-corr(tb;L2, L1) −→ Coh-corr(tb; j2!L2, j1!L2)

が存在する．Ξ = Γ1 ×X1×X2
Γ2, Ξ = Γ1 ×X1×X2

Γ2とおき，Ξが k上 properであると仮
定する．このとき，u ∈ Coh-corr(a;L1, L2), v ∈ Coh-corr(tb;L2, L1)をとり，jΓ1!

u, jΓ2!
v

に Lefschetz-Verdier跡公式を適用すると次のようになる：

Tr
(
(jΓ2!

v)∗ ◦ (jΓ1!
u)∗;RΓc(X1, L1)

)
= locΞ(u, v) +

∑
D∈π0(Ξ\Ξ)

locD

(
jΓ1!

u, jΓ2!
v
)
．

ここで命題 3.10より従う等式 locΞ

(
jΓ1!

u, jΓ2!
v
)

= locΞ(u, v)を用いた．

3.3 Deligne予想

前節の例 3.18 において proper とは限らないスキームの跡公式を述べたが，そこには∑
D∈π0(Ξ\Ξ) locD

(
jΓ1!

u, jΓ2!
v
)
という，コンパクト化に依存した「無限遠部分の寄与」が現

れた．本節で述べる Deligne予想とは，大雑把に言えば，考えているスキームが有限体上
定義されるとき，correspondenceに Frobenius射を十分合成するとこの寄与が消えること
を主張するものである．

3.3.1 設定と主張

以下では，すべてのスキームは Fq 上有限型であり，Fq 上定義されているとする．また，

スキーム間の射も Fq 上定義されているとする．Frobで Fq 上の相対 Frobenius射を表す．

まず設定を述べる．X を properなスキームとし，a : Γ −→ X × X を correspondence
とする．aに対し，Frobn ∗aを (Frobn ∗a)1 = Frobn ◦a1, (Frobn ∗a)2 = a2 を満たす cor-
respondenceとして定める．また，Fix aを aと∆X : X −→ X ×X のX ×X 上のファイ
バー積とする．j : U ↪−→ X をX の開部分スキームで次の条件を満たすものとする：

aU : ΓU −→ U ×U を aの U ×U への制限とするとき，aU1は properである．

L ∈ objDb
ctf(U,Qℓ)とする．
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注意 3.19

前節まででは a : Γ1 −→ X1 ×X2, b : Γ2 −→ X1 ×X2 について跡公式を定式化したが，

ここでは [Fu1]等に従いX1 = X2 = X, L1 = L2 = L, b = ∆X の場合に限っている（以下

の議論から分かるように，これは必要な制限である）．後に少し一般化を行う．

まず，十分大きな nに対しては Fix(Frobn ∗aU )は孤立点のみからなることを証明しよ
う．これは Zinkの補題と呼ばれている．

補題 3.20 （[Zi] Lemma 2.3, [Pi] Lemma 7.1.2）
nを自然数とする．aU2が準有限射であり，その degreeがいたるところで qnより小さ

いとき，Fix(Frobn ∗aU )は孤立点のみからなる．

証明 Fix(Frobn ∗aU )が既約な曲線Cを含んでいると仮定し，その U における像をC ′と

する．このとき，Frobn ◦aU1 : C −→ C ′の次数は qn以上であり，したがって aU2 : C −→ C ′

の次数より大きいので，C 上で Frobn ◦aU1 = aU2 となっていることに矛盾する．

定義 3.21（naive local term）

aU2が準有限射であるとする．P を Fix aU の孤立点とし，Q = a1(P ) = a2(P )とおく．
u ∈ Coh-corr(aU ;L)に対し，

LQ = (a∗U1L)P
uP−−→ (a!

U2L)P ↪−→
⊕

P ′∈a−1
U2(Q)

(a!
U2L)P ′ = (aU2!a

!
U2L)Q

adj−−→ LQ

の合成のトレースを naive-locP (u)と書き，naive local termと呼ぶ．

注意 3.22

locP は P の étale近傍のみによって定まっていたが，naive-locP はさらに強く aなど

の P 上への制限のみから定まっている．特に，La1(P ) = 0ならば naive local termは 0で
ある．

local termと naive local termは必ずしも一致しない（むしろ一致しない場合が多い）．
例えば，U が smooth，aが properな射 f : U −→ U のグラフ γf であり，L = Qℓであると

する．P を Fix γf の孤立点とする．u = cl(γf ) = IdQℓ
∈ Coh-corr(γf ; Qℓ)に対し，locP (u)

は P における γf と ∆X の交叉重複度に等しい（例 3.15）が，一方 naive-locP (u) = 1で
ある．

すぐ後に述べる Deligne予想は，aに Frobを十分合成すると local termと naive local
termが一致するという主張を含んでいるが，これは上記の場合には Frobn ∗γf が∆X と横

断的に交わるという主張に相当する．

定理 3.23（Deligne予想）

記号は全て上述の通りとし，aU2が準有限射であると仮定する．このとき，十分大きい
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nに対して次が成り立つ：

任意の u ∈ Coh-corr(Frobn ∗aU , L)に対し，

Tr
(
(j!u)∗;RΓc(U,L)

)
=

∑
P∈Fix(Frobn ∗a)

naive-locP (u)．

例 3.24

定理 3.23 の最も有名な例を 1 つ挙げる．X = P1
Fq

, U = A1
Fq
とし，fU : A1 −→ A1

を x 7−→ x + 1 で，f をその P1 への自然な延長で定める．このとき，fU の固定点は

存在しないが，Tr
(
f∗U ;H∗

c (U,Qℓ)
)

= 1 となり定理の等式は成立しない．しかし fU を

Frob ◦fU に換えると，固定点は q 個でそれら全てに対して naive local termは 1であり，
また Tr

(
(Frob ◦fU )∗;H∗

c (U,Qℓ)
)

= qとなるので，この場合定理の等式は成立する．

定理 3.23はその名称通り Deligneによって予想されたものであるが，Deligneがこの予
想を述べた文献を筆者は知らない．a = ∆X の場合，すなわち Frobについての跡公式は
[SGA4 1/2], [Rapport]や [SGA5], Exposé XIIなどで（もちろんDeligneの予想よりも先行
して）得られており，さほど難しいものではない．Weil予想の証明に用いられるのはこの
跡公式である．X が 1次元 smoothの場合は [SGA5] Exposé III Bにおいて Illusieが証明
を与えている．また，U が 2次元 smoothで Lがモノドロミー有限な smooth層の場合は
Zink（[Zi]）によって証明されており，X が一般次元の場合は，Pink（[Pi]）により特異点
解消の存在を仮定した証明が得られている（Shpizも独立に証明を得ていたそうであるが，
論文は現時点では出版されておらず筆者は未確認である）．そして完全に一般の設定のもと

での特異点解消を仮定しない最終的な解決は，藤原氏の論文 [Fu1]においてなされた．藤
原氏の証明方針は，Illusieの最初の証明を踏襲した Pinkらの結果と大きく異なっており，
Deligne予想が成立する根源的な理由の 1つを明らかにしている．本節ではそれを概観す
ることにする．なお，以下の記述は藤原氏の講演に強く影響を受けていることを明記して

おく．

[Fu1]の証明は，大まかには次の 2つの部分に分かれている：
(†) K ∈ objDb

ctf(X,Qℓ) とする．a が D ∈ π0(Fix a) のまわりで「縮小的」であると
きに，u ∈ Coh-corr(a;K) に対し locD(u) = naive-locD(u) を証明する（ここで，
D ∈ π0(Fix a)が孤立点でない場合にも naive local termの定義を拡張する必要があ
る．下記の定義参照）．

(‡) nが十分大きいときには，Frobn ∗aはX \U およびD ∈ Fix(Frobn ∗aU )のまわりで
「縮小的」になる．

ここで，Coh-corr(a;K,K) のことを Coh-corr(a;K) と略記した．また，δX = IdK ∈
Coh-corr(∆X ,K) = Hom(K,K)とおき，locD(u, δX)のことを locD(u)と書いた．

D ∈ π0(Fix a)が孤立点でない場合の naive local termの定義は次の通りである：
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定義 3.25（孤立点とは限らない場合の naive local term）

記号はすべて上記の通りとする．ただし a2U が準有限射であることは仮定しない．D ∈
π0(Fix a) に対し，D′ = a1(D) = a2(D) とおき，u ∈ Coh-corr(a;K) に対して u|D ∈
Coh-corr(a|D;K|D′)を

(a|D)∗1K|D′ = (a|D)∗1i
∗
D′K = i∗Da

∗
1K

i∗Du−−→ i∗Da
!
2K = i′′∗i′∗a!

2K

= i′′∗a′!2 i
∗
D′K = (a|D)!2K|D′

の合成と定め， さらに naive-locD(u) = Tr
(
u|D∗;RΓ(D′,K|D′)

)
と定める．

ただし，iD : D ↪−→ Γ, iD′ : D′ ↪−→ X とする．また，i′, i′′, a′2 は下の図式（正方形は
cartesianである）から定まるものとする：

Γ

a2

��

D′′i′oo

a′
2

��

D
i′′oo

(a|D)2~~||
||

||
||

iD

yy

X D′
iD′oo

なお，j!L|U = 0より naive-locX\U (j!u) = 0である（注意 3.22）ので，(†), (‡)から定理
3.23は次のように簡単に導くことができる：nを補題 3.20および (‡)の条件を満たすよう
に十分大きくとり，(X, j!L, j!u)に対する Lefschetz-Verdier跡公式と (†)を適用すると，

Tr
(
(j!u)∗;RΓc(U,L)

)
= locX\U (j!u) +

∑
P∈Fix(Frobn ∗a)

locP (u)

= naive-locX\U (j!u) +
∑

P∈Fix(Frobn ∗a)

naive-locP (u)

=
∑

P∈Fix(Frobn ∗a)

naive-locP (u)

となり示すべき等式が従う．

3.3.2 縮小的な correspondenceとリジッド幾何

まずは (†)について述べる．C上の多様体の場合，縮小的な correspondence aに対する
local termが簡単になるという事実は以前から知られていた（例えば [G-M]参照）．それは
次のような議論に基づく：

X をコンパクトな解析多様体とする．簡単のため aが f : X −→ X のグラフとして得ら

れる場合を扱う．D ∈ π0(Fix f)のまわりで f が縮小的であるとき，Dの開近傍系 {Vi}i≥0

で，

• · · · ⊃ Vi−1 ⊃ Vi ⊃ Vi+1 ⊃ · · · ,
• f(Vi) ⊂ Vi+1,

19



•
∩
V i = D（V i は Vi の閉包）

となるものがとれる．fi, f i, gi, ji, vi を次の図式で定める：

Vi+1
ji //

fi+1

��

Vi

fi

��

gi

~~}}
}}

}}
}}

vi // V i
//

fi

��

X

f

��
Vi+1

ji // Vi

vi // V i
// X

u ∈ Coh-corr(a;K) = Hom(f∗K,K)に対して u|Vi
: f∗i (K|Vi

) = (f∗K)|Vi
−→ K|Vi

とし，

ji∗(u|Vi
) : f

∗
i ji∗(K|Vi

) −→ ji∗f
∗
i (K|Vi

)
ji∗(u|Vi

)
−−−−−→ ji∗(K|Vi

)

として ji∗(u|Vi
) ∈ Coh-corr

(
a|V i

; ji∗(K|Vi
)
)
を定める．この cohomological correspondence

に対して Lefschetz-Verdier跡公式を使う（V i はコンパクトである！）と，

Tr
(
(u|Vi

)∗;RΓ(Vi,K|Vi
)
)

=
∑

D∈π0(Fix a),

D⊂V i

locD

(
ji∗(u|Vi

)
)

が得られる．ここで， 1⃝を

RΓ(Vi+1,K|Vi+1
)

g∗
i−−→ RΓ

(
Vi, g

∗
i (K|Vi+1

)
)

= RΓ
(
Vi, f

∗
i (K|Vi

)
) RΓ(u|Vi

)
−−−−−−→ RΓ(Vi,K|Vi

)

から誘導される準同型とすると，次の図式

Hν(Vi,K|Vi
)

(u|Vi
)∗ //

j∗
i

��

Hν(Vi,K|Vi
)

j∗
i

��
Hν(Vi+1,K|Vi+1

)
(u|Vi+1 )∗

//
1⃝

44iiiiiiiiiiiiiiiii
Hν(Vi+1,K|Vi+1

)

が可換になり，これと lim−→
i

Hν(Vi,K|Vi
) = Hν(D,K|D)であることから，左辺は

naive-locD(u) = Tr
(
(u|D)∗;RΓ(D,K|D)

)
に等しい（下の補題参照）．

補題 3.26 （[Fu1], Lemma 3.2.10）
kを標数 0の体とする．{Wi}i∈Nを k上の有限次元ベクトル空間の帰納系とし，transition

mapをWi
vi−−→Wi+1とする．また，fi : Wi −→Wiを帰納系の間の射とし，f : lim−→

i

Wi −→

lim−→
i

Wi を帰納極限に誘導される線型写像とする．さらに次の 2つを仮定する：

i) gi : Vi+1 −→ Vi で fi+1 = gi ◦ vi, fi+1 = vi ◦ gi を満たすものが存在する．

ii) W = lim−→
i

Wi は有限次元である．

このとき，Tr(fi;Wi) = Tr(f,W )が成り立つ．
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証明 まず，W = 0の場合に帰着する．Wi −→W の核をW ′
i , 像をW ′′

i とおくと，{W ′
i},

{W ′′
i } は帰納系になり，補題の条件 i) および lim−→

i

W ′
i = lim−→

i

W ′′
i = 0 を満たす．よって，

W = 0 の場合の命題が示されていたとすると，Tr(f ′i ;W
′
i ) = Tr(f ′′i ;W ′′

i ) = 0 となり，
Tr(fi;Wi) = Tr(f ;W )が従う．
次に，W = 0の場合を証明する．fiが羃零であることを証明すればよい．Wiに FsWi =

Ker(vi+s ◦ vi+s−1 ◦ · · · ◦ vi)としてフィルトレーション F• を入れる．W = 0であるから，
十分大きい sに対して FsWi = Wi である．また，fm = gm ◦ vm = vm−1 ◦ gm−1 = fm−1

より，F• は fi で保たれる．

vi+s−1 ◦ · · · ◦ viによって (GrsWi, fi)は (Ker vi+s, fi+s)の部分空間とみなすことができ
る．また，fi+s = gi+s ◦ vi+sより，fi+sはKer vi+s上零写像である．これより，fiはGrs

上零写像であり，したがってWi 上羃零である．

また，
∩
V i = Dから，十分大きな iに対して右辺は locD

(
ji∗(u|Vi

)
)

= locD(u)に等し
い．これより locD(u) = naive-locD(u)が得られる．

この議論においては，

• V i の Lefschetz-Verdier跡公式

• コホモロジーの連続性 lim−→
i

Hν(Vi,K|Vi
) = Hν(D,K|D)

の 2つが本質的であったことに注意しよう．特に，V iは一般には解析多様体とはならない

ので，このような空間（劣解析的集合）に対しても跡公式を証明しておくことが肝要である．

上記の議論をスキームに対して適用したいのであるが，correspondenceが縮小的である
ことを定義するにあたって，通常の代数幾何で用いられる Zariski位相や étale位相では不
十分である．「閉包をとる」という操作で開集合が大きくなりすぎてしまい，上記のような

f(V i) ⊂ Vi+1という状況が滅多に起こらないのである．そこで，V = Fq[[T ]]上のXの「自

明な変形」X⊗Fq
V を考え，その生成ファイバーの T 進位相によってX上の correspondence

の縮小性をはかるというのが基本的なアイデアである．縮小的対応を定義する前に，具体

例を一つ見ておこう：

例 3.27

例 3.24を correspondenceの縮小性によって解釈してみよう．yを∞ ∈ P1における局所

座標とすると，f(y) = y/(y+ 1)となるので，十分小さい εに対し |y| = εとすると（|y|は
yの T 進絶対値を表す）|f(y)| = εとなる．これは f が∞のまわりで縮小的ではないこと
を示しており，これが定理 3.23の等式が成立していない理由の 1つであると考えられる．
一方，Frob ◦f(y) = yp/(y + 1)pとなるので，|y| = εに対し |f(y)| = εp ≪ εとなり，∞

のまわりで縮小的である．

それでは correspondenceの縮小性を定義しよう．ここでは，藤原氏によるリジッド幾何
の formalismを用いる（詳細は [Fu2]を参照のこと）．V 上のスキームX に対し，それを T

進完備化して得られる形式スキームを X̂，X̂ に伴うリジッド空間を X̂rig と書く．
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定義 3.28 （[Fu1], Definition 3.1.1）
X を V 上の properなスキームとし，a : Γ −→ X ×X を correspondenceとする．ま
た，D ∈ π0(Fix a)とする．α = arigが D̂rigのまわりで縮小的であるとは，D̂rigの準コン

パクトな開近傍 V と Xrig の準コンパクト開集合系 {Ui}i∈N で次の条件を満たすものが

存在することをいう：

• · · · ⊃ Ui−1 ⊃ Ui ⊃ Ui+1 ⊃ · · · ,
•

∩
i∈N α

−1
2 (Ui) ∩ V = D̂rig,

• α1

(
α−1

2 (Ui) ∩ V
)
⊂ Ui+1,

• α2|V ∩α−1
2 (Ui)

: V ∩ α−1
2 (Ui) −→ Ui は proper．

注意 3.29

上の定義中の条件が成立している場合，∩
i∈N

α−1
2 (Ui) ∩ V =

∩
i∈N

α−1
2 (Ui) ∩ V = D̂rig = D̂rig

となり（最初の等号では [Fu2], 4.5.5を用いた），前述の解析多様体の場合に仮定した性質∩
i V i = Dの類似が成り立つ．

次の定理が (†)において最も本質的である：

定理 3.30 （[Fu1], Theorem 3.2.4）
(X,Γ, a), Dを定義 3.28と同様とする．α = arigが D̂rigのまわりで縮小的であるとき，

任意のK ∈ objDb
ctf(Xη,Qℓ)および u ∈ Coh-corr(aη,K)に対して次が成り立つ：

locDη
(aη,K) = naive-locDη

(aη,K)．

ただし，aη : Γη −→ Xη ×Xη は a : Γ −→ X ×X の生成ファイバーを表すものとする．

これを解析多様体の場合と同様の方針によって証明するためには，

i) エタールコホモロジーとリジッドエタールコホモロジーの比較定理

ii) 「劣解析的集合」，つまり準コンパクトな開部分リジッド空間U ⊂X の閉包として

得られる集合についての跡公式

iii) コホモロジーの連続性
の 3つが不可欠である．i)は [Fu2]で証明されている．ii), iii)に相当するのが次の 2つの
命題である：

命題 3.31（Topological Lefschetz trace formula）（[Fu1], Theorem 2.2.8）
(X,Γ, a)を定義 3.28と同様とし，(Xs,Γs, as)をそれらの特殊ファイバーとする．Us,

Vs を開集合とし，U = sp−1
X Us ⊂ X̂rig, V = sp−1

Γ Vs ⊂ Γ̂rig とする．次の 3条件を仮定
する：

i) V ⊂ α−1
1 (U ) ∩ α−1

2 (U ),
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ii) (V \ V ) ∩ top-Fixα = ∅ （top-Fixについては下記参照）,

iii) α2|V : V −→ U は proper．
j : Us −→ Us とおく．K ∈ objDb

ctf(Xη,Qℓ)とし，u ∈ Coh-corr(aη;K)とする．このと
き，次が成り立つ： ∑

D∈π0(Fix aη),

D̂rig⊂V

locD(u) = Tr
(
j∗(us|Us

); j∗Rψη(K)|Us

)
．

ここで us ∈ Coh-corr
(
as;Rψη(K)

)
は uの特殊化（[Fu1], 1.5.4参照）である．

命題 3.32 （[Fu1], Theorem 4.1.1）
kを分離閉である高さ 1の付値体とする．X を k上の properかつ有限型であるスキー
ムとし，Y を X の閉部分スキームとする．ℓを kの剰余体の標数と異なる素数とすると

き，K ∈ objDb
c(X,Qℓ)に対し次が成り立つ：

lim−→
U

Hq(U ,Krig|U ) = Hq(Y,K|Y )．

ここで左辺の lim−→は Y rig の準コンパクト開近傍 U にわたってとるものとする．

リジッド空間 X̂rig における αの固定点としては，

• スキームとしての固定点 Fix aη のリジッド化 naive-Fixα = (Fix aη)rig

• Zariski-Riemann空間 ⟨X̂rig⟩の固定点 set-Fixα
の 2つが自然に考えられ，一般に naive-Fix a ⊂ set-Fix aが成立する．命題 3.31に出てく
る top-Fixαはこの 2つの中間に位置するものであり，X̂rig のすべての flatなモデルにお
いて固定される ⟨X̂rig⟩の点である．すなわち，

top-Fixα =
∩

(X′, Γ′, a′)

sp−1
Γ′ (Fix a′s)．

となる．ここで (X ′,Γ′, a′)は (X,Γ, a)の admissibleブローアップで得られるもののうち
X ′, Γ′が V 上 flatなものを動く．命題 3.31の証明は，Zariski-Riemann面の準コンパクト
性を用いてよい flatモデルをとり，local termの特殊化での不変性（[Fu1], 1.7.1参照）を
用いることによってなされる．

命題 3.32は，Deligneのトリック（[SGA4 1/2], [Finitude]参照）を修正したものを用い
て relative curveの場合に帰着し，比較定理を用いることによって証明する.

定理 3.30を自明な変形に用いることで，(†)の目標である次の定理を得る：

定理 3.33

X を Fq 上 properなスキームとし，a : Γ −→ X ×X を correspondenceとする．D ∈
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π0(Fix a)とし，(a ⊗ V )∧rig が (D ⊗ V )∧rig のまわりで縮小的であるとする．このとき，

任意のK ∈ objDb
ctf(X,Qℓ)および u ∈ Coh-corr(a,K)に対して次が成り立つ：

locD(a,K) = naive-locD(a,K)．

証明 定理 3.30と local termの特殊化による不変性，[SGA4 1/2] [Finitude] Théorème
2.13, Corollaire 2.16の local acyclicityを組み合わせればよい．

注意 3.34

実は，無限遠の寄与が消えることを証明するためには，D ∈ π0(Fix a)よりももう少し一
般のDに対して定理 3.33を証明しておく必要がある．これは，X \U ⊂ Fix aとは限らな
いためであるが，詳細は省略する．[Fu2], 3.2参照．

3.3.3 無限遠のまわりで縮小的になること

次に (‡)の部分について述べる．証明するべきことは，十分大きい nに対して Frobn ∗a
がX \U およびD′ ∈ π0

(
Fix(Frobn ∗a)

)
のまわりで縮小的であることであるが，ここでは

前者のみ扱うことにする．必要ならX \U でブローアップすることにより，Y = X \U は
X の Cartier因子であると仮定してよい．
Y1 = Y ×X, Y2 = X × Y をX ×X の因子とする．π : Z −→ X ×X を Y × Y におけ

る X ×X のブローアップとし，E をその例外因子とする．Yi の weak transformを Ỹi と

おく．Γ×X×X Z の strict transformを α : Γ̃ −→ Z とおき，a′ : Γ̃ α−−→ Z
π−−→ X ×X と

する．

定義 3.35

aが Y に沿って vanishing order > 1であるとは，α(Γ̃) ∩ E ⊂ (Ỹ1)red が成立すること
をいう．

注意 3.36

IỸ1
, IE で Z̃における Ỹ1, Eの定義イデアルを表すことにすると，定義 3.35は s ≥ 1と

α(Γ̃)上のイデアル層J が存在して α(Γ̃)上でI s
Ỹ1

= J ·IE が成立することと同値であ

る．Y1の定義イデアルIY1
の引き戻し π−1IY1

はIỸ1
·IEに等しいので，上の条件はα(Γ̃)

上で Y1が (1 + 1/s)E よりも「大きい」ことを表している．これが「vanishing order > 1」
の意味するところである．

実は Y に沿って vanishing order > 1であることは，Y のまわりで縮小的であるための
十分条件である．すなわち，次の命題が成り立つ：

命題 3.37

設定は定義 3.35と同様とする．このとき，aが Y に沿って vanishing order > 1である
ならば，(a⊗ V )∧rig は

(
a−1
2 (Y )⊗ V

)∧rig
のまわりで縮小的である．
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この命題の証明の基本的なアイデアは，X = (X⊗V )∧rigの点に対してY = (Y ⊗V )∧rig

からの「距離」を定義し，それが aによって減少することを証明するというものであり，

例 3.27の自然な拡張であるといえる．実際には，Zariski-Riemann空間 ⟨X ⟩を分離化し
て得られるコンパクトHausdorff空間 [X ]に Y の局所方程式を用いて局所的に距離を定義

し，それを 1の分割を用いて貼り合わせるという技術を用いる．詳細は [Fu1], Proposition
5.3.5を参照されたい．

残るは次の命題である：

命題 3.38

定義 3.35と同様の設定のもとで，自然数N が存在し，n ≥ N に対して Frobn ∗aは Y

に沿って vanishing order > 1である．

証明

簡単のため，Frobn ∗aを a(n)と書くことにする．主張はX について局所的であるから，

Y ⊂ Xが 1つの定義方程式 f = 0をもつとしてよい（本節冒頭の仮定より，fはFq上定義され

ることを注意しておく）．f ′, f ′′をそれぞれpr1 : Z = X×X −→ X, pr2 : Z = X×X −→ X

による f の引き戻しとする．f ′ = 0, f ′′ = 0はそれぞれ Y1, Y2の定義方程式である．ここ

で，aU1 は properであるから，

a−1
2 (Y ) ⊂ a−1

1 (Y ) ⇐⇒ a−1(Y2) ⊂ a−1(Y1) ⇐⇒ Y2 ∩ a(Γ) ⊂ Y1 ∩ a(Γ)

が成立する．よって，整数 e ≥ 1および a(Γ)上で定義される関数 h が存在して，f ′e =
hf ′′ となる．n を qn > e となるようにとり，h を X × X

Id×Frobn

−−−−−−−→ X × X で引き戻

したものを h′ とおく．h′ は (Id×Frobn)−1
(
a(Γ)

)
全体で定義される関数である．このと

き，f ′e = h′f ′′q
n

が成立する．(Id×Frobn)
(
a(n)(Γ)

)
= Frobn

X×X

(
a(Γ)

)
⊂ a(Γ) より，

a(n)(Γ) ⊂ (Id×Frobn)−1
(
a(Γ)

)
であるから，a(n)(Γ)上でも f ′e = h′f ′′q

n

となる．よって，

α(n)(Γ̃) ⊂ Z 上で (f ′/f ′′)e = h′f ′′q
n−eが成立する（ブローアップのとり方から，f ′/f ′′は

Z 全体で定義されることに注意）．

一方，E上では f ′ = f ′′ = 0となり，したがって α(n)(Γ̃)∩Eでは f ′/f ′′ = 0となる．Z
における Ỹ1 の定義方程式は f ′/f ′′ = 0であるから，これは

(
a(n)(Γ(n))

)
∩ E ⊂ (Ỹ1)red を

意味している．

注意 3.39

上の証明から，次の条件を満たす n0 が存在することも分かる：

a : Γ −→ X×XのX×X Id×Frobn0
−−−−−−−→ X×Xでの引き戻しを a′ : Γ′ −→ X×X

とおくと，任意の n ≥ 0に対し Frobn ∗aは Y に沿って vanishing order > 1で
ある．
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3.3.4 correspondenceの合成

ここでは，注意 3.19で述べた通り，3.2節と同じ枠組に Deligne予想を拡張する．ただ
し，定理 3.23のうち，境界の寄与が消えるという部分のみを拡張することにする．

X1, X2 をスキームとし，a : Γ1 −→ X1 ×X2, b : Γ2 −→ X1 ×X2 を correspondenceと
する．このとき，X1 上の correspondence

Γ1 ×X2
Γ2

a×tb−−−→ (X1 ×X2)×X2
(X2 ×X1) = X1 ×X2 ×X1 −→ X1 ×X1

を a ∗ tbと書き，tbと aの合成と呼ぶ．properな射 f : X2 −→ X1, g : X1 −→ X2 によっ

て a = γf , tb = γg と書けているときは，a ∗ tb = γf◦g である．また，X1 = X2のときに既

に導入した Frobn ∗aという記号は，γFrobn ∗ aのことであると解釈できる．
下の図式のように a′2, b

′
2 を定めると，(a ∗ tb)1 = a1 ◦ b′2, (a ∗ tb)2 = b1 ◦ a′2 である：

Γ1 ×X2
Γ2

a′
2 //

b′2
��

Γ2

b2

��
Γ1

a2 // X2

したがって，Li ∈ Db
ctf(Xi,Qℓ)とすると，u ∈ Coh-corr(a;L1, L2), v ∈ Coh-corr(tb;L2, L1)

に対し，v ∗ u ∈ Coh-corr(a ∗ tb;L1)を

(a ∗ tb)∗1L1 = b′∗2 a
∗
1

b′∗2 u−−→ b′∗2 a
!
2L2 −→ a′!2b

∗
2L2

a′!
2 v−−→ a′!2b

!
1L1 = (a ∗ tb)!2L1

によって定めることができる．この構成は押し出しと可換であり，特にXiが properのと
きは (v ∗ u)∗ = v∗ ◦ u∗ が成立する．さらに，この構成は cohomological correspondence
の pairing とも次の意味で可換である．すなわち，Γ1 と Γ2 の X1 × X2 上のファイバー

積は Γ1 ×X2
Γ2 と ∆X のファイバー積と同型であり，これを以前のように Ξ と書くと，

⟨u, v⟩Ξ = ⟨v ∗ u, δX⟩Ξ が成り立つ．ただし δX ∈ Coh-corr(∆X ;L1)は恒等写像を指す．こ
れより，X1, X2 が properである場合には locΞ(u, v) = locΞ(v ∗ u)となり，後者の消滅か
ら前者の消滅が従うことになる．

以上の議論により，次の定理が導かれる．

定理 3.40

X1, X2 を properなスキームとし，a : Γ1 −→ X1 ×X2, b : Γ2 −→ X1 ×X2 を corre-
spondenceとする．ji : Ui ↪−→ Xiを開部分スキームとし，a, b, Ξの U1 × U2上への制限

を aU , bU , ΞU と書く．次の 3条件を仮定する：
• aU1, bU2 は properである．

• ΞU は properである．

• 合成 a ∗ tbはX1 \ U1 に沿って vanishing order > 1である．
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このとき，任意のLi ∈ Db
ctf(Ui,Qℓ), u ∈ Coh-corr(aU ;L1, L2), v ∈ Coh-corr(tbU ;L2, L1)

について，次の等式が成立する：∑
D∈π0(Ξ\ΞU )

locD(j1!u, j2!v) = 0．

4 Lafforgueの跡公式

4.1 概要

f ∈ HN に対して f × FrobnのH∗
c (Chtr

N/a
Z)への作用を調べる上で Chtr

N/a
Zが有限型

でないことが障害になることはこれまでに幾度となく述べてきたが，ここではその困難を

克服するための方針を述べる．

記号の簡略のため，Chtr
N/a

Z をX で表し，Chtr
N/a

Z が Chtr,p≤p
N /aZ の合併として書け

ることをX =
∪

λ∈ΛXλと表す．言うまでもないがX は有限型ではなく，各Xλは有限型

である．また，考えている correspondence f × Frobn を aで表す．

まず，第一の問題として，Xλが aで保たれないため，(Xλ, aλ = a|Xλ
)に跡公式を適用

できないことが挙げられる．そこで，Xλの適切なコンパクト化をとることを考える．コン

パクト化の様子はレベルつきかそうでないかによって変わってくる．

レベルなしの場合

この場合，次のようなよいコンパクト化Xλ ⊂ Xλ が存在する：

• Xλ は smoothである．

• Xλ \Xλ はXλ の強正規交叉因子である．

正規化によって correspondence aλ を Xλ に延長したものを aλ と書く．Xλ は properで
あるから，(Xλ, aλ)に Lefschetz跡公式を適用することができる．しかし，定理 2.3で数え
られているのは Xλ での固定点であって Xλ での固定点ではないため，今度は固定点の側

が計算できないという困難が発生する．

Lafforgueは Pinkが [Pi]において行った議論を修正することでこの問題点を克服した．
correspondence aλを Frobeniusの高い羃で引き戻したのちブローアップによって改変する
ことにより，Xλ \ Xλ に現れる固定点を消すことができるのである（命題 4.3）．Pinkは
Xλ ⊂ Xλ が f によって保たれる場合を扱ったが，同様のことが Xλ が「固定点のまわり

で」保たれるという条件のみで行えるというのが Lafforgueの着眼点である．こうして，

（Xλ 内の固定点の個数）= Tr
(
aλ;H∗(Xλ)

)
+（境界の strataの寄与） (∗)

という形の跡公式が得られる．

レベルありの場合

この場合，Xλ のコンパクト化 Xλ は smooth ではないが，Xλ を含む開部分スタック

Xλ ⊂ X
′
λ ⊂ Xλ で次の条件を満たすものが存在する：
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• X ′
λ は smoothであり，aλ で保たれる．

• X ′
λ \Xλ はX

′
λ の強正規交叉因子である．

このときはまずXλ \X
′
λの寄与を藤原氏の跡公式で消したのち，X

′
λ \Xλにレベルなしの

場合と同様の議論を適用し，(∗)と同様の跡公式を得る．

いずれにせよ，Xλ ⊂ Xλ は aλ で保たれないため，Deligne 予想をそのまま適用して
Xλ \Xλ の寄与を消すことはできないことに注意しておく．

4.2 スキーム，baseなしの場合

Chtr
N/a

Z のコホモロジーを計算するためには，C 上の代数スタックに対する相対的な

Lefschetz跡公式が必要である．しかしその証明の本質的なアイデアは，Fq 上のスキーム

に対する類似の公式の証明に既に現れていると思われるので，後者についてまず詳しく述

べ，前者は結果および必要な変更点を並べるのみにとどめることとする．

ここでは 3.3節同様，断りのない限りすべてのスキームは Fq 上有限型であり，Fq 上定義

されているとする．また，スキーム間の射も Fq 上定義されているとする．

4.2.1 ブローアップ

X を Fq 上 smoothなスキームとし，dimX = dとする．D =
∑m

i=1Di を X の強正規

交叉因子とし，集合 I ⊂ {1, 2, . . . ,m}に対しDI =
∩

i∈I Di, XI = DI \
∪

J)I DJ とおく．

X∅ = X \
∪

i∈I Di である．

Z = X ×X とおき，π : Z̃ −→ Z を
∪

i∈I Di ×Di ⊂ Z における Z のブローアップとす

る．また，Di ×Di ⊂ Z における Z のブローアップを πi : Z̃i −→ Z とおく．このとき，Z̃

は Z̃1, . . . , Z̃mの Z 上のファイバー積である．πiの例外因子を Z̃ に引き戻して得られる因

子を Ei と書く．また，DI のときと同様に，EI =
∩

i∈I Ei と定める．

δn : X Id×Frobn

−−−−−−−→ X ×X = Z を Frobn のグラフの転置とする．Di ×Di の δn による引

き戻しは因子Diになるので，ブローアップの普遍性より，δ
nは πを経由する，すなわち，

δ̃n : X −→ Z̃ で δn = π ◦ δ̃n となるものが存在する．

また，I ̸= ∅に対し，δn のDI への制限を δn
I : DI −→ DI ×DI とおくと，δ

n
I : DI −→

DI ×DI ↪−→ Z によるDi ×Diの引き戻しはDI∪{i}となり，i /∈ I のときこれはDI の因

子である．したがって，再びブローアップの普遍性から，δn
I は i /∈ I にわたる Z̃iのファイ

バー積への射にリフトする．これを Z̃ に引き戻した射を δ̃n
I : D̃I −→ Z̃ とおく．D̃I はDI

上の (P1)|I| 束となる．
étale局所的な計算により，次の命題を得る：

命題 4.1

δn : X ↪−→ Z と π : Z̃ −→ Z のファイバー積（これを X ×δn, Z Z̃ と書くことにする）

は，Z̃ の部分スキームとして δ̃n : X ↪−→ Z̃ と D̃J (J ⊂ {1, 2, . . . ,m}, J ̸= ∅)の合併に等
しい．

また，I ̸= ∅に対して，ファイバー積DI ×δn
I, Z Z̃ は Z̃ ないし EI の部分スキームとし
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て D̃J (J ⊂ {1, 2, . . . ,m}, J ⊃ I)の合併に等しい．

a∅ : Γ∅ −→ X∅ ×X∅ を次の 2条件を満たす correspondenceとする：
• a∅ は有限射であり，その像 |Γ∅|はX∅ ×X∅ において余次元 dである．

• Γ∅ は正規である．

a : Γ −→ Z, ã : Γ̃ −→ Z̃ を a∅の正規化とする．Γと Γ̃の間には自然な双有理射 Γ̃ −→ Γ
がある．

定義 4.2

Γが「固定点の近傍でX∅を保つ」とは，次の条件を満たす Z の開集合 U が存在する

ことをいう：

• 任意の nに対し，U は |Γ|と δn(X)の交点をすべて含む．

• UΓ = a−1(U)とするとき，a−1
1 (X∅) ∩ UΓ ⊂ a

−1
2 (X∅) ∩ UΓ．

次の命題が Lafforgueの跡公式において最も本質的である：

命題 4.3

Γ が固定点の近傍で X∅ を保つと仮定する．このとき，十分大きい整数 n0 について

X∅ ×X∅
Id×Frob

n0
X−−−−−−−→ X∅ ×X∅ で Γ∅ を引き戻したものを a′ : Γ′

∅ −→ X∅ ×X∅ とする

と，任意の整数 n ≥ 0について次が成り立つ：

δ̃n : X −→ Z̃ の像と ã′ : Γ̃′ −→ Z̃ の像はX∅ ×X∅ 内でのみ交わる．

証明 主張はX上 localであるから，Diはそれぞれ fi = 0という方程式で定義されていると
してよい．f = f1f2 · · · fm = 0がDの定義方程式である．f ′i , f

′を pr1 : Z = X×X −→ X

による fi, f の引き戻しとし，f
′′
i , f ′′ を pr2 : Z = X ×X −→ X による fi, f の引き戻し

とする．f ′ = 0, f ′′ = 0はそれぞれ pr−1
1 (D), pr−1

2 (D)の定義方程式である．ここで，

a−1
1 (X∅) ∩ UΓ ⊂ a

−1
2 (X∅) ∩ UΓ ⇐⇒ a−1

2 (D) ∩ UΓ ⊂ a
−1
1 (D) ∩ UΓ

⇐⇒ a−1
(
pr−1

2 (D) ∩ U
)
⊂ a−1

(
pr−1

1 (D) ∩ U
)

⇐⇒ pr−1
2 (D) ∩ |Γ| ∩ U ⊂ pr−1

1 (D) ∩ |Γ| ∩ U

であるから，整数 e ≥ 1および |Γ| ∩U 全体で定義される関数 hが存在して，f ′e = hf ′′と

なる．n0を qn0 > eとなるようにとり，U , hをX ×X
Id×Frob

n0
X−−−−−−−→ X ×X で引き戻したも

のを U ′, h′とおく．h′は |Γ′| ∩U ′全体で定義される関数である．このとき，f ′e = h′f ′′q
n0

となり，|Γ̃′| ∩ π−1(U ′) ⊂ Z̃ 上では (f ′/f ′′)e = h′f ′′q
n0−e となる（ブローアップのとり方

から，f ′′i /f
′
i , f

′
i/f

′′
i は Z̃ 全体で定義されることに注意）．

一方，δ̃n(X) ⊂ Z̃ 上では，f ′′i /f ′i = fi
′qn0−1となり，これより f ′′/f ′ = f ′q

n0−1を得る．

さて，P ∈ |Γ̃′| ∩ δ̃n(X) とすると，π(P ) ∈ |Γ′| ∩ δn(X) より (Id×Frobn0)
(
π(P )

)
∈

29



|Γ| ∩ δn0+n(X)であるから，仮定より (Id×Frobn0)
(
π(P )

)
∈ U すなわち P ∈ π−1(U ′)で

ある．したがって，
(
(f ′/f ′′)(P )

)e = h′(P )
(
f ′′(P )

)qn0−e
である．

一方， (f ′′/f ′)(P ) =
(
f ′(P )

)qn0−1
であるから，h′(P )

(
f ′(P )

)qn0−e(
f ′′(P )

)(qn0−1)e = 1
を得る．これより，f ′(P ) ̸= 0, f ′′(P ) ̸= 0となり，P ∈ X∅ ×X∅ が分かる．

4.2.2 properの場合

以上の準備のもとで，Lafforgueの跡公式を述べよう．まずはX が properである場合を
扱う．

補題 4.4

X は properであるとする．XI ̸= ∅となる I ⊂ {1, 2, . . . ,m}, I ̸= ∅に対して，

H2d
(
Z̃,Qℓ(d)

)
−→ H2d

(
EI ,Qℓ(d)

) πI∗−−→ H2(d−|I|)(DI ×DI ,Qℓ(d− |I|)
)

による cl(Γ̃)の像を cl(Γ̃)I と書く（πI : EI −→ DI ×DI は πの EI への制限である）．こ

のとき，次が成り立つ：⟨
cl(δ̃n), cl(Γ̃)

⟩
Z̃

=
⟨
cl(δn), cl(Γ)

⟩
Z

+
∑
I ̸=∅

(−1)|I|⟨cl(δn
I ), cl(Γ̃)I⟩DI×DI

．

証明 Γ̃ −→ Γは双有理射であるから，π∗ : H2d
(
Z̃,Qℓ(d)

)
−→ H2d

(
Z,Qℓ(d)

)
によって

cl(Γ̃)は cl(Γ)にうつる．したがって，⟨
cl(δn), cl(Γ)

⟩
Z

=
⟨
cl(δn), π∗

(
cl(Γ̃)

)⟩
Z

=
⟨
π∗(cl(δn)

)
, cl(Γ̃)

⟩
Z̃

となる．また，iI : EI ↪−→ Z̃ とおくと，cl(Γ̃)I の定義から，⟨
cl(δn

I ), cl(Γ̃)I

⟩
DI×DI

=
⟨
cl(δn), πI∗i

∗
I

(
cl(Γ̃)

)⟩
DI×DI

=
⟨
iI∗π

∗
I

(
cl(δn)

)
, cl(Γ̃)

⟩
Z̃

となる．よって次の等式を証明すればよい：

cl(δ̃n) = π∗(cl(δn)
)

+
∑
I ̸=∅

(−1)|I|iI∗π
∗
I

(
cl(δn)

)
． (∗)

一方，命題 4.1より，

π∗(cl(δn)
)

= cl(δ̃n) +
∑
J ̸=∅

cl(D̃J), iI∗π
∗
I

(
cl(δn)

)
=

∑
J⊃I

cl(D̃J)

が成り立つ．J ̸= ∅に対して
∑

J⊃I,I ̸=∅(−1)|I| = −1であるから，この式を (∗)の右辺に
代入すると確かに cl(δ̃n)が得られる．

定理 4.5

X は properであるとし，Di, a∅ : Γ∅ −→ X∅ ×X∅などの記号は全てこれまでと同様

であるとする．さらに，Γは固定点の近傍でX∅を保ち，a∅2は étaleであると仮定する．
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このとき，自然数 n0 と uI ∈ H2(d−|I|)(DI ×DI ,Qℓ(d − |I|)
)
が存在して，n > n0 とな

るすべての自然数 nについて次が成り立つ：

#Fix(Γ∅ × Frobn) = Tr
(
Frobn ◦a;H∗(X,Qℓ)

)
+

∑
I ̸=∅

(−1)|I| Tr
(
Frobn ◦uI ;H

∗(DI ,Qℓ)
)
．

ここで#Fix(Γ∅×Frobn)は，x ∈ Γ∅(Fq)で Frobn
(
a1(x)

)
= a2(x)を満たすものの個数

である．

証明 命題 4.3と同様に n0, Γ′
∅ を定める．また，uI = (Id×Frobn0)∗

(
cl(Γ̃′)I

)
とおく．

このとき，次の 2つに注意する：

#Fix(Γ∅ × Frobn) = #Fix(Γ′
∅ × Frobn−n0),

#Fix(Γ′
∅ × Frobn−n0) =

⟨
cl(δ̃n−n0), cl(Γ̃′)

⟩
Z̃
．

前者は明らかである．後者は命題 4.3および，a∅2 が étale，したがって a′∅2 が étaleであ
ることから出る．

これらの等式と補題 4.4を合わせると，

#Fix(Γ∅ × Frobn) =
⟨
cl(δn−n0), cl(Γ′)

⟩
Z

+
∑
I ̸=∅

(−1)|I|⟨cl(δn−n0
I ), cl(Γ̃′)I⟩DI×DI

=
⟨
cl(δn), cl(Γ)

⟩
Z

+
∑
I ̸=∅

(−1)|I|⟨cl(δn
I ), uI⟩DI×DI

が得られる．一方，X, DI についての Lefschetz跡公式（定理 3.1，注意 3.3）から，

Tr
(
Frobn ◦a;H∗(X,Qℓ)

)
=

⟨
cl(δn), cl(Γ)

⟩
Z
,

Tr
(
Frobn ◦uI ;H

∗(DI ,Qℓ)
)

=
⟨
cl(δn

I ), uI

⟩
DI×DI

となる．これらを合わせて，示すべき等式を得る．

4.2.3 properでない場合

次に，X が properでない場合を扱う．3.3節と同様に a1が properであると仮定し，コ
ンパクト化 j : X ↪−→ X および a : Γ −→ X ×X をとっておく．必要ならX \X でブロー
アップすることにより，Y = X \X はX の Cartier因子であると仮定してよい．
次の 4つの cartesian diagramを考える：

X

δn

��

Ξoo

c

��~~
~~

~~
~

��
Z Γa

oo

X

δn

��

Ξ′oo

c′

��~~
~~

~~
~~

��
Z Γ̃π◦ã

oo

X

δ̃n

��

Ξ̃oo

c̃

����
��

��
��

��
Z̃ Γ̃ã

oo

DI

δn
I

��

Ξ′
I

oo

cI

��~~
~~

~~
~~

��
Z Γ̃IπI◦ãI

oo
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補題 4.6

Ξ′ が properであるとき，次が成り立つ：

locΞ̃

(
cl(δ̃n), cl(ã)

)
= locΞ′

(
cl(δn), cl(π ◦ ã)

)
+

∑
I ̸=∅

(−1)|I| locΞ′
I

(
cl(δn

I ), cl(πI ◦ ãI)
)
．

ただし，cl(∗)は例 3.15，注意 3.16より定まる cycle classである．

証明 この証明は 4.4とほぼ同様であるので省略する．なお，Ξ̃ −→ Ξ′ は properである
から，Ξ̃は properとなり，locΞ̃ が意味をもつことに注意されたい．

系 4.7

Γは固定点の近傍でX∅を保ち，a1は proper，a∅2は étaleであると仮定する．また，
整数 n ≥ 0は次の 3条件を満たすとする：

i) Ξ′ は properである．

ii) Frobn ∗(π ◦ a)の正規化は Y に沿って vanishing order > 1である．

iii) 命題 4.3の結論が成立する．
このとき，uI =

(
j! cl(πI ◦aI)

)
∗ : RΓc(DI ,Qℓ) −→ RΓc(DI ,Qℓ)とおくと，次が成り立つ：

#Fix(Γ∅ × Frobn) = Tr
(
Frobn ◦(j! cl(a))∗;H∗

c (X,Qℓ)
)

+
∑
I ̸=∅

(−1)|I| Tr
(
Frobn ◦uI ;H

∗
c (DI ,Qℓ)

)
．

証明 まず，条件 iii)と a∅2 が étaleであることから，

# Fix(Γ∅ × Frobn) = locΞ̃

(
cl(δ̃n), cl(ã)

)
が成り立つことが分かる．cohomological correspondence cl(π ◦ ã), cl(δn) に例 3.17，例
3.18の議論を適用すると，次の等式が得られる：

Tr
(
(j! cl(π ◦ ã))∗ ◦ (j! cl(δ

n))∗;RΓc(X,Qℓ)
)

= locΞ′

(
cl(δn), cl(π ◦ ã)

)
+

∑
D∈π0(Z\Z)

locD

(
j! cl(δ

n), j! cl(π ◦ ã)
)
．

ここで定理 3.40を π ◦ ãと γFrobn に適用すると，locD

(
j! cl(δ

n), j! cl(π ◦ ã)
)

= 0である．
また，πは双有理射であるから cl(π ◦ ã) = cl(a) ∈ Coh-corr(Qℓ,Qℓ)となる．よって，

Tr
(
Frobn ◦(j! cl(a))∗;RΓc(X,Qℓ)

)
= locΞ′

(
cl(δn), cl(π ◦ ã)

)
を得る．一方，条件 iii)より Frobn ∗(πI ◦ aI)の正規化も Y に沿って vanishing order > 1
となるので，DI の跡公式から上と同様にして

Tr
(
Frobn ◦u∗;RΓc(DI ,Qℓ)

)
= locΞ′

I

(
cl(δn

I ), cl(πI ◦ ãI)
)
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が導かれる．これらと補題 4.6を合わせて，

Tr
(
Frob ◦(j! cl(a))∗;RΓc(X,Qℓ)

)
= locΞ′

(
cl(δ̃n), cl(ã)

)
−

∑
I ̸=∅

(−1)|I| locΞ′
I

(
cl(δn

I ), cl(πI ◦ ãI)
)

= # Fix(Γ∅ × Frobn)−
∑
I ̸=∅

(−1)|I| Tr
(
Frobn ◦uI ;RΓc(DI ,Qℓ)

)
を得る．これは示すべき等式に他ならない．

補題 4.8

整数 n0が存在して，ΓのX ×X Id×Frobn0
−−−−−−−→ X ×X による引き戻し a′ : Γ′ −→ X ×X

は任意の整数 n ≥ 0に対して系 4.7の条件 i), ii), iii)を満たす．

証明 ii)については注意 3.39で，iii)については命題 4.3で既に扱った．あとは i)を証明す
ればよい．X×Xにおいて a′(Γ′)∩δn(X)が閉であることを証明すれば十分である．この主
張はXについて局所的なので，Y ⊂ Xは定義方程式 f = 0をもつとしてよい．このとき，命
題 3.38の証明のときと同様に f ′, f ′′を定めると，ある自然数 eと a(Γ)上の関数 hが存在し

て，a(Γ)上で f ′e = hf ′′となる．qn0 ≥ eとなるよう n0を定め，X×X
Id×Frobn0
−−−−−−−→ X×X

による hの引き戻しを h′ と書くと，a′(Γ′)上で f ′e = h′f ′′q
n0 となる．

一方，δn(X)上で f ′q
n

= f ′′ である．これと X × X 上で f ′, f ′′ ̸= 0であることから，
a′(Γ′) ∩ δn(X) ⊂ X ×X 上では

1− h′f ′q
n+qn0−e = 0 (∗)

が成り立つことが分かる．したがって，a′(Γ′)∩ δn(X)のX×Xにおける閉包は (∗)で定義
される閉部分スキームW と δn(X)の共通部分に含まれる．W は明らかに Y ×X と交わら
ない．また，δn(X)∩ (X × Y ) ⊂ Y ×X である．これらのことからW ∩ δn(X)は Y ×X,
Y ×X と交わらないことがいえ，a′(Γ′) ∩ δn(X)がX ×X の閉集合であることが従う．

定理 4.9

Γは固定点の近傍でX∅を保ち，a1は proper，a∅2は étaleであると仮定する．このと
き，自然数 n0と射 uI : RΓc(DI ,Qℓ) −→ RΓc(DI ,Qℓ)が存在して，n ≥ n0となるすべて

の自然数 nについて次が成り立つ：

#Fix(Γ∅ × Frobn) = Tr
(
Frobn ◦(j! cl(a))∗;H∗

c (X,Qℓ)
)

+
∑
I ̸=∅

(−1)|I| Tr
(
Frobn ◦uI ;H

∗(DI ,Qℓ)
)
．

証明 補題 4.8のようにn0をとり，a∅ : Γ∅ −→ X∅×X∅のX∅×X∅
Id×Frobn0
−−−−−−−→ X∅×X∅
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での引き戻しを a′∅ : Γ′
∅ −→ X∅ ×X∅とおく．また，これの Z, Z̃ における正規化をそれ

ぞれ a′ : Γ′ −→ Z, ã′ : Γ̃′ −→ Z̃ とおく．系 4.7をこれらの correspondenceに対して（nを
n− n0 として）用いると，u

′
I が存在して，

#Fix(Γ′
∅ × Frobn−n0) = Tr

(
Frobn−n0 ◦(j! cl(a′))∗;H∗

c (X,Qℓ)
)

+
∑
I ̸=∅

(−1)|I| Tr
(
Frobn−n0 ◦u′I ;H∗

c (DI ,Qℓ)
)

となることが分かる．Frobはコホモロジーに同型を引き起こすので，uI = Frob−n0 ◦u′I と
おくと，示すべき等式が従う．

4.3 スタック，baseありの場合

ここでは，代数スタックに対する相対的な跡公式を述べる．

注意 4.10

以下では，すべての代数スタックは sereinかつコンパクト化可能であると仮定する．この
sereinスタックとは，Lafforgueによって導入された代数スタックのクラスであり，Deligne-
Mumfordスタックが局所的にスキームの étale群スキームによる商であるのに対して，serein
スタックはスキームの étaleとは限らない有限群スキームの商として表される．Lafforgue
は [Laf1] Appendice Aにおいて，[L-M]の lisse-étale siteの理論を推し進め，sereinスタッ
クに対する ℓ進コホモロジーの理論を確立した．

sereinかつコンパクト化可能な代数スタックは，sereinスタックによるコンパクト化を
もつことに注意しておく．

Sを Fq 上 smoothかつ quasi-projectiveなスキームとし，p : X −→ Sを S上 smoothか
つ有限型である代数スタックとする．dを pの相対次元とする．D =

∑m
i=1Di を X の S

上相対的な強正規交叉因子とし，DI , XI , X∅を 4.2.1と同様に定める．φ : S −→ Sを射と

し，φ ◦ p : X −→ S と p : X −→ S の S 上のファイバー積 X ×φ,S X を Z と書く．そのブ
ローアップ Z̃ などを全てスキームのときと同様に定める．
この設定における跡公式を述べよう．以前と同様，X が S 上 properかどうかによって

分けて述べる：

定理 4.11（properな場合）（[Laf1], Théorème IV.7）
X がS上 properであり，X∅がDeligne-Mumfordスタックであると仮定する．a : Γ −→
Zを properな射（これはφ上の correspondenceと呼ばれる）とする．aのX∅×φ,SX∅上

への制限 a∅について，a∅1は étaleであることを仮定する．さらに，Γは固定点のまわりで
X∅を保つとする．このとき，自然数 n0および S上の層R2(d−|I|)(pXI×φ,SXI

)∗Qℓ(d−|I|)
の section uI（I ̸= ∅）が存在して，次を満たす：

任意の閉点 x : s ↪−→ S と y = φ ◦ x，および n > n0 かつ Frobn
x ◦y = xを満
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たす自然数 nに対し，次の等式が成立する：

#Fixx(Γ∅ × Frobn
x) = Tr

(
Frobn

x ◦x∗(a);H∗(X x,Qℓ)

+
∑
I ̸=∅

(−1)|I| Tr
(
Frobn

x ◦x∗(uI);H
∗(X x

I ,Qℓ)．

ただし X x は X の xにおけるファイバーを表す．

定理 4.12（properでない場合）（[Laf1], Théorème IV.12）
定理 4.11の設定で X の propernessを外し，φと a1 が properであると仮定する．ま
た，X に伴う粗モジュライ代数空間 X gr について，次を仮定する：

X grのコンパクト化 X grで，ある体拡大 Fqk/Fq で底変換するとスキームにな

るものが存在する．

このとき，自然数 n0 および準同型 uI : φ∗pXI !Qℓ −→ pXI !Qℓ が存在して，次を満たす：

任意の閉点 x : s ↪−→ S と y = φ ◦ x，および n ≥ n0 かつ Frobn
x ◦y = xを満

たす自然数 nに対し，次の等式が成立する：

#Fixx(Γ∅ × Frobn
x) = Tr

(
Frobn

x ◦x∗(a);H∗
c (X x,Qℓ)

)
+

∑
I ̸=∅

(−1)|I| Tr
(
Frobn

x ◦x
∗(uI);H

∗
c (X x

I ,Qℓ)
)
．

注意 4.13

上の 2つの定理について，スキームの場合との違いを述べる．
まず，properである場合もそうでない場合も X∅がDeligne-Mumfordスタックになるこ

とを仮定しているが，これは固定点の重複度を定義し，サイクルの交点数として表す際に

必要な仮定である．

X が properの場合は，定数層以外の係数のコホモロジーを扱う必要がなく，定数層に対
する Poincaré双対性や Künneth分解定理などの必要な性質がすべて代数スタックに対し
て証明されているため，スキームのときと全く同様に証明を行うことができる（この部分

の ℓ進コホモロジー論は [L-M]による）．
X が properでない場合には，それに伴う粗モジュライ代数空間 X gr を用いて議論を行

う．この際に本質的な役割を果たす命題を下に挙げておいた．なお，体拡大で底変換する

とスキームになるコンパクト化の存在は，藤原氏の跡公式（定理 3.40）がスキームのみに
対して証明されているために必要な仮定である．筆者は，代数空間に対しても藤原氏の証

明が機能する可能性は高いと考えているが，詳細な検討は行っていない．
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命題 4.14 （[Laf1] Proposition A.5）
S を Fq 上 smoothなスキームとし，X を S 上相対次元 dかつ smoothである sereinか
つコンパクト化可能な代数スタックとする．このとき，X gr は cohomologically smooth
である．すなわち，構造射 f : X −→ S について，fgr!Qℓ

∼= Qℓ(d)[2d]が成立する．

5 Chtr
N/aZのコホモロジーの分解

最後に，前節で述べた Lafforgueの跡公式が Chtr
N/a

Zのコホモロジーの計算にいかにし

て用いられるかを簡単に説明する．

5.1 Chtr,p≤p/aZ, Cht
r,p≤p
N /aZのコンパクト化

まず，4.1で述べたコンパクト化Xλ, X
′
λ について少し触れる．

レベルなしの場合は [Laf3]で扱われている．構成のアイデアは，shtukaの定義 (E ↪−→
E ′ ←−↩ τE)を (E ↪−→ E ′ ←−↩ E ′′ ⇐= τE)に置き換えることである．ここで⇐=は complete
homomorphismと呼ばれ，局所自由層の間の同型全体を適切なコンパクト空間に埋め込ん
だときの閉包の元である．正確な定義は複雑なので省略する．[Lau]に詳しい解説があるの
でそちらを参照されたい．こうしてできたモジュライスタックを Chtr,p≤pと書く．求めて

いたコンパクト化は，これの商Chtr,p≤p/aZとして得られる．これに対し，Chtr,p≤p/aZが

smoothであり境界が強正規交叉因子であることが証明できる．さらに境界の open smooth
strata（4.2.1節のXI に相当するもの）については，次の極めて重要な事実が成立する：

定理 5.1 （[Laf1] Corollaire III.4）
pが十分上に凸であるとき，Chtr,d,p≤p \ Chtr,d,p≤p の open smooth strataは，

Chtr1,d1,p≤p1 ×X Chtr2,d2,p≤p2 ×X,Frob · · · ×X,Frob Chtrk,dk,p≤pk

と同じ étale siteをもつ．ここで r1, . . . , rk, d1, . . . , dk, p1, . . . , pk は r, d, pおよび strata
から決まる自然数および折れ線写像である．

レベルありの場合は Chtr,p≤p
N を Chtr,p≤pの Chtr,p≤p

N −→ Chtr,p≤pによる正規化として

定める．Chtr,p≤p
N のコンパクト化は，これの商 Chtr,p≤p

N /aZ として得られる．これに対し

て定理 5.1と類似の結果が存在するが，省略する．smoothな開部分スタック Chtr,p≤p
N

′
の

定義も割愛する．

上記のコンパクト化について定理 4.11, 4.12を適用するためには，さらに以下の性質を
確かめる必要がある：

i) Chtr,p≤p
N が C \N × C \N 上の sereinスタックになること．

ii) Chtr,p≤p
N の粗モジュライ代数空間が基礎体を拡大するとスキームになること．

iii) Chtr,p≤p
N

′
/aZ ⊂ Chtr,p≤p

N /aZ が Hecke correspondenceで保たれること．
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iv) Hecke correspondenceが固定点のまわりで Chtr,p≤p
N /aZ ⊂ Chtr,p≤p

N /aZ を保つこと．

これらは [Laf1] Chapitre Vにて証明されている．ii)以外は pが十分上に凸であるとい

う仮定が必要であることを附記しておく．このあたりは地道ではあるが緻密な議論が必要

であり，Lafforgueの証明の中でも最も込み入った部分の一つである．

5.2 r-negligibleなガロア表現

定理 2.3と定理 4.11, 4.12から，次のような 2つの値が結びつくことが分かる（∞, 0 ∈
|C \ Tf |とし，s, s′, u′, f は定理 2.3直前で定めたものとする）：

•
∑

π∈{π}r
N

Trπ(f)q(r−1)s
(
z1(π∞)−s′

+ · · ·+ zr(π∞)−s′)(
z1(π0)

u′
+ · · ·+ zr(π0)

u′)
+

∑
ι

cιs
mιλs

ι

(
z1(π

′ι
∞)−s′

+ · · ·+ zr′
ι
(π′ι

∞)−s′)(
z1(π

ι
0)

u′
+ · · ·+ zrι

(πι
0)

u′)
，

• Tr
(
Frob−s/ deg x

x ◦f ; (Frobn× Id)∗H∗
c (Chtr,p≤p

N

′
/aZ)

)
の nについての平均

+ (境界の strataの寄与)．

前者の 2番目の
∑
は GLr′ (r′ < r)の保型表現の寄与であるが，命題 1.6で述べた帰納

法によりMTr′ を仮定しているので，MTr を証明する上ではこの部分は「無視できる」と

考えられる．また定理 5.1に見られるように，後者の（境界の strataの寄与）には階数が
低い shtukaのモジュライスタックのファイバー積の寄与が現れる．したがって，もし

(∗) r′ < rのとき，Chtr′

N のコホモロジーにはGLr の Langlands対応に関係する部分は
現れない

とすれば，この部分も「無視できる」ことになる．こうして，両者の核となる部分である，

•
∑

π∈{π}r
N

Trπ(f)q(r−1)s
(
z1(π∞)−s′

+ · · ·+ zr(π∞)−s′)(
z1(π0)

u′
+ · · ·+ zr(π0)

u′)
• Tr

(
Frob−s/ deg x

x ◦f ; (Frobn× Id)∗H∗
c (Chtr,p≤p

N

′
/aZ)

)
の nについての平均

が「本質的には」等しいことがいえる．

上記の「 」を正当化するために，以下で「r-negligibleなガロア表現」を定義する：

定義 5.2

F 2を C ×C の関数体とし，ある C ×C の開集合上の smoothな ℓ進層として得られる

Gal(F 2/F 2)の ℓ進表現全体を Gℓ(F
2)と書く．σ ∈ Gℓ(F

2)が r-negligibleであるとは，σ
の任意の既約な subquotient σ0に対して σ1 ∈ G

r1
ℓ (F ), σ2 ∈ G

r2
ℓ (F ) (r1, r2 < r)が存在し

て，σ0 が pr∗1 σ1 ⊗ pr∗2 σ2 の直和成分になっていることをいう．

また，σ ∈ Gℓ(F
2)が essentialであるとは，σの任意の subquotientが r-negligibleでな

いことをいう．

さらに，(∗)のため，MTr に次の定理を加えて帰納法を行う：
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定理 5.3

十分上に凸な pに対し，次が成り立つ：

Chtr,p≤p
N /aZ のコンパクト台コホモロジー層は G(F 2) の元として (r + 1)-

negligibleである．

この定理の主張を Negr と書く．Negr′ (r′ < r)が上記の (∗)にあたる主張である．

5.3 主定理の証明

前述の通り，MTrとNegrを同時に rについての帰納法で示すことによって定理 1.5の証
明が得られる．r = 1のとき，MT1は類体論である．Neg1もそれほど難しくない（[Laf1]
Proposition VI.15 下の Remarque参照）．以下では，r′ < rでのMTr′ と Negr′ を仮定し

てMTr と Negr を示す部分のアウトラインをいくつかのステップに分けて述べることにす

る．ポイントは，3つのスタック
• Chtr

N/a
Z（Hecke環HN が作用する，有限型でない），

• Chtr,p≤p
N /aZ（固定点の個数が分かる，有限型），

• Chtr,p≤p
N /aZ（Lefschetz跡公式が使える，proper）

のコホモロジーの差がすべて r-negligibleになることである（ステップ 4）．

ステップ 1 pが十分上に凸であるとして，次の 2つを証明する：

• Chtr,p≤p/aZの境界のコホモロジー層および Chtr,p≤p
N /aZの境界の交叉コホモロジー

層は r-negligibleである．

• Chtr,p≤p/aZおよび Chtr,p≤p
N

′
/aZ の境界の strataのコホモロジー層は G(F 2)の元と

して r-negligibleである．

これはレベルなしの場合は定理 5.1と Negr′ から従う．レベルありの場合も類似の議論

を行うが，より難解である．

ステップ 2 H∗
c (Chtr,p≤p

N /aZ)から “essential part” H∗
N,ess を分離する．

H∗
N,essとは，次のようにして構成される C \N × C \N 上の smoothな ℓ進層の線型結

合である．pが十分上に凸であるとする．定理 2.3の f = 1N の場合と Frobの羃について
の Lefschetz跡公式（任意のスキームに対して成立する）を合わせることで次の等式を得る
（[Laf1] Lemme VI.19）：

Tr
(
Frob−s/ deg x

x ;
1
r!

r!∑
n=1

(Frobn× Id)∗H∗
c (Chtr,p≤p/aZ)

)
=

∑
π∈{π}r

N

Trπ(1N )q(r−1)s
(
z1(π∞)−s′

+ · · ·+ zr(π∞)−s′)(
z1(π0)

u′
+ · · ·+ zr(π0)

u′)
+

∑
ι

cιs
mιλs

ι

(
z1(π

′ι
∞)−s′

+ · · ·+ zr′
ι
(π′ι

∞)−s′)(
z1(π

ι
0)

u′
+ · · ·+ zrι

(πι
0)

u′)
．
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両辺を比較することにより，mι = 0であることが分かる．MTr′ を用いて πι, π′ιに対応す

るガロア表現をとり，それらの外部テンソル積を指標で捻ることにより，任意の x = (∞, 0)
および deg∞, deg 0の公倍数 sに対して

Tr(Frob−s/ deg x
x ;σι) = λs

ι

(
z1(π

′ι
∞)−s′

+ · · ·+ zr′
ι
(π′ι

∞)−s′)(
z1(π

ι
0)

u′
+ · · ·+ zrι

(πι
0)

u′)
を満たす r-negligibleな Gℓ(F

2)の元 σι が構成できる．これに対し，

H∗
N,ess =

1
r!

r!∑
n=1

(Frobn× Id)∗H∗
c (Chtr,p≤p/aZ)−

∑
ι

cισι

とおく．構成より明らかに，

Tr
(
Frob−s/ deg x

x ;H∗
N,ess

)
=

∑
π∈{π}r

N

Trπ(1N )q(r−1)s
(
z1(π∞)−s′

+ · · ·+ zr(π∞)−s′)(
z1(π0)

u′
+ · · ·+ zr(π0)

u′)
が成立する．特にH∗

N,ess は折れ線写像 pのとり方によらない．

ステップ 3 H∗
N,ess が essentialかつ重さ 2r − 2であることを示す．

レベルなしの場合をまず述べる．H∗
ess の構成とステップ 1から，

H∗
ess −

1
r!

r!∑
n=1

(Frobn× Id)∗H∗(Chtr,p≤p/aZ)

は r-negligibleである．また，MTr′ iii)から r-negligibleかつ既約な ℓ進表現は pureであ
り，Deligneの purityからHν(Chtr,p≤p/aZ)は pureかつ重さ νである．したがって，H∗

ess

の既約成分は全て pureである．H∗
essが essentialであることを証明するには，r-negligible

な subquotientをもつと仮定し，ガロア表現と保型表現の L関数を比較して上記の事実と

保型表現のHecke固有値の絶対値の評価を用いることで矛盾を導く．重さが 2r− 2である
ことも同時に示せる．

レベルありの場合は普通のコホモロジーの代わりに交叉コホモロジーを用いて同様の議

論を行えばよい．

このステップ 3から，
• H∗

N,ess の既約成分は全て正の重複度をもつこと

• H∗
N,ess − 1/r!

∑r!
n=1(Frobn× Id)∗H2r−2

c (Chtr,p≤p
N /aZ) が r-negligibleであること

が従う．

ステップ 4 pが十分上に凸であるとき，次の 2つの写像の核と余核が r-negligibleであ
ることを証明する：

H2r−2
c (Chtr,p≤p

N /aZ) −→ H2r−2
c (Chtr,p≤p

N

′
/aZ),

H2r−2
c (Chtr,p≤p

N /aZ) −→ H2r−2
c (Chtr,p≤p1

N /aZ) (p ≤ p1)．
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前者はステップ 1 から従う．また，埋め込み Chtr,p≤p
N /aZ ↪−→ Chtr,p≤p1

N /aZ のグラフ

の閉包によって得られる correspondenceは Chtr,p≤p1
N

′
/aZ −→ Chtr,p≤p

N

′
/aZ を引き起こす

（[Laf1] Théorème V.14）ので，次の可換図式がある：

H2r−2
c (Chtr,p≤p1

N /aZ) //
H2r−2

c (Chtr,p≤p1
N

′
/aZ)

��

H2r−2
c (Chtr,p≤p

N /aZ) //

OO

H2r−2
c (Chtr,p≤p

N

′
/aZ)

これより，H2r−2
c (Chtr,p≤p

N /aZ) −→ H2r−2
c (Chtr,p≤p1

N /aZ)の核はH2r−2
c (Chtr,p≤p

N /aZ) −→
H2r−2

c (Chtr,p≤p
N

′
/aZ)の核に含まれるので，後者のうち核についての主張は前者から従う．

これとステップ 2,3から分かる，

r!∑
n=1

(Frobn× Id)∗H2r−2(Chtr,p≤p1
N /aZ)−

r!∑
n=1

(Frobn× Id)∗H2r−2(Chtr,p≤p
N /aZ)

が r-negligibleであるという事実を合わせて，余核についての主張が示される．

ステップ 5 H∗
N,ess をH2r−2

c (Chtr
N/a

Z)（無限次元！）から再構成する．

H2r−2
c (Chtr

N/a
Z)に次のようにして増加フィルトレーション F• を帰納的に定義する：

• F0 = 0である．

• F2iまで定まったとする．F2i+1/F2iがH2r−2
c (Chtr

N/a
Z)/F2iの有限次元部分表現で

r-negligibleであるものすべての和になるように F2i+1を定める．また，F2i+2/F2i+1

がH2r−2
c (Chtr

N/a
Z)/F2i+1の有限次元部分表現で essentialであるものすべての和に

なるように F2i+2 を定める．

このとき，F• は HN × Gal(F 2/F 2) の作用で保たれる．HN,ess =
⊕

i≥0 F2i+2/F2i+1 と

おく．

H2r−2
c (Chtr,p≤p

N /aZ)に対して同様の構成を行ったものを F≤p
• と書くと，ステップ 4か

ら次がいえる：

• F≤p
2i+2/F

≤p
2i+1 ↪−→ F2i+2/F2i+1 は同型である．

• ある iが存在して，Fi = H2r−2
c (Chtr

N/a
Z)となる．

これから（半単純化を除いて）HN,ess = H∗
N,essであること，HN,essが有限次元であること

が分かる．

なお，H∗
N,ess は HN の作用をもたなかった（Hecke 環の作用で閉じていないスタック

Chtr,p≤p/aZ を用いて構成したため）が，HN,ess はHN の作用をもつことが要点である．

ステップ 6 Tr(f × Frob−s/ deg x
x ;HN,ess)を計算する．

Chtp≤p/aZ および Chtr,p≤p
N

′
/aZ に定理 2.3と定理 4.11, 4.12を適用した後に，MTr′ を

用いて r-negligibleな部分を切り落とすための議論を行う．結果は次の定理の通りである：
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定理 5.4 （[Laf1] Théorème VI.25）

Tr(f × Frob−s/ deg x
x ;HN,ess) = q(r−1)s

∑
π∈{π}r

N

Trπ(f)．

ステップ 7 HN,essをHN×Gal(F 2/F 2)の表現として
⊕

π∈{π}r
N
π�Hπ(1−r)と分解し，

Tr(Frob−s/ deg x
x ;Hπ) =

(
z1(π∞)−s′

+ · · ·+ zr(π∞)−s′)(
z1(π0)

u′
+ · · ·+ zr(π0)

u′)
を証明する．

Trπ(fπ) = 1かつ Trπ′(fπ′) = 0 (π′ ̸= π)を満たす f ∈ Hr に対して定理 5.4を適用する
だけである．

ステップ 8 MTr および Negr を証明する．

ステップ 7と L関数の議論を用いることで，次の定理が証明される：

定理 5.5 （[Laf1] Théorème VI.27）
任意の π ∈ {π}rN に対して，Hπ は π1(C \N ×C \N)の表現として pr∗1 σπ ⊗ pr∗2 σ̌π と

分解する．ここで σπ は C \N 上の既約，smooth，重さ 0である ℓ進層であり，σ̌π は σπ

の反傾表現である．さらに，πと σπ は Langlandsの意味で対応する．

これはNegrを含んでいる．また，命題 1.6よりMTrも従う．以上で関数体上のLanglands
予想の証明が完了した．
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