
Galois理論の証明
三枝 洋一

1 Galois理論
Kを体とする．環Aに環準同型K → Aが定まっているものをK代数という．Kベクトル空間とし

て有限次元であるK 代数を有限K 代数という．
有限K代数Lが体であるとき，LはKの有限次拡大体であるという．準同型K → Lは単射なので，

これによってK を Lの部分集合とみなす．dimK Lを [L : K]と書き，LのK 上の拡大次数という，

定義 1.1

K 代数Aが分解K 代数であるとは，K 代数としてA ∼= KdimK Aとなることをいう．

補題 1.2

(i) Aを整域である K 代数とし，合成 Kn pri−−→ K ↪→ A（pri は第 i成分への射影を表す）を ϕi

と書くと，HomK(Kn, A) = {ϕ1, . . . , ϕn}である（HomK は K 代数の準同型全体の集合を表
す）．特にHomK(Kn,K) = {pr1, . . . , prn}であり，K ↪→ Aが誘導する単射HomK(Kn,K) ↪→
HomK(Kn, A)は同型である．

(ii) Aが分解K代数であるとし，Bをその剰余K代数とする．このとき，Bも分解K代数である．

証明 (i)を示す．ϕ ∈ HomK(Kn, A)を任意にとる．1 ≤ j ≤ nに対し，ej = (δij)i ∈ Knとおく（δijは
Kroneckerのデルタ）．このとき，ϕ(e1 + · · ·+ en) = ϕ(1) = 1および ϕ(ei)ϕ(ej) = ϕ(eiej) = 0 (i ̸= j)

より，ϕ(em) ̸= 0となるmがただ一つ存在し，そのmに対し ϕ(em) = 1となることが分かる．このと
き，a = (ai) =

∑n
i=1 aiei ∈ Knに対し ϕ(a) =

∑n
i=1 ϕ(aiei) = amとなるので，ϕ = ϕmである．

(ii)を示す．A = Knとしてよい．IをAのイデアルとすると，Iは
∏n

i=1 Ii（IiはKのイデアル）と
直積分解する．各 IiはK のイデアルであるから，0かK である．Λ = {1 ≤ i ≤ n | Ii = 0}とおくと
A/I = KΛとなるので，剰余環A/I も分解K 代数である．

定義 1.3

K の有限次拡大体 L が Galois 拡大であるとは，L ⊗K L が分解 L 代数であること，すなわち，
L⊗K L ∼= L[L:K]が成り立つことをいう．ここで，L⊗K Lは a 7→ a⊗ 1によって L代数とみなす．
Gal(L/K) = AutK(L)（LのK 自己同型全体）を L/K のGalois群という．

以下ではK の有限次Galois拡大体 Lを固定し，G = Gal(L/K)とおく．

命題 1.4

δ : L⊗K L →
∏

g∈G L; a⊗ b 7→ (ag(b))g は同型である．特に#Gal(L/K) = [L : K]である．

証明 L代数の同型 ε : L ⊗K L ∼= Ln を固定する．AutK(L) = HomK(L,L) = HomL(L ⊗K L,L) ∼=
HomL(L

n, L)である．補題 1.2 (i)よりHomL(L
n, L) = {pr1, . . . , prn}であり，priに対応するAutK(L)

の元を giと書くと，b ∈ Lに対し gi(b) = pri(ε(1⊗ b))が成り立つ．よって agi(b) = a(pri(ε(1⊗ b))) =
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pri(ε(a ⊗ b)) であるから，ε : L ⊗K L ∼= Ln による a ⊗ b の像は (agi(b))1≤i≤n となる．すなわち，
L⊗K L → Ln; a⊗ b 7→ (agi(b))は同型である．Gal(L/K) = {g1, . . . , gn}なので，主張が示された．

有限集合 S に対し，写像 S → L全体のなす有限 L代数を L[S]と書く．これは直積
∏

s∈S Lと同一
視できるので，分解 L代数である．

命題 1.5

H をGの部分群とし，LH = {a ∈ L | ha = a (h ∈ H)}とおく．これはK ⊂ Lの中間体（K を含
む Lの部分体）であり，L代数の同型 L ⊗K LH ∼= L[G/H]がある．特に [LH : K] = #(G/H)が成
り立つ．

証明 LHがK ⊂ Lの中間体であることは明らかである．L⊗KLへのHの作用をh(a⊗b) = a⊗h(b)で
定める．また，L[G]へのHの作用を (hf)(g) = f(gh)で定める．このとき，命題 1.4の同型 δ : L⊗KL

∼=−→∏
g∈G L = L[G]は H の作用と可換である．実際，a ⊗ b

δ7→ f , a ⊗ h(b)
δ7→ fh とすると，(hf)(g) =

f(gh) = a · (gh)(b) = a · g(h(b)) = fh(g)となる．よって L⊗K LH ∼= (L⊗K L)H ∼= L[G]H ∼= L[G/H]

となり，所望の同型が得られる．さらに両辺のL上の次元を考えると，[LH : K] = dimL(L⊗K LH) =

dimL L[G/H] = #(G/H)が従う．

命題 1.6

F をK ⊂ Lの中間体とすると，Lは F のGalois拡大である．Gal(L/F )はGの部分群であり，そ
の位数は [L : F ]である．

証明 L代数の自然な準同型 L ⊗K L → L ⊗F Lは明らかに全射である．L ⊗K Lは分解 L代数で
あったから，補題 1.2 (ii)より L⊗F Lも分解 L代数であり，Lが F のGalois拡大であることが従う．
Gal(L/F )は明らかにGの部分群であり，その位数は命題 1.4より [L : F ]に等しい．

定理 1.7（Galois理論）
Gの部分群とK ⊂ Lの中間体はH 7→ LH , F 7→ Gal(L/F )によって一対一に対応する．この対応

は包含関係を逆転させる．

証明 H をGの部分群とする．明らかにH ⊂ Gal(L/LH)である．#Gal(L/LH)
(1)
= [L : LH ] = [L :

K]/[LH : K]
(2)
= #G/#(G/H) = #H であるから（(1)で命題 1.6を，(2)で命題 1.4と命題 1.5を用い

た），H = Gal(L/LH)が従う．
次に F をK ⊂ Lの中間体とし，H = Gal(L/F )とおく．L/F およびH に命題 1.5を適用すると，

[LH : F ] = #(H/H) = 1となり F = LH = LGal(L/F )が従う．
以上で F 7→ Gal(L/F )とH 7→ LH が互いに逆を与えることが分かった．これらが包含関係を逆転

させることは明らかである．

系 1.8

F をK ⊂ Lの中間体とするとき，L⊗K F は分解 L代数である．

証明 F に対応するGの部分群をHとすると，F = LH である．命題 1.5よりL⊗K F = L⊗K LH ∼=
L[G/H]は分解 L代数となるのでよい．
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命題 1.9

F をK ⊂ Lの中間体とし，H を F に対応するGの部分群とする．F がKのGalois拡大であるこ
とはH がGの正規部分群であることと同値である．さらにこのときGal(F/K) ∼= G/H となる．

証明 まず，HがGの正規部分群であると仮定する．L⊗KLHへのHの作用をh(a⊗b) = (ha)⊗bで定
め，L[G/H]へのHの作用を (hf)(gH) = h(f(gH))で定める（これらはLH代数としての作用である）．
このとき，命題 1.5の同型L⊗KLH ∼= L[G/H]はHの作用と可換である．実際，a⊗b 7→ f , (ha)⊗b 7→ fh

とすると，(hf)(gH) = h(f(gH)) = h(a · gb) = (ha)(hgb) = (ha)g(g−1hgb)
(∗)
= (ha)(gb) = fh(gH)で

ある（(∗)では g−1hg ∈ g−1Hg = Hおよび bがH不変であることを用いた）．よって，同型の両辺のH

固定部分をとることで LH 代数の同型 LH ⊗K LH ∼= L[G/H]H が得られる．L[G/H] =
∏

x∈G/H Lへ
のHの作用は成分ごとの作用 h(ax)x∈G/H = (hax)x∈G/H に他ならないので，L[G/H]H =

∏
x∈G/H LH

である．以上より LH ⊗K LH ∼= L[G/H]H は分解 LH 代数となり，F = LH がKのGalois拡大である
ことが分かる．
F がKのGalois拡大であるとすると，F ⊗K F は分解 F 代数であるから，補題 1.2 (i)より，F ⊂ L

から誘導される単射 HomF (F ⊗K F, F ) ↪→ HomF (F ⊗K F,L)は同型である．HomF (F ⊗K F, F ) ∼=
HomK(F, F ), HomF (F ⊗K F,L) ∼= HomK(F,L)より，HomK(F, F ) ↪→ HomK(F,L)も同型である．
任意の g ∈ Gに対し，F への制限 g|F はHomK(F,L)の元を定めるが，上の同型より，これの像 g(F )

は F に含まれなくてはならない．同様に g−1(F ) ⊂ F が分かるので，g(F ) = F となる．よって群準同
型G → AutK(F ); g 7→ g|F が定まる．これの核はGal(L/F ) = H に等しいので，H はGの正規部分
群である．さらに単射G/H ↪→ AutK(F ) = Gal(F/K)が誘導される．#Gal(F/K) = [F : K] = [L :

K]/[L : F ] = #(G/H)よりこれは全射であり，G/H ∼= Gal(F/K)が従う．

2 Galois拡大の判定条件
定義 1.3は通常のGalois拡大の定義と異なる可能性があるので，よく見る定義との同値性について

まとめておく．

命題 2.1

有限K 代数Aが分解K 代数であることは#HomK(A,K) = dimK Aであることと同値である．

証明 Aが分解K 代数ならば，補題 1.2 (i)より#HomK(A,K) = dimK Aである．
逆に#HomK(A,K) = dimK Aを仮定する．HomK(A,K) = {ϕ1, . . . , ϕr} (r = #HomK(A,K))と

書き，1 ≤ i ≤ rに対しmi = Kerϕiとおくと，準同型定理よりA/mi
∼= Kなので，miはAの極大イデア

ルである．さらにA = K+miが成り立つ（a ∈ Aに対し，a = ϕi(a)+ (a−ϕi(a))と分解すればよい）．
このことから，i ̸= jのときmi ̸= mjであることが分かる．実際，mi = mjとすると，ϕi, ϕj : A → Kは
K ⊂ Aおよびmi = mj ⊂ Aの上で一致するので，A = K+mi = K+mj上でも一致する．よって i ̸= j

のときmi+mj = Aなので，中国剰余定理より，K代数の同型A/m1 · · ·mr
∼=−→ A/m1×· · ·×A/mr

∼= Kr

を得る．これと A → A/m1 · · ·mr を合成することでK 代数の全射準同型 ϕ : A ↠ Kr が得られるが，
dimK A = #HomK(A,K) = r = dimK Kr なので ϕは同型である．よって Aは分解K 代数であるこ
とが示された．

命題 2.2

K の有限次拡大体 LがGalois拡大であることは，#HomK(L,L) = [L : K]と同値である．
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証明 HomK(L,L) = HomL(L ⊗K L,L)である．命題 2.1より，L ⊗K Lが分解 L代数であることは
この集合の元の個数が [L : K]であることと同値であることが分かるのでよい．

K係数多項式 f(T ) ∈ K[T ]に対し，Kの有限次拡大体Eで f(T ) ∈ E[T ]が一次式の積に分解するよ
うなものを f(T )の分解体というのであった．分解体は必ず存在することが知られている．さらに，Lを
Kの任意の有限次拡大体とするとき，f(T )の分解体をLを含むようにとることができる（f(T ) ∈ L[T ]

の分解体をとればよい）．

命題 2.3

LをK の有限次拡大体とする．a ∈ Lに対し，そのK 上の最小多項式を f(T )とし，Eを f(T )の
分解体とする．以下は同値である．
(i) f(T )はEにおいて重根を持たない．
(ii) E ⊗K K(a)は分解E代数である．
(iii) E ⊗K K(a)は被約である（0でない羃零元を持たない）．
条件 (i)は明らかに E のとり方に依存しないので，(ii), (iii)もそうである．これらの条件を満たす
a ∈ LをK 上分離的な元という．

証明 f(T )の E[T ]における因数分解を f(T ) =
∏

i(T − ai)
mi（mi ≥ 1，ai は相異なる）とする．

K(a) ∼= K[T ]/(f(T ))であるから，E ⊗K K(a) ∼= E[T ]/(f(T )) ∼=
∏

iE[T ]/((T − ai)
mi)となる．

まず (i)すなわちmi = 1を仮定すると，E[T ]/(T − ai) ∼= E より E ⊗K K(a)は分解 E 代数となり
(ii)が従う．(ii)ならば (iii)は明白である．(iii)を仮定するとmi = 1となり (i)が分かる．よって示さ
れた．

命題 2.4

K の有限次拡大体 Lに対し，以下は同値である：
(i) Lのある有限次拡大体Eが存在して，E ⊗K Lは分解E代数となる．
(ii) 任意の a ∈ LはK 上分離的である．
(iii) LのK 上の生成系 a1, . . . , anでK 上分離的なものが存在する．
上記の 3条件を満たす有限次拡大体を分離拡大という．

証明 (i)から (ii)を示す．a ∈ LのK上の最小多項式を f(T )とおくと，K(a) ∼= K[T ]/(f(T ))はLの
部分体である．Lの拡大体Eを，(i)の条件を満たし，かつ f(T )の分解体であるようにとる．E⊗KK(a)

はE ⊗K Lの部分E代数であり，E ⊗K Lは分解E代数なので被約であるから，E ⊗K K(a)も被約と
なる．したがって aの分離性が分かる．
(ii)から (iii)は明らか（例えば，LのK ベクトル空間としての基底をとればよい）．
(iii)から (i)を示す．aiのK上の最小多項式を fi(T )とし，f1(T ) · · · fn(T )の分解体でLを含むもの

をEとする．a1, . . . , anは Lを生成するので，自然な準同型K(a1)⊗K · · · ⊗K K(an) → Lは全射であ
る．よって (E ⊗K K(a1))⊗E · · · ⊗E (E ⊗K K(an)) → E ⊗K Lも全射である．E ⊗K K(ai)は分解E

代数なので (E ⊗K K(a1))⊗E · · · ⊗E (E ⊗K K(an))も分解E代数であり，したがって補題 1.2 (ii)よ
りE ⊗K Lも分解E代数である．以上で示された．

注意 2.5

(i) 命題 2.4 (i)の条件は「Kのある有限次拡大体Eが存在して……」としても実は同じことである．
(ii) 定義より，Galois拡大は分離拡大となる．

4



命題 2.6

K の有限次分離拡大体 Lに対し，以下は同値である：
(i) LはK のGalois拡大である．
(ii) Lの任意の有限次拡大体Eに対し，HomK(L,L) → HomK(L,E)は全単射である．
(iii) Lの任意の有限次拡大体EおよびK ⊂ Lの任意の中間体Fに対し，HomK(F,L) → HomK(F,E)

は全単射である．
(iv) 任意の a ∈ Lに対し，そのK 上の最小多項式は L[T ]において一次式の積に分解する．
(v) LのK上の生成系 a1, . . . , anで，各 aiのK上の最小多項式が L[T ]において一次式の積に分解
するようなものが存在する．

証明 (i) =⇒ (iii) =⇒ (iv) =⇒ (v) =⇒ (ii) =⇒ (i)の順で示す．
(i) から (iii) を示す．L を K の Galois 拡大とすると，系 1.8 より L ⊗K F は分解 L 代数である．

よって補題 1.2 (i)よりHomL(L⊗K F,L) ↪→ HomL(L⊗K F,E)は同型である．HomL(L⊗K F,E) ∼=
HomK(F,E), HomL(L⊗K F,L) ∼= HomK(F,L)より，HomK(F,L) ↪→ HomK(F,E)も同型である．
(iii)から (iv)を示す．a ∈ LのK上の最小多項式を f(T )とし，Eをその分解体でLを含むものとす

る．f(T )のEにおける根 bを任意にとり，b ∈ Lを示せばよい．F = K(a) ∼= K[T ]/(f(T ))とおくと，
T 7→ bによってK 準同型 F → Eが得られる．(iii)よりこれの像は Lに含まれるので，b ∈ Lが従う．
(iv)から (v)は明らかである．
(v) から (ii) を示す．ϕ ∈ HomK(L,E) をとる．ai の K 上の最小多項式を fi(T ) とおくと，0 =

ϕ(fi(ai)) = fi(ϕ(ai))より ϕ(ai)も fi(T )の根であるから，ϕ(ai) ∈ Lが分かる．よって ϕ(L) ⊂ Lとな
るので，ϕ ∈ HomK(L,L)である．
(ii)から (i)を示す．LはKの分離拡大であるから，E⊗K Lが分解E代数となるようなLの有限次拡

大体Eが存在する．このとき，補題 1.2 (i)よりHomK(L,E) = HomE(E⊗KL,E) = HomE(E
[L:K], E)

は [L : K]個の元からなる．よって [L : K] = #HomK(L,E) = #HomK(L,L)となるので，命題 2.2

より LはK のGalois拡大である．

例 2.7

K の有限次拡大体 Lが一つの元 a ∈ Lで生成されているとする．このとき，LがK のGalois拡大
であることは，aのK 上の最小多項式 f(T )が L[T ]において相異なる deg f 個の根を持つことと同値
である（命題 2.4，注意 2.5 (ii)，命題 2.6より直ちに分かる）．

系 2.8

LをK の有限次拡大体とし，G = AutK(L)とおく．LがK のGalois拡大であることは LG = K

と同値である．

証明 LがGのGalois拡大ならば，定理 1.7より LG = LGal(L/K) = K である．逆に LG = K と仮定
して LがKのGalois拡大であることを示す．まず，a ∈ Lに対しH = {g ∈ G | g(a) = a}とおき，多
項式 f(T ) =

∏
g∈G/H(T − g(a))を考えると，これは LG = Kの元を係数に持つ多項式であり，その根

は相異なる Lの元である（実際，g(a) = g′(a)ならば g′−1g ∈ H すなわち gH = g′H となる）．aの最
小多項式は f(T )を割り切るので，a ∈ Lは分離的な元であり，命題 2.6の条件 (iv)を満たすことが分
かる．よって命題 2.6から LはK のGalois拡大である．

命題 2.9
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Lを体とし，その自己同型群Aut(L)の有限部分群Gを考える．このとき，LはLGの有限次Galois

拡大である．

証明 K = LG とおくと，G ⊂ AutK(L)である．Lの有限部分集合 S で G安定なもの，すなわち，
任意の g ∈ G, a ∈ S に対し g(a) ∈ S となるもの全体を Λ とおく．S ∈ Λ に対し，S で K 上生
成される Lの部分体 K(S)を考える．a ∈ S は f(T ) =

∏
g∈G(T − g(a)) ∈ K[T ]の根なので K 上

代数的であることに注意すると，K(S)は K の有限次拡大であることが分かる．また，S が G安定
であることから，Gの Lへの作用でK(S)は保たれる．したがって，群準同型 G → Aut(K(S)/K);

g 7→ g|K(S) が定まる．これの像を GS とおくと，K ⊂ K(S)Aut(K(S)/K) ⊂ K(S)GS ⊂ LG = K なの
で，K(S)Aut(K(S)/K) = K となり，系 2.8より，K(S)はK のGalois拡大であることが分かる．さら
にK(S)Aut(K(S)/K) = K(S)GS と定理 1.7より，GS = Aut(K(S)/K) = Gal(K(S)/K)を得る．特に，
[K(S) : K] = #Gal(K(S)/K) = #GS ≤ #Gが従い（命題 1.4を用いた），{[K(S) : K] | S ∈ Λ}
は最大値 dを持つことが分かる．[K(S0) : K] = dとなる S0 ∈ Λを一つとり固定する．このとき，
K(S0) = Lが成り立つ．実際，a ∈ L \K(S0)が存在したとすると，S1 = S0 ∪ {g(a) | g ∈ G} ∈ Λと
すればK(S0) ⊂ K(S1)かつ a ∈ K(S1)なのでK(S0) ⊊ K(S1)となり矛盾する．K(S0)はKの有限次
Galois拡大であったから，主張が示された．

A 補足
本稿を読むのに必要な予備知識について簡単に補足しておく．必要に応じて参照されたい．

A.1 K代数のテンソル積

K を体とする．環Aに環準同型 ιA : K → Aが定まっているものをK 代数という．通常，環準同型
ιAは明示せず，「K代数A」という．また，a ∈ Kに対し，ιA(a) ∈ Aのことも単に aと書くことが多
い．K 代数 Lが特に体であるとき，LはK の拡大体であるという．このとき準同型 ιL : K → Lは単
射であるから，それによってK を Lの部分集合とみなすことが多い．
A, BをK 代数とするとき，環準同型 f : A → Bで f ◦ ιA = ιB を満たすものをK 代数の準同型あ

るいは単にK 準同型という．本稿では，AからBへのK 代数の準同型全体をHomK(A,B)と表す．
K代数Aは a · x = ιA(a)x (a ∈ K,x ∈ A)によってKベクトル空間ともみなせる．Kベクトル空間

として有限次元であるK 代数を有限K 代数という．

例A.1

(i) A, BをK 代数とするとき，直積環 A× Bは自然にK 代数となる．A, Bが有限K 代数ならば
A×Bもそうである．

(ii) 多項式環K[T ]は自然にK 代数の構造を持つ．

定義A.2

A, BをK 代数とするとき，K ベクトル空間としてのテンソル積 A ⊗K Bは以下のようにしてK

代数の構造を持つ：

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′, ιA⊗KB : K → A⊗K B; a 7→ a⊗ 1 = 1⊗ a．

これをK 代数のテンソル積と呼び，同様にA⊗K Bと表す．
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注意A.3

A, BをK 代数とするとき，環準同型 A → A⊗K B; a 7→ a⊗ 1およびB → A⊗K B; b 7→ 1⊗ bが
ある．特に，LをKの拡大体とするとき，K代数Aから L代数 L⊗K Aが得られることになる．この
操作を係数拡大と呼ぶ．

例A.4

(i) AをK 代数とするとき，A⊗K K[T ]
∼=−→ A[T ]; a⊗ f(T ) 7→ af(T )である．

(ii) C ∼= R[T ]/(T 2 + 1)であることに注意すると，

C⊗R C ∼= C⊗R R[T ]/(T 2 + 1) ∼= C[T ]/(T 2 + 1) ∼= C[T ]/(T + i)× C[T ]/(T − i) ∼= C× C

である（3つ目の同型で中国剰余定理を用いた）．

係数拡大に関する次の命題は本文中で頻繁に用いられる．

命題A.5（係数拡大の普遍性）
LをK の拡大体とし，AをK 代数，Bを L代数とする．このとき，次が成り立つ：

HomK(A,B) ∼= HomL(L⊗K A,B)．

証明 f ∈ HomK(A,B)に対し，L代数の準同型 L ⊗K A → B が a ⊗ x 7→ af(x)で定まる．一方，
g ∈ HomL(L⊗K A,B)に対し，K代数の準同型A → Bが x 7→ g(1⊗ x)で定まる．これらが互いに逆
を与えることが容易に確かめられるのでよい．

次の命題は命題 2.4の証明中で用いられる．

命題A.6

LをK の拡大体とし，A, BをK 代数とするとき，L代数の自然な同型

L⊗K (A⊗K B) ∼= (L⊗K A)⊗L (L⊗K B)

がある．すなわち，係数拡大はテンソル積と交換する．

証明 L⊗K (A⊗K B) → (L⊗K A)⊗L (L⊗K B); a⊗ (x⊗ y) 7→ (a⊗x)⊗ (1⊗ y)および (L⊗K A)⊗L

(L⊗K B) → L⊗K (A⊗K B); (a⊗ x)⊗ (b⊗ y) 7→ ab⊗ (x⊗ y)はともに L代数の準同型であり，互い
に逆を与えることが確認できる．

A.2 有限次拡大体

Kを体とする．LがKの拡大体かつ有限K代数であるとき，LはKの有限次拡大体であるという．
このとき，dimK Lのことを [L : K]と書き，LのK 上の拡大次数という．

命題A.7

LをK の有限次拡大体とし，Eを Lの有限次拡大体とするとき，EはK の有限次拡大体であり，
[E : K] = [E : L][L : K]が成り立つ．

証明 Lベクトル空間としてE ∼= L[E:L]であるから，特にKベクトル空間としてもE ∼= L[E:L]である．
一方，K ベクトル空間として L ∼= K [L:K]である．よってK ベクトル空間としてE ∼= (K [L:K])[E:L] =
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K [E:L][L:K]であるから，dimK E = [E : L][L : K] < ∞である．したがってEはK の有限次拡大体で
あり，その拡大次数 [E : K]は [E : L][L : K]に等しい．

命題A.8

LをK の有限次拡大とするとき，HomK(L,L)の元は全て同型である．すなわち，LのK 自己同
型全体のなす群をAutK(L)と書くと，AutK(L) = HomK(L,L)が成り立つ．

証明 ϕ ∈ HomK(L,L)とする．ϕ : L → Lは明らかに単射である．次元の等しい有限次元K ベクト
ル空間の間の単射K 線型写像は同型であるから，ϕは同型であることが分かる．

Lを K の（有限次とは限らない）拡大体とする．a ∈ Lに対し，K 代数の準同型 ϕa : K[T ] → L;

f(T ) 7→ f(a)を考え，その核を Ia と書く．Ia ̸= 0であるとき，すなわち，f(a) = 0となる多項式
f(T ) ∈ K[T ] \ {0}が存在するとき，aはK 上代数的であるという．

命題A.9

LがK の有限次拡大体であるとき，任意の a ∈ LはK 上代数的である．

証明 Ia = 0ならば ϕaは単射であるが，dimK K[T ] = ∞, dimK L < ∞より矛盾が起こる．

定義A.10

a ∈ LをK上代数的な元とする．K[T ]はPIDであるから，Iaは単生成なイデアルとなり，Iaの生
成元で最高次の係数が 1となるものがただ一つ存在する．これを aのK 上の最小多項式という．

命題A.11

a ∈ LをK 上代数的な元とし，fa(T ) ∈ K[T ]をその最小多項式とする．
(i) aが生成する Lの部分K 代数をK(a)とすると，K(a)はK の有限次拡大体である．
(ii) fa(T )は既約多項式であり，K 代数の同型K(a) ∼= K[T ]/(fa(T ))が存在する．

証明 定義より，ϕa : K[T ] → Lの像はK(a)に一致する．よって，準同型定理と Ia = (fa(T ))より，
K[T ]/(fa(T )) ∼= K(a)が成り立つ．fa(T ) ̸= 0より左辺はK 上有限次元であるから，右辺もそうであ
る．また，K(a)は体 Lの部分環であるから，整域である．したがって (fa(T ))はK[T ]の素イデアル
である．これと fa(T ) ̸= 0より，fa(T )は既約多項式であることが分かる．さらにK[T ]が PIDである
ことから，(fa(T ))はK[T ]の極大イデアルとなり，K(a) ∼= K[T ]/(fa(T ))は体であることが従う．以
上で (i), (ii)が示された．

K を体とし，f(T ) ∈ K[T ] \K とする．

定義A.12

K の有限次拡大体 E が f(T )の分解体であるとは，f(T ) ∈ E[T ]が一次式の積に分解することを
いう．

例A.13

Q(
√
2) は T 2 − 2 ∈ Q[T ] の分解体である．一方，Q( 3

√
2) は T 3 − 2 ∈ Q[T ] の分解体ではない．
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ω = (−1 +
√
−3)/2とおくと，Q( 3

√
2, ω)は T 3 − 2の分解体である．

命題A.14

f(T )の分解体は存在する．

証明 組 (K, f(T ))に対する主張を f(T )の次数 deg f に関する帰納法で示す．deg f = 1のときはK

自身が f(T )の分解体となる．deg f ≥ 2の場合を考える．f(T )を割り切る既約多項式 f0(T )を一つと
り，L = K[T ]/(f0(T ))とおく．これはKの有限次拡大体である．T ∈ K[T ]の Lにおける像を aとお
くと，f0(a) = 0なので f(a) = 0も成り立つ．よってL[T ]において f(T ) = (T −a)g(T ) (g(T ) ∈ L[T ])

と分解する．帰納法の仮定を (L, g(T ))に対し用いることで，g(T )の分解体が存在することが分かる
が，それは f(T )の分解体にもなっているのでよい．

注意A.15

Eを f(T )の分解体とし，Eにおける f(T )の根を a1, . . . , anとする．このとき，K 上 a1, . . . , anで
生成される Eの部分体K(a1, . . . , an)もまた f(T )の分解体であり，さらに，F ⊊ K(a1, . . . , an)とな
るK の拡大体 F は f(T )の分解体ではない．このような分解体を最小分解体という．分解体はたくさ
んあるが，最小分解体は同型を除いて一意的であることが証明できる．

A.3 群作用

Gを群とする．K 代数 AへのGの作用とは，写像G× A → A; (g, a) 7→ gaで以下の条件を満たす
もののことである：

• 各 g ∈ Gに対し，A → A; a 7→ gaはK 代数の同型となる．
• 任意の g, g′ ∈ Gに対し，g(g′x) = (gg′)x．

命題A.16

LをKの有限次拡大体とする．AにGの作用が定まっているとき，L⊗KAへのGの作用を g(a⊗x) =

a⊗ gxで定めると，(L⊗K A)G ∼= L⊗K AGが成り立つ．

証明 自然な L代数の準同型 L⊗K AG → L⊗K Aの像は明らかに (L⊗K A)Gに含まれるので，L代
数の準同型 L⊗K AG → (L⊗K A)Gが得られる．これが同型であることを示そう．Kベクトル空間の
同型 L ∼= Kn (n = dimK L)を固定すると，K ベクトル空間の同型

L⊗K AG ∼= Kn ⊗K AG ∼= (AG)n, (L⊗K A)G ∼= (Kn ⊗K A)G ∼= (An)G

が得られる（AnへのGの作用は成分ごとの作用とする）．さらに，L⊗K AG → (L⊗K A)Gはこれらの
同型によって自然な写像 (AG)n → (An)Gと同一視できる．後者は明らかに全単射であるのでよい．
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