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0 はじめに

本稿は「R = T の最近の発展についての勉強会」の報告書であり，Carayolおよび斎藤
毅氏により得られた，Hilbertモジュラー形式に伴うGalois表現について局所・大域整合
性が成立するという結果の解説を行う．
まずはじめに，局所・大域整合性とは何かを簡単に紹介しておく．一般に代数体 F に
対し，GLn(AF )の保型表現Πと F の絶対Galois群GF の n次元 `進表現 ρが Langlands
の意味で対応するとは，ほとんど全ての有限素点 vに対し，不分岐主系列表現Πvの佐武
パラメータと不分岐表現 ρv の Frobenius固有値が（あらかじめ固定した同型 C ∼= Q`の
もとで）一致していることをいう．Πが与えられたとき，それに Langlandsの意味で対
応するGF の n次元 `進表現 ρ(Π)を構成する問題を「Galois表現の構成問題」と呼ぶ．
この問題が解決されている例として，Eichler-Shimura, Deligneによる，楕円モジュラー
形式に伴うGalois表現の構成が挙げられる．
保型表現Πに対してGalois表現の構成問題が解けていたとしても，有限個の素点 vに
おいては ρ(Π)vがどのようになっているかは明らかではない．Πvが超尖点表現である場
合など特に興味深そうな場合には，ρ(Π)vの様子は ρ(Π)の定義からは全く分からないの
である．これが局所 Langlands対応によって記述できることを主張するのが，局所・大
域整合性である（局所 Langlands対応については第 1節参照）．より正確に述べると次の
ようになる：対応Π 7−→ ρ(Π)が局所・大域整合性を満たすとは，任意の有限素点 vに対
し，Πvと ρ(Π)vが Fvの局所 Langlands対応によって対応することをいう（vが `を割り
切る場合は修正が必要である）．
本稿の主定理は，Hilbertモジュラー形式に伴う保型表現 Πに対して Galois表現の構
成問題が解決でき，さらにそれについて局所・大域整合性が成り立つというものである．
実際に主定理を述べる際（定理 3.1）にはこれら 2つの主張をまとめて書いている（それ
を見ても何が整合的なのかよく分からないかと思いここで説明しておいた次第である）．
Carayolの結果はGalois表現の構成および `を割らない素点 vにおける局所・大域整合性
の部分であり，̀ を割る素点 vにおける局所・大域整合性は斎藤毅氏による．なお，Galois
表現の構成だけなら Carayolよりも以前に太田雅巳氏 ([Oh])によって得られていたこと
を補足しておく．

Carayol の論文が出版されたのはもう 20 年以上も前である．この論文は Deligne の
「Piatetski-Shapiroへの手紙」の内容を受けた先駆的かつ重要なものであり，その後の志
村多様体の研究の進展に大きな影響を与えてきたと推察される．特に志村多様体の悪い



還元については，Carayolの手法を一般化した Harris-TaylorやMantovanらの研究によ
り，ここ 10年くらいの間にかなり理解が進んだ．筆者は本稿を担当するにあたり，こう
した発展を踏まえた現代的な視点に立って「原典」たるCarayolの結果を解説してみよう
という目標を立てたのである．
しかしこの目標の高さに比べ筆者の能力も執筆時間もなかったようで，当初思い描い

ていたものよりも随分と中途半端なものができあがってしまった．特に，志村曲線の還
元のうち通常部分（超特異点を除いた部分）の扱いに不満が残っている．しかし，超特異
点の部分（[Ca1]の §7から §10）に関してはある程度簡略化することができた（注意 5.24
参照）ので，ひとまずこれで提出することとしたい．志村曲線の整モデルに関しても記
述をいろいろ準備していたのであるが，ほとんど割愛し，最小限の説明にとどめた．そ
れを含めると量がかなり増えてしまう上，[Ca2]は十分良く書かれておりこれ以上解説が
必要であるとも感じられなかったためである．
本稿の構成は次の通りである．まず第 1節では，p進体上のGL2の表現論と `進Galois

表現について簡単にまとめ，GL2の局所Langlands対応の主張を紹介した．主な参考文献
は [BH]である．証明はついていたりついていなかったりと気まぐれであるが，証明がな
いものは基本的には [BH]に書かれているはずである（局所 Langlands対応も含めて！）．
第 2節では，代数体に関していくつか記号の準備を行った．第 3節では主定理を定式化
している．第 4節では，主定理のうちCarayolの結果にあたる部分を，四元数環の乗法群
の保型形式に伴うGalois表現の構成および（少し弱い）局所・大域整合性（定理 4.1）に
帰着している．帰着した先の定理 4.1は次の第 5節で証明される．この節が最も長いが，
Carayolの証明の本質的な部分はほとんどここに含まれているので致し方ないところであ
る．第 6節では，斎藤毅氏の結果について扱っている．志村曲線の幾何学については詳
細を書かないことにしたため，概略しか述べることができなかったが，なるべく雰囲気が
出るように努めたつもりである．
本稿の執筆は存外に時間がかかり，提出が大幅に遅れてしまった．編集者の方々にこ

の場を借りてお詫びしたい．また，本稿の執筆を通して講演者のご苦労の一端を実感す
ることができた．素晴らしい勉強会を開いてくださった安田正大氏，山下剛氏のお二人
に改めて感謝の意を表したい．

記号・約束
• 体 F に対し，その代数閉包を F で表す．また，分離閉包を F sepで表す．これらを
明示せずに固定する場合も多いが，それによって問題が起こらない場合に限ってい
るはずである．

• 体 F に対し，その絶対Galois群Gal(F sep/F )をGF と書く．

• しばしば同型と等号=を区別しないことがあるが，それによって問題が起こらない
場合に限っているはずである．

• 断りのない限りコホモロジーはエタールサイトでとる．



1 GL2の局所Langlands対応

局所・大域整合性の主定理を述べる前に，GL2の局所 Langlands対応について復習し
ておこう．
本節では F を p進体（Qpの有限次拡大）とする．F に関連する記号をまとめておく．

κを F の剰余体とし，その元の個数を qとおく．付値 F× −� Zを vF と書き，a ∈ F に
対し |a| = q−vF (a)とおく．
自然な全射GF −→ Gκの核 IF を F の惰性群という．κは有限体であるから，幾何的

Frobenius元 (x 7−→ x1/q) ∈ Gκと 1 ∈ Ẑを対応させる同型Gκ ∼= Ẑがある．GF −→ Gκ

とこの同型を合成して得られる群準同型GF −→ Ẑを nと書き，GF の部分群WF = {σ ∈
GF | n(σ) ∈ Z}を F のWeil群という．WF には次を満たす位相が一意的に定まり，WF

は局所コンパクト群となる：

IF ⊂WF は開集合であり，その位相はGF からの相対位相と一致する（特に
IF はコンパクト群である）．

局所 Langlands対応とは，大雑把に言えば，素数 ` 6= pに対し，

(a) GL2(F )の既約スムーズ表現の同型類

(b) WF の 2次元 `進表現の同型類

の間によい一対一対応があることを主張するものである．まず，(a)の方から説明する．

1.1 GL2(F )のスムーズ表現

定義 1.1
Ωを体とする．位相群GのΩ上の表現 V がスムーズであるとは，任意の x ∈ V に対

し xの安定化群 StabG(x)がGの開部分群であることをいう．

スムーズ表現の定義は表現空間 V に関しては完全に代数的なものである（Ωの位相な
どは用いない）．したがって，2つの体 Ω1と Ω2が同型ならば，Ω1上のスムーズ表現と
Ω2上のスムーズ表現は同型 Ω1

∼= Ω2を固定するごとに自然に同一視できる．Ω1上のス
ムーズ表現 ρに ι : Ω1

∼=−−→ Ω2によって対応する Ω2上のスムーズ表現を ι(ρ)と書くこと

にする．
以下では主に C上のスムーズ表現を考えるので，単に「スムーズ表現」と言ったら C

上の表現のことを指すと約束することにする．

注意 1.2
GL2(F )のスムーズ表現 (π, V )が認容的 (admissible)であるとは，GL2(F )の任意のコ

ンパクト開部分群Kに対しその固定部分 V Kが有限次元ベクトル空間となることをいう．
本稿で「既約スムーズ表現」と書いてある部分が文献によっては「既約認容表現」となっ



ていることがあるが，GL2(F )の既約スムーズ表現は必ず認容的であるから，これら 2つ
は同じものを指していることになる．

例 1.3
Bを上半三角行列全体からなるGL2(F )の部分群とする．Bのスムーズ表現 (π, V )が

与えられたとき，その GL2(F ) への代数的な誘導表現 {ϕ : GL2(F ) −→ V
∣∣ ϕ(bg) =

π(b)ϕ(g) (b ∈ B)}（GL2(F )の作用は (gϕ)(g′) = ϕ(g′g)で定義する）のうちスムーズな元
（安定化群が開になるような元），すなわちGL2(F )のある開部分群Uに対しϕ(gu) = ϕ(g)
(g ∈ GL2(F ), u ∈ U)となるような ϕ全体のなす部分表現を IndGL2(F )

B πと書き，単にB

からGL2(F )への誘導表現という．これは明らかにGL2(F )のスムーズ表現である．πが
認容表現ならば IndGL2(F )

B πも認容表現となる．

χ1, χ2をF×の指標（スムーズな1次元表現）とするとき，Bの指標 (χ1, χ2)が

(
a b

0 d

)
7−→

χ1(a)χ2(d) によって定まる．これに上の構成を適用することで，GL2(F ) の認容表現
IndGL2(F )

B (χ1, χ2) が得られる．これが既約であることは，χ1χ
−1
2 6= 1, | |2 と同値であ

ることが知られている．このとき IndGL2(F )
B (χ1, χ2)をGL2(F )の主系列表現という．特

に χ1, χ2が vF : F× −→ Zを経由するとき，不分岐主系列表現という．

注意 1.4

δB : B −→ C× を

(
a b

0 d

)
7−→ |a−1d|によって定める．B のスムーズ表現 π に対し

n-IndGL2(F )
B π = IndGL2(F )

B (δ−1/2
B ⊗ π)とおき，これを πの正規化された誘導表現という．

n-Indはユニタリ表現を保ち，双対と可換であるなど Indと比べ表現論的によい特徴を
持っている．明らかに n-IndGL2(F )

B (χ1, χ2) = IndGL2(F )
B (| |1/2χ1, | |−1/2χ2)である．した

がって，n-IndGL2(F )
B (χ1, χ2)が既約であることは χ1χ

−1
2 6= | |±1と同値である．

例 1.5
B の自明な指標からの誘導表現 IndGL2(F )

B (1, 1)は自明表現 1を部分表現として持ち，
IndGL2(F )

B (1, 1)/1は既約になる．これをStと書き，Steinberg表現という．0 −→ 1 −→
IndGL2(F )

B (1, 1) −→ St −→ 0は分裂しない完全系列である．
Stは（P1(F )上の C値局所定数関数）/（P1(F )上の C値定数関数）と実現することもで
きる（GL2(F )は P1(F )に一次分数変換で作用する）．

注意 1.6
GL2(F )の既約スムーズ表現は次のように分類することができる：

i) 1次元表現 χ ◦ det（χは F×の指標）

ii) 主系列表現 n-IndGL2(F )
B (χ1, χ2)（χ1, χ2 は F× の指標）．n-IndGL2(F )

B (χ1, χ2) ∼=
n-IndGL2(F )

B (χ′1, χ
′
2)は「χ1 = χ′1, χ2 = χ′2」または「χ1 = χ′2, χ2 = χ′1」と同

値である．



iii) スペシャル表現 (χ ◦ det)⊗ St（χは F×の指標）．

iv) それ以外．

iv)の「それ以外」の表現は超尖点表現と呼ばれ，全ての行列要素の台がGL2(F )の中
心 F×を法としてコンパクトであるという特徴付けを持つ．

iii), iv)を合わせて離散系列表現または本質的二乗可積分表現と呼ぶ．これらは，全て
の行列要素が中心を法として二乗可積分であるという特徴付けを持つ．

GL2(F )の既約スムーズ表現 πに対する重要な不変量として，L因子，ε因子というも
のがある．πの L因子 L(π, s)は q−sのC係数多項式の逆数であり，ε因子 ε(π, s, ψ)（ψ
はF の非自明な加法的指標）は q−sのC係数単項式である．これらはGL1の場合にTate
によって考察されたL因子，ε因子のGL2版であり，GL1のときと同様，保型形式・保型
表現に伴う L関数と関係する．ここでは局所 Langlands対応の定式化に用いるだけなの
で，これ以上深入りはしないことにする．例えば [BH]のChapter 6などを参照されたい．

1.2 WF の `進表現

次に (b)，すなわち `進表現の方について説明する．素数 ` 6= p = charκを固定する．
WF の `進表現の定義は簡単である．

定義 1.7
WF の `進表現とは，有限次元 Q`ベクトル空間 V への連続表現 ρ : WF −→ GL(V )

のことである（V には `進位相を入れる）．1次元 `進表現のことを `進指標と呼ぶ．
同様に，GF の `進表現も定義することができる．

この定義では，Q`の `進位相を用いていることに注意したい．したがって，例えばQ`
をそれと同型な体Cに置き換えると状況が大きく変化してしまう．また，`進表現の同型
類が素数 ` 6= pに依存しない集合であるかどうかも定義からは全く明らかではない．

例 1.8
c ∈ Q×` とするとき，WF −→ Q×` を σ 7−→ cn(σ)で定めるとWF の 1次元 `進表現が得

られる．WF の不分岐 `進指標，すなわち IF 上自明な `進指標はこのようなもので尽く
される．特に整数mに対し c = q−mであるとき，この `進指標の表現空間はQ`(m)と表
されることが多い（いわゆるTate捻り）．さらにm = 1のとき，この `進指標は `進円
分指標と一致することが容易に分かる．

より代数的に `進表現を捉える方法が次に紹介するWeil-Deligne表現である．

定義 1.9
標数 0の体Ω上のWeil-Deligne表現とは，WF のΩ上の有限次元スムーズ表現 (r, V )



と羃零な線型写像N : V −→ V（モノドロミー作用素と呼ばれる）の組で，任意のσ ∈WF

に対しNr(σ) = qn(σ)r(σ)N を満たすもののことである．

この定義はΩに関して代数的であることが直ちに分かる．特に，同型な体（CとQ`な
ど）上のWeil-Deligne表現は（体の同型を固定するごとに）同一視することができる．
Q`上のWeil-Deligne表現からは次のようにして `進表現を構成することができる：

定義 1.10
n(ϕ) = 1となる ϕ ∈ WF および同型 Z`(1) ∼= Z`を一つ固定する．(r,N)を Q`上の

Weil-Deligne表現とするとき，σ ∈WF に対し

ρ(σ) = r(σ) exp
(
t`(ϕ−n(σ)σ)N

)

とすることでWF の `進表現 ρが定まる．ここで，t` : IF −→ Z`(1)は `進馴分岐指
標であり，同型 Z`(1) ∼= Z`によって IF −→ Z`と見ている（F の素元の `羃乗根の系
ξ = (ξn)nを一つとると，t`は σ(ξ) = t`(σ)ξ (σ ∈ IK)によって特徴付けられる）．

注意 1.11
関手 (r,N) 7−→ ρはϕおよび同型Z`(1) ∼= Z`に依存するが，同型類の対応 (r,N) 7−→ ρ

は依存しない．実際，ϕを ϕ′ = ϕσ (σ ∈ IF )に置き換えたときに (r,N)に対応する `進
表現を ρ′と書くと，ρと ρ′は x 7−→ exp((q − 1)−1t`(σ)N)xによって同型である．また，
同型 Z`(1) ∼= Z`をその a ∈ Z×` 倍で置き換えたときに (r,N)に対応する `進表現を ρ′′と
書くと，ρと ρ′′は αNα−1 = aN となる α ∈ AutQ`(V )によって同型である．

WF の全ての `進表現がWeil-Deligne表現から上記の方法で得られることを主張する
のがGrothendieckのモノドロミー定理である．

定理 1.12（Grothendieckのモノドロミー定理）
定義 1.10における (r,N) 7−→ ρは（Q`上の）Weil-Deligne表現の圏と `進表現の圏

との圏同値を誘導する．

証明は例えば [BH, 32.5]参照．特に，`進表現の圏は（` 6= pである限り）素数 `に依
存しないことが分かる．

定義 1.13
WF の `進表現 ρに対し，それに対応する Q` 上のWeil-Deligne表現をWD(ρ)と書

く．同型 ι : Q` ∼= Cが固定されているとき，WD(ρ)に対応する C上のWeil-Deligne表
現 ι(WD(ρ))もしばしばWD(ρ)と書く．
また，GF の `進表現 ρに対し，WD(ρ|WF

)のことも単にWD(ρ)と書く．



注意 1.14
ρを既約な `進表現としWD(ρ) = (r, V,N)とおくと，WD(ρ)は既約なWeil-Deligne
表現であるからN = 0となる（(r|KerN ,KerN, 0)が (r, V,N)の部分対象であることに注
意）．したがって ρ = rとなるので，ρはスムーズ表現であることが従う．つまり，既約
な `進表現はスムーズ表現である．特に任意の `進指標はスムーズである．
一方，後に紹介するようにN 6= 0となるWeil-Deligne表現も存在する（例 1.16）．そ
のようなWeil-Deligne表現に対応する `進表現はスムーズではない（t`の核が IF の開部
分群ではないことに注意）．

以下では主にC上のWeil-Deligne表現について考えるので，断りなくWeil-Deligne表
現と言ったらC上のものを指すことにする．`進表現に対応して，Weil-Deligne表現のテ
ンソル積や双対が自然に定義できる（[BH, 31.2]参照）．また，Lを F の有限次拡大とす
るとき，WF のWeil-Deligne表現 (r,N)に対しそのWLへの制限 (r,N)|WL

も自然に定
義できる（rをWLに制限するだけでよい）．
半単純性についての次の条件も重要である：

定義 1.15
WF のWeil-Deligne表現 (r,N)に対し次は同値である（[BH, 28.7]参照）：

• rは半単純表現，すなわち既約表現の直和である．

• n(ϕ) = 1となるある ϕ ∈WF に対し，r(ϕ)は半単純（対角化可能）な線型写像で
ある．

• n(ϕ) = 1となる任意の ϕ ∈WF に対し，r(ϕ)は半単純な線型写像である．

(r,N)がこの同値な 3条件を満たすとき，Frobenius半単純なWeil-Deligne表現であ
るという．
一般のWeil-Deligne表現 (r,N)が与えられたとき，それからFrobenius半単純なWeil-

Deligne表現 (rss, N)を次のようにして得ることができる：n(ϕ) = 1となる ϕ ∈WF を
固定し，r(ϕ) = su = usを r(ϕ)の Jordan分解とし（sは半単純，uは羃単），rss(ϕnσ) =
snr(σ) (σ ∈ IK) とおく（rss の同型類は ϕ のとり方によらない）．(rss, N) を (r,N)
の Frobenius半単純化といい，(r,N)F -ss と書く．また，Weil-Deligne表現 (rss, 0)を
(r,N)ssで表し，(r,N)の半単純化という．

例 1.16
2次元Frobenius半単純Weil-Deligne表現 (r, V,N)を分類してみよう．rが既約かどう
かにまず注目し，その後N が 0かどうかに注目する．

i) rが既約ならばN = 0である．実際，KerN ⊂ V は部分WF 加群であり，N は羃零
なのでKerN 6= 0となる．このとき，(r, V, 0)は既約なWeil-Deligne表現である．



WF の既約 2次元スムーズ表現 rを構成する方法の一つとして，誘導表現を用いる
というものがある．Lを F の 2次拡大とし，χをWLの指標とするとき，IndWF

WL
χ

はWF の 2次元表現である．これはしばしば既約表現になる．このようにして得ら
れる既約表現を単項的であるという．

ii) rが可約（したがって 2つの指標の直和）であるとする．

(a) N = 0であるとき，WF の指標 χ1, χ2 が存在して (r,N) ∼= (χ1 ⊕ χ2, 0) =
(χ1, 0)⊕ (χ2, 0)となる．つまり，(r, V,N)は 2つの 0でないWeil-Deligne表
現の直和となる．

(b) N 6= 0であるとき，KerN は V の 1次元部分表現であり，N : V/KerN −→
(KerN)(−1)はWF の作用と可換な同型である（WF のスムーズ表現 (r, V )およ
び整数mに対し，WF のV への作用を (σ, x) 7−→ q−m·n(σ)r(σ)xで定めたものを
V (m)あるいは r(m)と書く．Tate捻りの類似）．したがって，KerNへの作用
より定まるWF の指標をχとおくと，N : V/KerN

∼=−−→ (KerN)(−1) = χ(−1)

であるから，次のような同型がある：

(r, V,N) ∼=
(
χ⊕ χ(−1),C2,

(
0 1
0 0

))
．

特にχがσ 7−→ q−n(σ)/2である場合に右辺をSpと書く．上の考察より，N 6= 0
となるWeil-Deligne表現はWF の指標 χを用いて χ ⊗ Spと表すことができ
ることが分かる．χ⊗ Spは直既約だが既約ではない．

注意 1.17
上の例より次のことが分かる：半単純化が一致する 2つの 2次元Frobenius半単純Weil-

Deligne表現 (r,N), (r,N ′)が同型であるためには，N とN ′の階数が一致することが必
要十分である．

GL2の既約スムーズ表現のときと同様に，Weil-Deligne表現 (r,N)に対しても L因子
L((r,N), s)と ε因子 ε((r,N), s, ψ)（ψは F の非自明な加法的指標）が定義できる．L因
子の定義は簡単である：r′ = KerN ⊂ rとし，ϕ ∈ WF を n(ϕ) = 1となる元とすると，
L((r,N), s) = det(1− r′(ϕ)q−s)−1．しかし，ε因子の定義は容易に述べることができな
い（大域的な手法を用いた構成がよく知られている）．例えば [BH]の Chapter 7を参照
されたい．

1.3 GL2の局所Langlands対応

GL2の場合を考える前に，GL1の局所 Langlands対応，すなわち F×の指標とWF の
指標の対応を構成しておく．



定義 1.18
ArtF : F×

∼=−−→ WF を局所類体論の同型とする（F の素元$に対し n(ArtF ($)) = 1

となるように正規化する）．F× の指標 χに対し，recF χ = χ ◦ Art−1
F とおく．これは

WF の指標である．
recF は L因子，ε因子を保つ，すなわち F×の指標 χに対し L(χ, s) = L(recF χ, s),

ε(χ, s, ψ) = ε(recF χ, s, ψ)が成り立つことが知られている（ε因子に関しては，むしろ
この等式が成立するように構成すると言ったほうが正しい）．

例 1.19
recF (| |)はWF の円分指標Q`(1)と一致する．

これでGL2の局所 Langlands対応の主張を述べることができる．

定理 1.20（GL2の局所 Langlands対応）
F の非自明な加法的指標 ψを一つ固定する．
GL2(F )の既約スムーズ表現 πに対し，次の条件を満たす Frobenius半単純な 2次元

Weil-Deligne表現 recF (π)が同型を除いて唯一存在する：F×の任意の指標 χに対し，

L
(
(χ ◦ det)⊗ π, s) = L

(
recF (χ)⊗ recF (π), s

)
,

ε
(
(χ ◦ det)⊗ π, s, ψ) = ε

(
recF (χ)⊗ recF (π), s, ψ

)
．

recF (π)は ψ のとり方によらない．すなわち，上の 2つ目の等式は任意の非自明加法
的指標に対し成立する．また，recF は指標による捻り，双対と両立する．すなわち，
F× の任意の指標 χに対し recF ((χ ◦ det) ⊗ π) = recF (χ) ⊗ recF (π)が成立し，また
recF (π∨) = recF (π)∨となる．πの中心指標を χπとおくと，det recF (π) = recF (χπ)と
なる．
π 7−→ recF (π)は

(a) GL2(F )の既約スムーズ表現の同型類

(b) 2次元Weil-Deligne表現の同型類

の間の全単射を与える．

この定理を最初に完全に証明したのはKutzko ([Ku])である．現在では一般にGLnの
場合にHarris-Taylor ([HT]), Henniart ([He1])によって志村多様体のコホモロジーを用い
た証明が与えられている他，Bushnell-Henniart ([BH])による純局所的な証明もある（後
者はGL2に限る）．なお，GLnの場合は局所 Langlands対応を定理 1.20中の条件だけで
特徴付けることはできない．現在知られている特徴付けとして，対の L因子および ε因
子というものを用いる方法がある ([He2])．



例 1.21
recF (n-IndGL2(F )

B (χ1, χ2)) = recF χ1 ⊕ recF χ2, recF St = Spである．したがって，

• 主系列表現と可約半単純Weil-Deligne表現

• スペシャル表現と直既約だが既約でないWeil-Deligne表現

• 超尖点表現と既約Weil-Deligne表現

の間にそれぞれ一対一対応ができる．

1.4 p進表現に対応するWeil-Deligne表現

これまでは ` 6= pである場合を考えてきたが，` = pの場合，つまり p進体の p進表現
についても簡単に触れておく．p進体の p進表現は `進表現よりもはるかに複雑であり，
定理 1.12のようにWeil-Deligne表現と一対一に対応するわけではない．しかし，GF の
p進表現 ρからWeil-Deligne表現WD(ρ)を構成することは可能である．

WD(ρ)を定義するには，Fontaineにより導入された p進周期環 Bstを用いる．Qp上
不分岐な F の部分体のうち最大のものを F0と書くと，Bstは次の付加構造を持った F0

代数である：

• Galois群GF の作用（F0線型）．

• Frobenius作用φ : Bst −→ Bst（GF 線型，F0の算術的Frobenius同型に関し半線型）．

• モノドロミー作用素N : Bst −→ Bst （GF 線型，Nφ = pφN を満たす）．

F の有限次拡大体 Lに対し，BGal(F/L)
st = L0が成り立つ．

定義 1.22
Qp同型 F ∼= Qpを固定する．GF の p進表現 ρ : GF −→ GL(V )に対し，Qpベクトル

空間Dpst(V )を

Dpst(V ) =
⋃

F⊂L⊂F

(
(V ⊗Qp Bst)Gal(F/L) ⊗Qp⊗L0

Qp
)

で定める（Lは F の有限次拡大を動く．V ⊗Qp BstへのGal(F/L)の作用は対角的に定
める．テンソル積はL0 ↪−→ F ∼= Qpの係数拡大によって得られるQp⊗L0 −→ Qpに関
してとる）．

dimQp Dpst(V ) ≤ dimQp V であることが知られている．特にDpst(V )は有限次元Qp
ベクトル空間である．dimQp Dpst(V ) = dimQp V であるとき，V は潜在的半安定表現で
あるといわれる．p進表現が潜在的半安定であることは de Rham表現（ここでは定義
しない）であることと同値であることが知られているので，以下では潜在的半安定表現



のことを de Rham表現ということにする．
V ⊗Qp Bstには σ ∈WF の作用を σ ⊗ (φn(σ)[κ:Fp] ◦ σ)で定めることができる．これは

任意のLに対しQp⊗Qp L0線型であるから，Dpst(V )へのWF の作用を誘導する．こう
して得られた表現を rと書く．Dpst(V )の定義より rはスムーズ表現となる．
一方，V ⊗QpBstにはモノドロミー作用素を id⊗Nで定めることができ，これはDpst(V )

上のモノドロミー作用素（これもN と書く）を誘導する．
Nφ = pφN より，σ ∈ WF に対しNr(σ) = pn(σ)[κ:Fp]r(σ)N = qn(σ)r(σ)N が従うの

で，(r,Dpst(V ), N)はQp上のWeil-Deligne表現である．これをWD(ρ)と書く．

注意 1.23
`進表現のときと異なり，WDは充満忠実にはならない．実際，Dpst(V )には上で説明

していない付加構造であるフィルトレーションがあり，V が de Rham表現であるときは
Dpst(V )へのGF の作用，Frobenius作用 φ（id⊗φから誘導されるもの），フィルトレー
ションという 3つの付加構造から V がちょうど復元できる（de Rham表現 V に対して 3
つの付加構造を持ったベクトル空間Dpst(V )を対応させる関手は充満忠実である）こと
が証明できる．WDをとるとフィルトレーションが忘却されるので，充満忠実性が崩れ
るのである．

1.5 補遺：Weil群の表現についての補足

ここでは，p進体のWeil群のスムーズ表現に関する技術的な補題をいくつか準備する．
これらは主に 4.3節で用いられる．

補題 1.24
r : WF −→ GL(V )をWF の有限次元スムーズ表現とするとき，次が成り立つ：

i) r(IF )は有限群である．

ii) ϕ ∈WF を n(ϕ) = 1となる元とするとき，ある正整数mに対し r(ϕm) : V −→ V

はWF の作用と可換になる．

証明 V の基底 x1, . . . , xn ∈ V をとる．rはスムーズ表現であるから，StabIF (xi)は IF

の開部分群である．よって F の有限次拡大体 Lが存在して IF ∩WL ⊂
⋂n
i=1 StabIF (xi)

となる．必要なら Lを大きくして F のGalois拡大とすることで，H = IF ∩WLはWF

の正規部分群となるようにできる．H は IF の指数有限な開部分群でありKer rに含まれ
るので，まず r(IF )は有限群であることが分かる．一方，ϕは共役によって IF /Hに作用
するが，IF /H は有限群なので，ある整数m > 0に対し ϕmは IF /H に自明に作用する．
このmに対し，r(ϕm) : V −→ V はWF の作用と可換であるのでよい（WF は IF と ϕで
生成されることに注意）．



系 1.25
r : WF −→ GL(V )をWF の有限次元既約スムーズ表現とするとき，WF の不分岐指

標 χが存在して，χ⊗ r : WF −→ GL(V )の像は有限となる．

証明 補題 1.24 ii)の条件を満たす正整数mをとると，rは既約なので Schurの補題によ
り r(ϕm)は定数である．r(ϕm) = cとおき，不分岐指標 χ : WF −→ C×を ϕ 7−→ c−1/m

となるように定めれば，χ ⊗ rの像は r(IF )および χ(ϕi) (1 ≤ i ≤ m − 1)で生成される
ので有限群となる．

この証明と同様の考え方によって，WF の半単純スムーズ表現は指標によって区別でき
ることが証明できる．これは第 6節で用いられる．

命題 1.26 （[Sa2, Lemma 1 (1)]）
r, r′ をWF の半単純表現とし，任意の σ ∈ W+

F := {σ ∈ WF | n(σ) ≥ 0}に対し
Tr r(σ) = Tr r′(σ)が成り立っているとする．このとき，r ∼= r′である．

証明 ϕ ∈WF を n(ϕ) = 1となる元とすると，補題 1.24 ii)より r(ϕm), r′(ϕm)がともに
WF の作用と可換であるような正整数mがとれる．r(ϕm)または r′(ϕm)の固有値として
現れる複素数を a1, . . . , akとおき，rの r(ϕm)に関する固有分解を r = r1⊕· · ·⊕ rk（riに
r(ϕm)が ai倍で作用する），r′の r′(ϕm)に関する固有分解を r′ = r′1⊕· · ·⊕r′k（r′iに r′(ϕm)
が ai倍で作用する）とおく．多項式Qi(T ), Pi(T )をQi(T ) = (T − ai)−1

∏n
j=1(T − aj),

Pi(T ) = Qi(ai)−1Qi(T )で定めると，Pi(r(ϕm))は rから riへの射影子であり，Pi(r′(ϕm))
は r′から r′iへの射影子であるから，任意の σ ∈W+

F に対し

Tr ri(σ) = Tr
(
Pi
(
r(ϕm)

)
r(σ)

)
= Tr

(
Pi
(
r′(ϕm)

)
r′(σ)

)
= Tr r′i(σ)

となる．これより，一般の σ ∈ WF に対しても，ϕmlσ ∈ W+
F となる整数 l をとると

Tr ri(σ) = a−li Tr ri(ϕmlσ) = a−li Tr r′i(ϕ
mlσ) = Tr r′i(σ) となるので同様の等式が成り

立つ．
さて，不分岐指標 χi : WF −→ C×を ϕ 7−→ a

−1/m
i で定めると，系 1.25と同様にして

χi ⊗ ri, χi ⊗ r′iはWF の有限商を経由することが分かる．上で示したことからこれらの
指標は一致するので，有限群の表現論により χi ⊗ ri ∼= χi ⊗ r′iすなわち ri ∼= r′iが得られ
る．これよりよい．

定義 1.27
WF の有限次元スムーズ表現 r : WF −→ GL(V )に対し，PrをWF

r−−→ GL(V ) −�
PGL(V )の合成として定める．



命題 1.28
WF の 2次元スムーズ表現 r : WF −→ GL2(C)に対し，ImPrが有限群であると仮定

する（系 1.25より，rが既約ならばこの仮定は満たされる）．このとき，ImPrは次のい
ずれかと同型である：

i) 巡回群 Z/nZ．

ii) 二面体群Dn = Z/nZ o Z/2Z (n ≥ 3)．

iii) 四面体群（交代群A4）．

iv) 八面体群（対称群 S4）．

i)の場合 rは可約であり，ii), iii), iv)の場合 rは既約である．
ii)の場合は rは単項的となる．iii)の場合 rは四面体型であるといい，iv)の場合 rは

八面体型であるという．

証明 まず，WF は可解群であるから，ImPrも可解群であることに注意する．
PGL2(C) ∼= SO3(C)である．同型の構成方法のみ説明することにする．PGL2のLie環
を gとおくと，PGL2(C)は随伴作用により gに作用し，さらに gのKilling形式を保つ．
gは 3次元単純 Lie環であるから，これにより準同型 PGL2(C) −→ SO3(C)が得られる．
よく知られているように，SO3(C)の有限部分群は巡回群，二面体群，四面体群，八面体
群，二十面体群の 5種類である．二十面体群はA5と同型なので可解でないから現れない．
あとは次を証明すれば十分である：

(a) rが可約かつ ImPrが有限群ならば ImPrは巡回群である．

(b) ImPrが巡回群ならば rは可約である．

(c) ImPrが二面体群ならば rは単項的である．

まず (a)を示す．ImPr が有限群であることから，n(ϕ) = 1となる ϕ ∈ WF に対し
r(ϕ)m = cとなる整数m > 0および定数 c 6= 0が存在する．これより r(ϕ)は半単純であ
り，rは Frobenius半単純表現であることが分かる．したがって rが可約ならば 1次元表
現の直和 χ1 ⊕ χ2と同型となるので，ImPrは巡回群になる．
次に (b)を示す．ImPrが位数 nの巡回群であるとし，GL2(C) −→ PGL2(C)で ImPr
の生成元にうつるような Im rの元 αをとる．αの固有ベクトルを一つとり，それで生成
されるC2の 1次元部分空間を V とおく．Im rの元は αiの定数倍であるから V を保つの
で，V はWF の作用により保たれる．よって rは可約である．
最後に (c)を示す．ImPrが二面体群であるとし，その指数 2の正規部分群をH とお

く．H の Prによる逆像に対応する F の 2次拡大を Lとする．このときH は巡回群であ
るから，(b)より r|WL

は可約であり，したがってWLの指標 χで HomWL
(r|WL

, χ) 6= 0



となるものが存在する．このとき HomWF
(r, IndWF

WL
χ) 6= 0であるから，r の既約性と

dimC IndWF
WL

χ = 2より r ∼= IndWF
WL

χが従う．

補題 1.29 （[Ca1, 12.1.3 Lemme]）
WF の 2次元既約スムーズ表現 rが四面体型または八面体型であるとする．Hを ImPr

の 2-Sylow部分群とし（これは指数 3の部分群である），H のWF における逆像に対応
する F の拡大体を Lとおく（Lは F の 3次拡大である．rが四面体型のとき Lは F の
Galois拡大であるが，rが八面体型のときはそうではない）．
WF の（既約とは限らない）2次元スムーズ表現 r′に対し r|WL

∼= r′|WL
および det r =

det r′が成立するならば，r ∼= r′である．

証明 まず r が四面体型の場合を考える．この場合 H は ImPr の正規部分群である．
WF /WL

∼= Z/3Zの非自明指標 χを一つとると，

IndWF
WL

(r|WL
) ∼= r ⊕ χr ⊕ χ2r, IndWF

WL
(r′|WL

) ∼= r′ ⊕ χr′ ⊕ χ2r′

となる．条件よりこれらは同型なので，r′ は既約であり，r ∼= χir′ となる 0 ≤ i ≤ 2が
存在することが分かる．両辺の detをとることで det r = χ2i det r′が得られるから，χ2i

は自明指標である．χ3が自明であることと χの非自明性から i = 0が分かり，r ∼= r′が
従う．
次に rが八面体型の場合を考える．Gを ImPrの指数 2の正規部分群とし，対応する

F の拡大体をM とおく．Gは四面体群であるから，r|WM
は四面体型である．さらに，

Gの 2-Sylow部分群H ′はHに含まれる（実際，H ′はGの唯一の 2-Sylow部分群なので
ImPrの正規部分群となる．Sylowの定理より ImPrの 2-Sylow部分群H ′′でH ′を含む
ものが存在し，H はH ′′と共役なのでH ′を含む）．このことから r|WM

, r′|WM
はこの補

題の条件を満たしていることが分かり，既に示した場合を用いることで r|WM
= r′|WM

が
得られる．
したがって，rと r′の指標はWL∪WM上で一致する．一方，WF の任意の元はWL∪WM

の元と共役であることが容易に確かめられる（S4の 2-Sylow部分群Hを 1つとり，S4の
任意の元がH ∪A4の元と共役であることを直接確かめればよい）．よって rと r′の指標
はWF 上で一致することが分かるので，命題 1.26より rと r′の半単純化は同型である．
これと rの既約性から r ∼= r′が従うのでよい．

注意 1.30
上の補題において，r|WL

は可約または単項的である．



2 代数体に関する記号・補足

ここでは，F を代数体とし，F に関連する記号をいくつか導入する．

2.1 アデール

F の素点 vに対し，F の vによる完備化を Fv と書く．vが有限素点である場合には，
Fv は完備離散付値体となるが，その整数環をOv と書く．
AF =

∏′
v Fv := {(av)v ∈

∏
v Fv | 有限個の vを除いて av ∈ Ov}で F のアデール環を

表す．F の素点からなる有限集合Sに対し，FS =
∏
v∈S Fv, ASF =

∏′
v/∈S Fvとおく．特に

Sが無限素点全体からなる集合の場合はそれぞれF∞, A∞F と書く．また，S = {v1, . . . , vn}
である場合には FS , ASF と書かずに単に Fv1,...,vn , Av1,...,vn

F と書く．F = Qの場合はAの
下添字Qを省略する．
F 上の代数群Gに対し，G(AF ), G(FS), G(ASF )を定義することができる．例えば，

GLn(AF ) =
∏′

v

GLn(Fv) =
{

(gv)v ∈
∏
v

GLn(Fv)
∣∣∣有限個の vを除き gv ∈ GLn(Ov)

}

である．特に GL1(AF ) のことを A×F と書き，イデール群と呼ぶ．| |F : A×F −→ C×;
(av)v −→

∏
v|a|v をイデールノルムという（| |v は素点 v に対応する絶対値）．イデー

ルノルムは F× ⊂ A×F 上自明である．
上記で導入した上添字，下添字の記法は，アデールのみならず保型表現などの大域的

な対象に対し適用される．例えば，保型表現 Πの有限部分はΠ∞と書く．

2.2 大域類体論

群準同型ArtF : A×F −→ Gab
F を局所類体論の準同型

• ArtFv : F×v −→ Gab
Fv
⊂ Gab

F （vが有限素点のとき），

• ArtFv : R× −� R×/R>0
∼=−−→ Gab

Fv
⊂ Gab

F （vが実素点のとき），

• ArtFv : C× −→ {1} = Gab
Fv
⊂ Gab

F （vが複素素点のとき）

の積として定める．これは同型 A×F /(F
×(F×∞)0)∧

∼=−−→ Gab
F を誘導する（(F×∞)0は F×∞の

単位元を含む連結成分，(F×(F×∞)0)∧は F×(F×∞)0の A×F における閉包）．

定義 2.1
χ : A×F /F

× −→ C×を連続指標とする．各埋め込み σ : F ↪−→ Cに対し整数 nσが存在
して次の条件を満たすとき，χは代数的Hecke指標であるといわれる：

合成 ((F ⊗Q R)×)0 ⊂ (F ⊗Q R)×
∼=−−→ F×∞

χ∞−−→ C×は
∏
σ(σ ⊗ 1)nσ に一致

する．



例 2.2
例えば，各無限素点 τ に対し χτ が次のような形（k, lは整数）ならば χは代数的Hecke
指標である：

Fv = Rならば z 7−→ zk，Fv = Cならば z 7−→ zkzl．

命題 2.3（GL1の大域 Langlands対応）
素数 `および同型 ι : C ∼= Q`を固定する．このとき，任意の代数的Hecke指標 χに対

し，GF の `進指標R`(χ) : GF −→ Q×` で次を満たすものが一意的に存在する：

`を割らないF の任意の有限素点 vに対し，ι−1 WD(R`(χ)|WFv
) = recFv χv．

さらに，この対応により代数的Hecke指標はGF の `進指標 ξで次を満たすものと一対
一に対応する：

`を割る F の任意の素点 λに対し，ξ|GFλ は de Rham表現である．

略証 R`(χ)を構成するには，次で定まる χ′ : A×F /(F
×(F×∞)0)∧ −→ Q×` を考え，R`(χ) =

χ′ ◦Art−1
F とすればよい：

χ′(a) = ι
(
χ(a)

∏
σ

(σ ⊗ 1)(a∞)−nσ
)∏

σ

(
(ι ◦ σ)⊗ 1

)
(a`)nσ (a ∈ A×F )．

R`(χ)の一意性は Chebotarev密度定理より従う．

注意 2.4
GF の `進指標 ξが位数有限であるとする．このとき明らかに ξ|GFλ は de Rham表現
なので，R`(χ) = ξとなる代数的Hecke指標 χが存在する．明らかにR`はテンソル積と
交換し，自明な指標を自明な `進指標にうつすので，χも位数有限である．よって χに関
する nσ は全て 0であることが分かる．

3 局所・大域整合性の主定理

k ≥ 2と wを k − w ∈ 2Zとなる整数とする．R×の指標 µ, νを

µ(t) = |t| 1
2

(k−1−w) sgn(t)k, ν(t) = |t| 1
2

(−k+1−w)

によって定めると，誘導表現 n-IndGL2(R)
B (µ, ν)（定義は省略する）はGL2(R)の認容表現

となり，本質的二乗可積分な既約認容商表現を唯一持つ．これをDk,wと書く．



F を総実代数体とし，d = [F : Q]とおく．以下では簡単のため，d > 1と仮定する．
HomQ(F,R) = {τ1, . . . , τd}とおく．
k = (k1, . . . , kd) ∈ Zdおよび w ∈ Zを，ki ≥ 2かつ ki − w ∈ 2Zを満たすように固定
し，次の条件を満たすGL2(AF )の保型表現Πを考える：

(CH) Πは尖点的かつΠτi
∼= Dki,wを満たす．

このようなΠは尖点的な正則Hilbertモジュラー形式と対応する（(CH)はCuspidal Hilbert
の頭文字をとった）．
また，GL2(AF )の保型表現Πに対し，Πv が離散系列表現となるような F の有限素点

vの集合をDS(Π)と書くことにし，次の条件を考える：

(DS) d = [F : Q]が偶数ならば# DS(Π) ≥ 1である．

こちらは技術的な仮定であり，[BR1], [BR2]や [Ta1]に見られるように外すことが可能で
ある．後者については山上氏による解説 [Ya]をご覧いただきたい．

本稿の主定理は次の通りである：

定理 3.1（Carayol, T. Saito）
`を素数とし，体の同型 ι : C

∼=−−→ Q` を固定する．Πを (CH)および (DS)を満たす

GL2(AF )の保型表現とするとき，GF の 2次元既約 `進表現R`(Π)で次を満たすものが
存在する：

F の任意の有限素点 pに対し，WD
(
R`(Π)|GFp

)F -ss = recFp
(|det|−1/2⊗Π∨p

)
．

ここで |det|はGL2(Fp)
det−−→ F×p

| |p−−→ C×の合成である．また，ι−1 WDを単にWDと

書いている．R`(Π)およびWDは ιの取り方に依存することに注意せよ．

この定理は，pが `を割らないときは Carayolによって，pが `を割るときは斎藤毅氏
によって証明された．

注意 3.2
R`の既約性は，R`がほとんどすべての pに対して定理中の条件を満たすことから自動

的に従う（Ribetによる．[Ta2, Proposition 3.1]参照）．この既約性と Chebotarev密度
定理により，定理 3.1のR`は存在すれば（同型を除き）一意的であることが分かる．

注意 3.3
R`(Π)を定理 3.1の条件を満たすGF の 2次元既約 `進表現とすると，特に `を割るE

の素点 λに対し dimCWD(R`(Π)|GFλ ) = 2であるから，R`(Π)|GFλ は de Rham表現で
ある．



注意 3.4
実際は表現R`の定義体に関してより強い次の結果を証明することができる：Qのある
有限次拡大Eが存在して，Eの任意の有限素点 λに対しGF のEλ上の 2次元表現Rλ(Π)
で定理 3.1の条件を満たすものが存在する．
これを証明しようとしても証明は大きくは変化しないが，いくつかの部分で議論が煩

雑になるので本稿では定理 3.1の形で紹介することにする．

4 主定理の証明 (1)

F 上の四元数環（F 上階数 2の中心的可除代数）Bを，分岐する素点（B⊗F Fv ∼= M2(Fv)
とならない素点 v）の集合 ram(B)が次のようになるようにとる：

• d = [F : Q]が奇数のとき，{τ2, . . . , τd}．

• d = [F : Q]が偶数のとき，{τ2, . . . , τd, v}（vは有限素点を一つとる）．

i ≥ 2に対し，Bτi = H（R上の四元数環）である．整数 k ≥ 2およびwが k−w ∈ 2Zを満
たすとき，H×の有限次元表現Dk,wを次で定める：Dk,w = |Nrd|(−w−k+2)/2⊗Symk−2 Std
（|Nrd|は被約ノルムと絶対値の合成．StdはH× ↪−→ (H⊗R C)× ∼= GL2(C)の合成）．

G = ResF/QB×とおき，G(A)の保型表現Πに対して次の条件 (CH)B（kおよびwを
明示する場合は (CH)B,k,wと書く）を考える：

(CH)B Πは尖点的かつΠτ1
∼= Dki,w, Πτi

∼= Dki,w (i ≥ 2)を満たす．

本節では，主定理のうち pが `を割らない場合が次の定理 4.1に帰着されることを説明
する（定理 4.1の証明は次節で述べる）：

定理 4.1
`を素数とする．Πを (CH)B を満たす G(A)の保型表現とするとき，GF の 2次元 `

進表現R′`(Π)で次を満たすものが（同型を除き）一意的に存在する：

F の有限素点 pが `を割らず，Bが pで分岐せず，かつΠpが超尖点表現で
ないならば，WD(R′`(Π)|WFp

)F -ss = recFp(|det|−1/2 ⊗Π∨p )となる．

さらにR′`(Π)について次が成り立つ：

• WD(detR′`(Π)|WFp
) = recFp(χ

−1
Πp
| |−1
p )（χΠp はΠpの中心指標）．

• F の有限素点 pが `を割らず，かつBが pで分岐しないとき，R′`(Π)|WFp
はΠpの

みに依存する．すなわち，Π, Π′をG(A)の保型表現で条件 (CH)B を満たすもの
とし，Πp = Π′pとすると，R′`(Π)|WFp

= R′`(Π
′)|WFp

である．



本節の残りの部分では，定理 4.1が証明されたと仮定して議論を進める．

4.1 Jacquet-Langlands対応とR`(Π)の構成

R`(Π)を構成するには，大域 Jacquet-Langlands対応を用いる．これを復習しておこ
う．まず局所 Jacquet-Langlands対応から始めよう．

定理 4.2（局所 Jacquet-Langlands対応）
ここではF を p進体とし，DをF 上の四元数環とする．このとき，GL2(F )の離散系列
表現の同型類とD×の既約認容表現の同型類の間に次で特徴付けられる一対一対応が存在
する：πと π′が対応するとき，任意の楕円正則元 g ∈ GL2(F )に対しΘπ(g) = −Θπ′(g′)．
ここで g′は gと同じ固有多項式を持つD×の元である（g 7−→ g′によってGL2(F )の楕
円共役類とD×の（楕円）共役類は一対一に対応していたことを思い出せ）．Θπ, Θπ′ は
指標超関数（正則元の集合上では関数）である．
写像 π′ 7−→ πを JLで表し，写像 π 7−→ π′を LJで表す．

例 4.3
定理中の記号のもとで，D×の指標χ◦Nrdに対応するGL2(F )の離散系列表現JL(χ◦Nrd)
は (χ ◦ det)⊗ Stである（Stは Steinberg表現）．

詳細は省略するが，F = Rの場合にも局所 Jacquet-Langlands対応は存在する．この
場合，GL2(R)の離散系列表現とH×の既約認容表現が対応する．既に定義した表現Dk,w

とDk,wの間には JL(Dk,w) = Dk,wという関係がある．
次に大域 Jacquet-Langlands対応を紹介する．

定理 4.4（大域 Jacquet-Langlands対応）
ここではF を代数体とし，BをF 上の四元数環とする．G = ResF/QB×とおき，G(A)

の既約認容表現 Πに対し JL(Π) = Πram(B) ⊗⊗v∈ram(B) JLv(Πv)と定める（JLv は Fv

上の局所 Jacquet-Langlands対応）．これは GL2(AF )の既約認容表現である．同様に，
GL2(AF )の既約認容表現 Πで ram(B) ⊂ DS(Π)となるものに対し，G(A)の既約認容
表現 LJ(Π)が定義できる．
このとき，JL, LJは保型性を保つ．したがって，G(A)の保型表現と，GL2(AF )の保

型表現で ram(B) ⊂ DS(Π)となるものは一対一に対応する．

さて，以下 F を以前の通り総実代数体とする．条件 (CH), (DS)を満たすGL2(AF )の
保型表現 Πに対し，R`(Π)を構成しよう．dが偶数のときは v ∈ DS(Π)を固定し，本節
冒頭で述べたようにBをとる．このとき，大域 Jacquet-Langlands対応により，

• 条件 (CH)を満たすGL2(AF )の保型表現Πで，v ∈ DS(Π)となるもの

• 条件 (CH)B を満たすG(A)の保型表現



の間には一対一対応がある．これで Πに対応する G(A)の保型表現を LJB(Π)と書き，
R`(Π) = R′`(LJB(Π))とおく．定理 4.1から導かれるR`(Π)の性質を列挙しよう．pを F

の有限素点で `を割らないものとする．

i) Πpが主系列表現ならば，WD(R`(Π)|WFp
)F -ss = recFp(|det|−1/2 ⊗Π∨p )となる．特

に，d = [F : Q]が偶数のときは，R`(Π)はBの取り方，すなわちΠvが離散系列表
現となるような有限素点 vの取り方によらない（注意 3.2）．

ii) Πpがスペシャル表現であるとし，さらに dが偶数のときは# DS(Π) ≥ 2と仮定す
る（p ∈ DS(Π)に注意）．このとき，WD(R`(Π)|WFp

)F -ss = recFp(|det|−1/2 ⊗ Π∨p )
が成り立つ．

iii) Π′ を条件 (CH)を満たす GL2(AF )の保型表現とし，Πp = Π′p が成立するとする．
さらに d が偶数のときは (DS(Π) ∩ DS(Π′)) \ {p} 6= ∅ と仮定する．このとき，
R`(Π)|WFp

= R`(Π′)|WFp
である．

iv) WD(detR`(Π)|WFp
) = recFp(χ

−1
Πp
| |−1
p )（χΠp はΠpの中心指標）．

これら i)～iv)より次を導きたい：

定理 4.5
`を割らない F の任意の有限素点 pに対し，WD(R`(Π)|WFp

)F -ss = recFp(|det|−1/2 ⊗
Π∨p )となる．

この定理は次の順序で証明される：

(a) recFp Πpが単項的かつ，dが偶数ならばDS(Π) \ {p} 6= ∅である場合に成り立つ．

(b) dが奇数のとき，および dが偶数かつDS(Π) \ {p} 6= ∅である場合に成り立つ．

(c) dが偶数かつDS(Π) = {p}である場合に成り立つ．

4.2 (a)の証明について

(a)の証明では，性質 i), iii)に加え，保型誘導という保型表現の技術を用いる．dが偶
数のときは v ∈ DS(Π) \ {p}を固定しておく．recFp Πpが単項的であるという条件から，
F の 2次拡大EおよびA×E/E

×の代数的Hecke指標 χを次を満たすようにとることがで
きる：

(∗) p は E において分解しない．p を割る E の唯一の素点を q とおくと recFp Πp =

Ind
WFp

WEq
recEq χqとなる．



このとき，GL2(AF )の保型表現AIE/F (χ)で，F の任意の素点 wに対し

recFw
(
AIE/F (χ)w

)
=
⊕

w′|w
IndWFw

WEw′
recEw′ χw′

を満たすものが構成できる（[JL]参照．Weil表現と逆定理を用いる）．これを χの E/F

に関する保型誘導と呼ぶ．条件 (∗)に加え，

• （無限素点における条件）Eは F の総虚拡大であり，F の無限素点 τiを割るEの
唯一の素点を wiとおくと，χwi(z) = |z|−w−ki+1zki−1となる

• （dが偶数のときの vにおける条件）vはEにおいて分解せず，vを割るEの唯一
の素点を wとおくと，χwはノルムNEw/Fv : E×w −→ F×v を経由しない

という条件を要請することで，AIE/F (χ) が条件 (CH)を満たし，d が偶数ならば v ∈
DS(AIE/F (χ))となるようにすることができる．

ξ = | |−1/2
E χ−1（| |EはEのイデールノルム）とおくと，性質 i)とR`の既約性，Chebotarev

密度定理を用いることで，R`(AIE/F (χ)) = IndGFGE R`(ξ)となることが分かる．一方条
件 (∗)より Πp = AIE/F (χ)p なので，性質 iii)より R`(Π)|WFp

= R`(AIE/F (χ))|WFp
=

(IndGFGE R`(ξ))|WFp
= Ind

WFp

WEq
R`(ξ)qが得られる．これの両辺のWDをとり，右辺をちょっ

と変形すればよい．

4.3 (b)の証明について

(b)を証明するには，性質 i), iv)に加え底変換と呼ばれる保型表現の技術を用いること
で (a)に帰着させる．recFp Πpが単項的でない既約表現の場合を考察することになるが，
Fpのある 3次拡大に recFp Πpを制限すると可約あるいは単項的になること（補題 1.29，
注意 1.30）がポイントである．このことから，F の総実 3次拡大Eで次を満たすものが
とれる：

pを割り切る E の素点は唯一である．それを qとすると，(recFp Πp)|WEq
は

可約または単項的である．

さらに dが偶数の場合は v ∈ DS(Π) \ {p}を固定し，vがEで完全分解するという仮定も
加えておく．このとき，GL2(AE)の保型表現BCE/F (Π)で次を満たすものが構成できる
([La], [JPSS])：F の任意の素点 wおよびそれを割る Eの素点 w′に対し，

recEw′
(
BCE/F (Π)w′

)
= (recFw Πw)|WEw′

．

これを Πの E/F に関する底変換という．BCE/F (Π)は条件 (CH)を満たす．仮定より
recEq(BCE/F (Π)q)は可約または単項的である．また dが偶数のときは，vを割るEの素



点 v′をとるとBCE/F (Π)v′ = Πvなので v′ ∈ DS(BCE/F (Π)) \ {q}である．したがって，
BCE/F (Π)および qは (a)の仮定を満たすので，

WD
(
R`(BCE/F (Π))|WEq

)F -ss = recEq
(|det|−1/2 ⊗ BCE/F (Π)∨q

)

= recFp
(|det|−1/2 ⊗Π∨p

)∣∣
WEq

が得られる．一方，性質 i)とR`の既約性，Chebotarev密度定理より，R`(BCE/F (Π)) =
R`(Π)|GE が証明できる．したがって上の等式の左辺はWD(R`(Π)|WEq

)F -ssとなる．こ
れらのことと性質 iv)より，次が分かる：

WD(R`(Π)|WFp
)F -ssと recFp(|det|−1/2⊗Π∨p )は，WEqに制限すると同型であ

り，かつ同じ行列式を持つ．

あとは補題 1.29を用いれば，この条件からWD(R`(Π)|WFp
)F -ss ∼= recFp(|det|−1/2 ⊗Π∨p )

を導くことができる．

4.4 (c)の証明について

(c)は性質 i)と底変換を用いることで (b)に帰着する．F の総実 2次拡大Eで pにおいて
分解するものをとり，(b)と同様に底変換BCE/F (Π)（この場合は土井・長沼による．[La]で
も証明されている）を考えると，これは条件 (CH)を満たす．また，pを割るEの素点をw1,
w2とすると，BCE/F (Π)w1 = BCE/F (Π)w2 = Πpであるからw2 ∈ DS(BCE/F (Π))\{w1}
である．したがって BCE/F (Π)および w1は (b)の仮定を満たすので，

WD
(
R`(BCE/F (Π))|WEw1

)F -ss = recEw1

(|det|−1/2 ⊗ BCE/F (Π)∨w1

)

= recFp
(|det|−1/2 ⊗Π∨p

)

が得られる．一方，性質 i)とR`の既約性，Chebotarev密度定理よりR`(BCE/F (Π)) =
R`(Π)|GE が証明できるので，左辺はWD(R`(Π)|WFp

)F -ssとなる．これよりよい．
以上で，定理 4.1より定理 4.5が導かれた．

5 主定理の証明 (2)—定理4.1の証明

本節では定理 4.1の証明の概要について述べる．Bを前節冒頭で定めた F 上の四元数
環とし，G = ResF/QB×とする．

5.1 Galois表現R′`(Π)の構成

R′`(Π)を構成するためには，志村曲線のエタールコホモロジーを用いる．簡単に志村曲
線について復習しておこう．R上の代数群の準同型 h : S := ResC/RGm −→ G⊗Q Rを，



R値点に

C× −→ G(R) = GL2(R)×H× × · · · ×H×; a+ b
√−1 7−→

(( a b

−b a

)
, 1, . . . , 1

)

（この写像も hと書く）を誘導するように定める．h : C× −→ G(R)の G(R)共役類は
H± := C\Rと (g, 1, . . . , 1)h(g, 1, . . . , 1)−1 ←→ g

√−1 (g ∈ GL2(R))によって同一視でき
る．この対応によって定まるH±へのG(R)の作用はG(R) = GL2(R)×H××· · ·×H× pr1−−→
GL2(R) y H±である（最後のGL2(R) y H±は通常の一次分数変換による作用）．
この (G,h)は Deligneの公理 ([De])を満たすことが容易に分かるので，(G,h)から志

村多様体を構成することができる：

定義 5.1
G(A∞)のコンパクト開部分群Kに対し，C上の代数多様体ShK(G,h)が定まる．これを

Bより定まる志村曲線という．そのC値点は ShK(G,h)(C) = G(Q)\H±× (G(A∞)/K)
で与えられる．
G(A∞) のコンパクト開部分群 K, K ′ が K ⊂ K ′ を満たすとき，自然な射

ShK′(G,h) −→ ShK(G,h) がある．また，g ∈ G(A∞) に対し，射 ShK(G,h) −→
Shg−1Kg(G,h)が [x, g′] 7−→ [x, g′g]で定まる．これによって，射影的対象 (pro-object)
{ShK(G,h)}K へのG(A∞)の右作用が定められる (Hecke作用)．

注意 5.2
H+ = {z ∈ H± | Im z > 0}, GL2(R)+ = {g ∈ GL2(R) | det g > 0}, G(R)+ =

GL2(R)+ × (H×)d−1 ⊂ G(R), G(Q)+ = G(Q) ∩ G(R)+ とおく．G(A∞) のコンパク
ト開部分群 K に対し CK = G(Q)+\G(A∞)/K とおき，[g] ∈ CK に対し，自然な準
同型 G(R)+

pr1−−→ GL2(R)+ −� PGL2(R)+ による gKg−1 ∩ G(Q)+ の像を Γ[g] と書く

（PGL2(R)+はGL2(R) −� PGL2(R)によるGL2(R)+の像）．
このとき，自然な同型

∐
[g]∈CK Γ[g]\H+

∼=−−→ ShK(G,h)(C)がある（[x] ∈ Γ[g]\H+ を

[x, g]にうつす）．Γ[g] ⊂ PGL2(R)+は離散的かつ余コンパクトなので，ShK(G,h)(C)は
コンパクトRiemann面の構造を持つ．したがって ShK(G,h)はC上固有かつ滑らかな 1
次元代数多様体（代数曲線）である．

ShK(G,h)の連結成分については次が成り立つ：

命題 5.3
T = ResF/QGm とおき，T (A∞)のコンパクト開部分群 U に対し C上の代数多様体

NU をNU (C) = T (Q)\π0(T (R))× (T (A∞)/U)となるように定める（右辺は有限集合な
ので，それに自然な代数多様体の構造を定めればよい）．このとき，Nrd: G −→ T によ
り射 ν : ShK(G, h) −→ NNrd(K)が誘導され，そのファイバーは連結である．



略証 射が誘導されることを見るには，T (Q)(+) ⊂ T (Q) = F×を τ2, . . . , τdに関して正で
ある元の集合とするとき，T (Q)\π0(T (R))× (T (A∞)/U) = T (Q)(+)\{±1}× (T (A∞)/U)
であること，Nrd(G(Q)) ⊂ T (Q)(+)となることに注意すればよい．ファイバーの連結性
は [Mi2, Theorem 5.17]等を参照．

次に {ShK(G, h)}K 上の G同変な局所定数層を定めたい．これを与えるためには，G
の中心 Z(G)の部分トーラスで R上分解し，Q上分解する部分トーラスを持たないもの
のなかで極大なものを Zs(G)とし，代数群Gc = G/Zs(G)の表現を与えればよい ([Mi1,
Proposition II.3.3, Remark III.2.3])．この場合Zs(G) = Ker(NF/Q : F× −→ Q×)である
から，Gの表現でKer(NF/Q : F× −→ Q×)上消えているものを与えればよい．

定義 5.4
1 ≤ i ≤ dに対し，ξi : G⊗Q C ∼=

∏
τi

GL2,C
pri−−→ GL2,Cとおき，

ξC =
⊗

i

(
Symki−2 ξi ⊗ (det ξi)(w−ki+2)/2

)

と定める．ξCをZ(G) = F×に制限すると (NF/Q)wとなるので，これはGcの表現となる．
ξCの表現空間をW と書き，表現 (ξC,WC)に伴う ShK(G,h)上のC局所系G(Q)\H±×
(G(A∞)/K)×WCをFK,Cと書く（Kはある程度縮める必要がある）．{FK,C}KはG(A∞)
の {ShK(G,h)}K へのHecke作用について同変となっている．
また `を素数とするとき，ιを用いることでGcのQ`上の表現 (ξ`,W`)およびShK(G, h)

上のスムーズ `進層FK,`を定めることができる．FK,`は ιに依存することに注意せよ．

ここまでは C上の話であったが，Galois表現を構成するためには ShK(G,h)の代数体
上のモデルを用いなくてはならない．(G, h)のリフレックス体は F

τ
↪−→ Cであることが

容易に分かる ([Mi2, Example 12.4 (d)])ので，志村多様体の一般論により，ShK(G,h)は
F 上の正準モデルを持つ．

定義 5.5
ShK(G,h)の正準モデルをMKとおく．これはF 上固有かつ滑らかな代数曲線である．
FK,C, FK,` もMK 上定義される ([Mi1, Remark III.6.1])．これらをまた同じ記号で

表す．

注意 5.6
例えばモジュラー曲線の場合には，正準モデルは楕円曲線のモジュライ空間として自

然に得られる．志村曲線は PEL型の志村多様体ではないので，その正準モデルをモジュ
ライ空間として構成することはできない．しかし，F の虚二次拡大にMK を底変換して
得られるスキームの連結成分はモジュライ空間として記述することができる ([Ca2, §2, 3,



4])．MK についての性質の多くは底変換によってモジュライ解釈を持つ場合に帰着させ
ることで証明される．

T および U ⊂ T (A∞)を命題 5.3の通りとすると，NU (C)には次のようにしてGab
F の

作用が定まる（T (Q)+ ⊂ T (Q) = F×は総正な元の集合，T (Q)+∧は T (Q)+の T (A∞)内
での閉包）：

Gab
F
∼= π0

(
T (Q)\T (A)

)
= T (Q)+∧\T (A∞)

inv−−→ T (Q)+∧\T (A∞) y T (Q)+∧\T (A∞)/U = NU (C)．

最初の同型は大域類体論の同型である．これにより，NU のF 上の自然なモデルが定まる
（F のアーベル拡大体のスペクトラムとなる）．このモデルも同じ記号で書くと，命題 5.3
で定めた射 ν : ShK(G,h) −→ NNrd(K)は F 上の射 ν : MK −→ NNrd(K)から来ているこ
とが分かる．

MK の FK,`係数コホモロジーを用いると，R′`(Π)を定義することができる．

定義 5.7
G(A∞)×GF の表現H`をH` = lim−→K

H1(MK ⊗F F ,FK,`)で定める．条件 (CH)Bを
満たすG(A)の保型表現Πに対し，GF の表現R′`(Π)をR′`(Π) = HomG(A∞)(ι(Π∞),H`)
で定める．

これから R′`(Π)が定理 4.1の条件を満たすことを確かめていくのであるが，まず容易
に分かる性質を挙げておく．

命題 5.8 （[Ca1, 2.2.4]）
dimQ` R

′
`(Π) = 2であり，H` =

⊕
Π：(CH)B,k,w

ι(Π∞)⊗R′`(Π)が成り立つ．

略証 エタールコホモロジーの代わりにFK,C係数の特異コホモロジーを de Rham分解を
用いて計算すると，次が得られる（G(R)の Lie環を gとおき，K∞ ⊂ G(R)を

√−1 ∈ H±

の安定化群とした）：

HC = lim−→
K

H1
(
MK(C),FK,C

)
=

⊕

Π：保型的

H1(g,K∞,Π∞ ⊗ ξC)⊗Π∞．

H1(g,K∞,Π∞ ⊗ ξC)を計算すると，Πが (CH)B,k,wを満たすときのみ 2次元であり，他
は 0となることが分かる ([BW]等参照)．

命題 5.9 （[Ca1, 3.5]）
mを整数とし，χをA×F /F

×の代数的Hecke指標で nτ1 = · · · = nτd = −mとなるもの



とする（定義 2.1の記号を用いている）．Πを条件 (CH)B,k,wを満たすG(A)の保型表現と
すると，χ⊗Πは条件 (CH)B,k,w+2mを満たすが，これに対しR′`(χ⊗Π) = R`(χ)−1⊗R′`(Π)
となる．

略証 F と同様，T の指標NF/QからNU 上の `進層 LU,`を構成することができる．こ
のとき，T (A∞)×GF の作用と可換な次の同型がある（χは命題中の条件を満たす指標全
体を動く）：

lim−→
U

H0(NU ⊗F F,L⊗mU,` ) =
⊕
χ

ι(χ∞)⊗R`(χ)−1．

Fk,w,K,` ⊗ ν∗L⊗mNrd(K)
∼= Fk,w+2m,K,`（区別のためF にも k, wを明示している）であるか

ら，カップ積Hk,w,`⊗ lim−→U
H0(NU ⊗F F,L⊗mU,` ) −→ Hk,w+2m,`がある．lim−→U

H0(NU ⊗F
F,L⊗mU,` )の直和成分 ι(χ∞)⊗R`(χ)−1の非零元は次数環

⊕
m lim−→U

H0(NU⊗FF,L⊗mU,` )の可
逆元であるから，カップ積はG(A∞)×GF の表現の間の同型Hk,w,`⊗(ι(χ∞)⊗R`(χ)−1) ∼=
Hk,w+2m,`を誘導することが分かる．この両辺の ι(χ∞ ⊗Π∞)-isotypic部分をとることで
主張が従う．

命題 5.10 （[Ca1, 3.6]）
ΠをG(A)の保型表現で条件 (CH)Bを満たすものとし，pを `を割らない F の有限素

点とする．Πpの中心指標を χΠp とおくと，次が成り立つ：

WD
(
detR′`(Π)|WFp

)2 = recFp
(
χ−2

Πp
| |−2
p

)
．

証明 ξ∨i ∼= ξi⊗detよりF∨k,w,K,` = Fk,−w,K,`であることが容易に分かるので，Poincaré双
対定理によりH∨k,w,` ∼= Hk,−w,`(1)であることが分かる．χΠ∞をΠ∞の中心指標とすると，
(Π∞)∨ ∼= χ−1

Π∞⊗Π∞であるから，ι((Π∞)∨) ∼= ι(χ−1
Π∞⊗Π∞)による両辺の isotypic部分をと

ることでR′`(Π)∨ = R′`(χ
−1
Π∞⊗Π)(1)が得られる．命題5.9より右辺はR′`(Π)(1)⊗R`(χΠ∞)

に等しいので，両辺の detをとることで detR′`(Π)2 = R`(χΠ∞)−2(−2)が得られる．WFp

に制限してWDをとると主張が従う．

5.2 志村曲線の整モデル

はじめに，今後用いる記号を導入しておく．pを `を割らない F の有限素点とし，Bが
pで分岐しないとする．Fpの整数環をOpと書き，その剰余体を κと書く．
整数 n ≥ 0に対し，F×p のコンパクト開部分群 Unp を Unp = Ker(O×p −→ (Op/pn)×)

(n ≥ 1), U0
p = O×p として定める．局所類体論でUnp ⊂ F×p に対応する Fpの完全分岐アー

ベル拡大（Lubin-Tate拡大）を Fnp と書き，その整数環をOnp と書く．
GL2(Fp)のコンパクト開部分群Kn

p をKn
p = Ker(GL2(Op) −→ GL2(Op/pn)) (n ≥ 1),



K0
p = GL2(Op)で定める．以下では，G(A∞) = B×(A∞F )のコンパクト開部分群として
は，Kn

pK
p（KpはB×(A∞,pF )のコンパクト開部分群）という形のもののみを考え，MKn

pK
p

のことをMn,Kp と書く．

定義 5.7で構成したGalois表現R′`(Π)のWFp への制限について調べるには，志村曲線
のOp上のモデルの存在，およびその幾何学的性質を用いる．志村曲線の整モデルの理論
は，[Ca2]において詳しく調べられている．ここでは，その結果の一部について，事実の
みを列挙することにする．

i) Kpが十分小さいとき，M0,Kp はOp上良い還元を持つ．すなわち，Op上固有かつ
滑らかなスキームM0,Kp が（一意的に）存在して，M0,Kp ⊗Op Fp ∼= M0,Kp ⊗F Fp
となる．

ii) n ≥ 1 のときも，十分小さい Kp に対して Op 上固有な正則スキームMn,Kp で
Mn,Kp ⊗Op Fp ∼= Mn,Kp ⊗F Fp を満たすものを構成することができる．しかし，
Mn,Kp は Op 上スムーズではない（特殊ファイバーMn,Kp ⊗Op κ は被約ですら
ない）．

iii) 射影系 {Mn,Kp}は {Mn,Kp}と同様の群作用を持つ．また，十分小さい n, Kpに対
し，スムーズ `進層 Fn,Kp,` := FKn

pK
p,`はMn,Kp 上に延長される．

iv) Mn,Kp ⊗Op Onp の正規化をMn,Kp ⊗Op Onp と書くと，これは正則スキームである．
実際はMn,Kp からOnp にOp上の射がある（前小節で導入した νを整モデルにのば
すことで得られる）ので，Mn,Kp ⊗Op Onp はMn,Kp いくつかの直和である．

v) Mn,Kp ⊗Op Onp −→ Onp の幾何学的特殊ファイバー (Mn,Kp ⊗Op Onp ) ⊗Onp κ を
Mn,Kp ⊗Op κと書くと，これは被約であり，各既約成分は κ上滑らかである．各既
約成分は P1と同型ではない．

vi) 自由Op/pn加群 (p−n/Op)2の階数 1の直和成分 Anに対し，Mn,Kp ⊗Op κの閉部
分スキーム (Mn,Kp ⊗Op κ)An が自然に定まる．これはMn,Kp ⊗Op κの既約成分い
くつかの（交わりのない）合併であって，

⋃
An

(Mn,Kp ⊗Op κ)An = Mn,Kp ⊗Op κ
となる．さらに，g ∈ K0

p のMn,Kp ⊗Op κへの作用によって (Mn,Kp ⊗Op κ)An は
(Mn,Kp ⊗Op κ)g−1An にうつされる．

vii) Mn,Kp⊗Opκの各連結成分 (Mn,Kp⊗Opκ)◦に対し，(Mn,Kp⊗Opκ)◦An = (Mn,Kp⊗Op
κ)◦ ∩ (Mn,Kp ⊗Op κ)An とおくと，{(Mn,Kp ⊗Op κ)◦An}An は (Mn,Kp ⊗Op κ)◦の既
約成分の集合と一致する．さらに，(Mn,Kp ⊗Op κ)◦の特異点の集合を Sn,Kp と書
くと，Sn,Kp =

⋂
An

(Mn,Kp ⊗Op κ)◦An である．



viii) F 上の四元数環Bを ram(B) = ram(B)∪{τ1, p}となるようにとり，B⊗F A∞,pと
B ⊗F A∞,pを同一視する．このとき，G(A∞)の作用と可換な射影系の同型

{
B
×(F )\F×p ×B×(A∞,pF )/(Unp ×Kp)

} ∼= {Sn,Kp}

が存在する（左辺へのG(A∞)の作用は

G(A∞) = GL2(Fp)×B×(A∞,pF ) det× id−−−−→ F×p ×B×(A∞,pF ) y F×p ×B×(A∞,pF )

として定める）．

5.3 志村曲線の整モデルの利用

前小節の結果を用いると，R′`(Π)を3つの部分商に分けることができる．まず，Mn,Kp⊗Op
Onp についての消滅サイクル完全系列を考えよう（Mn,Kp⊗OpF p = (Mn,Kp⊗OpOnp )⊗OnpF p
とおいた．また，簡単のため係数層 Fn,Kp,`は単に F と書いている）：

0 −→ H1(Mn,Kp ⊗Op κ,F) −→ H1(Mn,Kp ⊗F F p,F) −→
⊕

x∈Sn,Kp
(R1Φn,KpQ`)x ⊗Fx

−→ H2(Mn,Kp ⊗Op κ,F) −→ · · ·．

これはWFp 加群の完全系列であることに注意しよう．さらに n, Kpについて帰納極限を
とるとG(A∞)×WFp 加群の完全系列が得られる．

定義 5.11
vH` = lim−→n,Kp

⊕
x∈Sn,Kp (R1Φn,KpQ`)x ⊗ Fx, nsH` = lim−→n,Kp

H1(Mn,Kp ⊗Op κ,F)
とおく．これらはG(A∞)×WFp の表現である．
また，条件 (CH)Bを満たすG(A)の保型表現Πに対し，vH`, nsH`の ι(Π∞)-isotypic
部分をそれぞれ vR′`(Π), nsR′`(Π)とおく．これらはWFp の表現であるが，特に後者は
W ab
Fp
の表現である．

補題 5.12
次の完全系列がある：0 −→ nsR′`(Π) −→ R′`(Π) −→ vR′`(Π) −→ 0．

証明 lim−→n,Kp

⊕
An
H2((Mn,Kp⊗Op κ)An ,F)の ι(Π∞)-isotypic部分が 0になることを証

明すればよい．そのためにまず，Mn,Kp 上のスムーズ `進層F = Fn,Kp,`がMn,Kp 上に
延長できること（5.2節の性質 iii)）の証明の概略を思い出しておこう：
ポイントは，Fn,Kp,`のMn = lim←−KpMn,Kp への引き戻し Fn,`が幾何学的自明になる

ことである．実際，Z(Q)の Z(A∞)における閉包を Z(Q)∧とおくと，

Mn(C) = Z(Q)∧G(Q)\H± × (G(A∞)/Kn
p ),



Fn,` = Z(Q)∧G(Q)\H± × (G(A∞)/Kn
p )×W`

であり，[x, g, w] 7−→ [x, g, ξ`(g`)−1w]が Fn,`の自明化を与える．このことから，Fn,`は
Mn = lim←−Kp Mn,Kp 上の B×(A∞,pF )同変なスムーズ `進層に自然に延長される．これの
Kpによる商をとればよい．
この証明と，ξ`が Gderの Lie環に誘導する表現が k 6= (2, . . . , 2)のとき既約になるこ
とから，k 6= (2, . . . , 2)ならば F の (Mn,Kp ⊗Op κ)◦An（(Mn,Kp ⊗Op κ)An の任意の連結
成分）への制限は既約なスムーズ `進層であることが従う．これと Poincaré双対定理よ
り，H2((Mn,Kp ⊗Op κ)An ,F) = 0であることが分かる．
また，k = (2, . . . , 2)のときには ξ` が Gder に誘導する表現は自明であるから，F の

(Mn,Kp⊗Opκ)◦Anへの制限は定数層となる．よって lim−→n,Kp

⊕
An
H2((Mn,Kp⊗Opκ)An ,F)

へのB×(A∞,pF )の作用はNrd: B×(A∞,pF ) −→ (A∞,pF )×を経由する．一方G(A)の尖点的
保型表現Πに対しΠ∞,pがNrdを経由することはないから，lim−→n,Kp

⊕
An
H2((Mn,Kp⊗Op

κ)An ,F)の ι(Π∞)-isotypic部分は 0になる．これよりよい．

次に πn :
∐
An

(Mn,Kp ⊗Op κ)An −→Mn,Kp ⊗Op κを自然な射（正規化に一致する）と
し，G = Coker(F −→ πn∗π∗nF)とおく．Gの台は有限集合 Sn,Kp に含まれる．完全系列
0 −→ F −→ πn∗π∗nF −→ G −→ 0に伴うコホモロジー長完全系列は次のようになる：

0 −→ H0(Mn,Kp ⊗Op κ,F) −→
⊕

An

H0
(
(Mn,Kp ⊗Op κ)An ,F

) −→
⊕

x∈Sn,Kp
Gx

−→ H1(Mn,Kp ⊗Op κ,F) −→
⊕

An

H1
(
(Mn,Kp ⊗Op κ)An ,F

) −→ 0．

これはW ab
Fp
加群の完全系列であり，n, Kpについて帰納極限をとるとG(A∞)×W ab

Fp
加

群の完全系列が得られる．

定義 5.13
sH` = lim−→n,Kp

⊕
x∈Sn,Kp Gx, nH` = lim−→n,Kp

⊕
An
H1((Mn,Kp ⊗Op κ)An ,F)とおく．

これらはG(A∞)×W ab
Fp
の表現である．

また，条件 (CH)B を満たすG(A)の保型表現Πに対し，sH`, nH`の ι(Π∞)-isotypic
部分をそれぞれ sR′`(Π), nR′`(Π)とおく．これらはW ab

Fp
の表現である．

定義 5.14
条件 (CH)B を満たす G(A) の保型表現 Π に対し，sH` := lim−→n,Kp

⊕
x∈Sn,Kp Gx の

ι(Π∞)-isotypic 部分を sR′`(Π) とおく．また，nH` := lim−→n,Kp

⊕
An
H1((Mn,Kp ⊗Op

κ)An ,F)の ι(Π∞)-isotypic部分を nR′`(Π)とおく．これらはW ab
Fp
の表現である．



補題 5.15
次の完全系列がある：0 −→ sR′`(Π) −→ nsR′`(Π) −→ nR′`(Π) −→ 0．

証明 補題 5.12と同様にして，lim−→n,Kp

⊕
An
H0((Mn,Kp ⊗Op κ)An ,F)の ι(Π∞)-isotypic

部分が 0になることが証明できるのでよい．

こうして，R′`(Π)は sR′`(Π), nR′`(Π), vR′`(Π)の積み重ねとなっていることが分かった．
これらをそれぞれ調べていくのであるが，何が成り立つかを先に述べておく．

定理 5.16
Πを条件 (CH)B を満たすG(A)の保型表現とする．

i) nR′`(Π) 6= 0であることと Πpが主系列表現であることは同値である．またこのと
き，sR′`(Π) = vR′`(Π) = 0, WD(nR′`(Π)) = recFp(|det|−1/2 ⊗Π∨p )となる．

ii) sR′`(Π) 6= 0であることと Πpがスペシャル表現であることは同値である．またこ
のとき，dimQ`

sR′`(Π) = dimQ`
vR′`(Π) = 1かつWD(sR′`(Π)) ⊕WD(vR′`(Π)) =

recFp(|det|−1/2 ⊗Π∨p )ssとなる．

iii) vR′`(Π) 6= 0であることと Πpが離散系列表現であることは同値である．またこの
とき，vR′`(Π)はΠpのみに依存する．

5.3.1 nH`
まず，nH` について調べよう．ここでは，An ⊂ (p−n/Op)2 を第一成分からなる直
和成分とする．また，P ⊂ GL2(Fp)を可逆上三角行列全体のなす部分群とする．この
とき，(p−n/Op)2 の階数 1 の直和成分全体は (P ∩ K0

p )\K0
p/K

n
p と同一視できる（g ∈

(P ∩K0
p )\K0

p/K
n
p に g−1Anを対応させる）．

nHA,` = lim−→n,Kp
H1((Mn,Kp ⊗Op κ)An ,F)とおく．nHA,`はB×(A∞,pF )× P ×W ab

Fp
の

表現となり，これについて次が成り立つ．

定理 5.17

α =
((a b

0 1

)
,ArtFp(a)

)
∈ P ×W ab

Fp
(a ∈ F×p , b ∈ Fp)の nHA,`への作用は自明で

ある．

実際には，lim←−n,Kn(Mn,Kp ⊗Op κ)An への αの作用が絶対 Frobenius射の−vF (a)乗で
あることが証明でき（合同関係式），このことから上の定理が導かれる．

さて，Mn,Kp ⊗Op κ =
∐
g∈(P∩K0

p)\K0
p/K

n
p

(Mn,Kp ⊗Op κ)g−1An であり，g ∈ K0
p は



(Mn,Kp ⊗Op κ)An を (Mn,Kp ⊗Op κ)g−1An にうつすので，

H1(Mn,Kp ⊗Op κ,F`) ∼= Ind
K0
p/K

n
p

(P∩K0
p)/(P∩Kn

p )
H1
(
(Mn,Kp ⊗Op κ)An ,F`

)

が従う（同型は，左辺の元 xに対しK0
p 3 g 7−→（gxのAn成分）を対応させることで与

えられる）．これの帰納極限をとることで，nH` ∼= Ind
K0
p

P∩K0
p

nHA,`が得られ，さらに岩澤
分解GL2(Fp) = PK0

p に注意することで
nH` ∼= IndGL2(Fp)

P
nHA,`が従う．

以下では，群準同型GL2(Fp) −→ GL2(Fp)×W ab
Fp

; g 7−→ (g,ArtFp(det g))を用いるこ
とでB×(A∞F )×WFp加群 V をB×(A∞F )加群とみなしたものを V ◦と書くことにする．同
様に，B×(A∞,pF ) × P ×W ab

Fp
加群W を B×(A∞,pF ) × P 加群とみなしたものをW ◦と書

く．このとき，上の同型より，B×(A∞F )加群の同型

(nH`)◦ ∼= (IndGL2(Fp)
P

nHA,`)◦ ∼= IndGL2(Fp)
P (nHA,`)◦

が得られる（2つ目の同型は，fを g 7−→ ArtFp(det g)f(g)にうつす）．nH` =
⊕

Π ι(Π
∞)⊗

nR′`(Π)であったから，(nH`)◦ =
⊕

Π ι(Π
∞,p) ⊗ (ι(Πp) ⊗ nR′`(Π))である（g ∈ GL2(Fp)

は ι(Πp)⊗ nR′`(Π)に (g,ArtFp(det g))で作用）．

一方，定理 5.17より (nHA,`)◦に
(
∗ ∗
0 1

)
∈ P という形の元は自明に作用するから，P

の作用は P −� F×p ; g 7−→（gの右下成分）を経由する．よって (nHA,`)◦ ∼=
⊕

i ι(ρi) ⊗
(1, ι(χi)) という分解がある（ρi は B×(A∞,pF ) の既約表現（重複があるかもしれない），
χiは F×p の指標．例 1.3の記号を用いた）．これより，IndGL2(Fp)

P (nHA,`)◦ ∼=
⊕

i ι(ρi) ⊗
ι IndGL2(Fp)

P (1, χi)となるので，(nH`)◦の計算結果と合わせて次のGL2(Fp)加群の同型が
いえる：

ι(Πp)⊗ nR′`(Π) ∼=
⊕

ρi∼=Π∞,p
ι IndGL2(Fp)

P

(
1, χi

)
．

ここで ι(Πp)⊗nR′`(Π)は半単純GL2(Fp)加群であることに注意すると，ι IndGL2(Fp)
P (1, χi)

は全て既約であることが分かる．さらに，WD(nR′`(Π))の直和分解に現れる WFp の指

標を recFp ζ と書くと，ある i に対し ι(Πp) ∼= ι IndGL2(Fp)
P (ζ−1, ζ−1χi) すなわち Πp ∼=

n-Ind(ζ−1| |−1/2
p , ζ−1χi| |1/2p )となることが分かる（記号の簡略化のため，n-IndGL2(Fp)

P の
ことを単に n-Indと書いた）．
ここまでで分かったことを命題としてまとめておこう：

命題 5.18
nR′`(Π) 6= 0ならばΠpは主系列表現である．またこのときΠp = n-Ind(ξ1, ξ2)（ξ1, ξ2は

F×p の指標）とおくと，WD(nR′`(Π))の直和分解に現れるWFpの指標は recFp(ξ
−1
1 | |−1/2

p )
または recFp(ξ

−1
2 | |−1/2

p )のいずれかである．

ここで，後に証明される次の仮定を考える：



仮定 5.19
F の有限素点 pが `を割らず，Bが pで分岐しないとする．このとき，Πpが主系列

表現ならば dimQ`
nR′`(Π) = 2である（先程まで固定していた pだけではなく，全ての p

に対しての成立を仮定する）．

命題 5.20
Πpの中心指標を χΠp とおくと，仮定 5.19のもとで次が成り立つ：

WD
(
detR′`(Π)|WFp

)
= recFp(χ

−1
Πp
| |−1
p )．

証明 命題 5.10より，GF の `進指標 detR′`(Π)⊗R`(χΠ| |F )は位数 2である．したがっ
て命題 2.3と注意 2.4より，R`(α)がこの `進指標となるような A×F /F

×の代数的 Hecke
指標 αが存在し，nτ1 = · · · = nτd = 0となる（定義 2.1の記号を用いている）．このとき，
次が成り立つ：

(∗) `を割らない F の有限素点 pに対し，WD
(
detR′`(Π)|WFp

)
= recFp(αpχ

−1
Πp
| |−1
p )．

α = 1を導きたい．次を満たす F の有限素点 pの集合を Sとおく：

p - `， Bは pで分岐しない， Πpは主系列表現．

p ∈ Sであるとき，仮定 5.19より nR′`(Π) = R′`(Π)|WFp
である．またΠp = n-Ind(ξ1,p, ξ2,p)

とおくと，命題 5.18よりWD(nR′`(Π))は次のいずれかと同型である：

recFp(ξ
−1
i,p | |−1/2

p )⊕ recFp(ξ
−1
j,p | |−1/2

p ), (i, j) ∈ {(1, 2), (1, 1), (2, 2)
}
．

このときWD(det nR′`(Π)) ∼= recFp(ξ
−1
i,p ξ

−1
j,p | |−1

p )である．これと (∗)およびχΠp = ξ1,pξ2,p

より，ξ−1
i,p ξ

−1
j,p | |−1

p = αpξ
−1
1,pξ

−1
2,p | |−1

p が得られる．よって，αpは (i, j) = (1, 2), (1, 1), (2, 2)
の場合それぞれ 1, ξ−1

1,pξ2,p, ξ1,pξ
−1
2,p となる．さらに α2

p = 1より，(i, j) = (1, 1), (2, 2)のと
きは ξ−1

1,pξ2,p = ξ1,pξ
−1
2,p であることも分かる．したがって，いずれの場合も p ∈ S に対し

てΠp ⊗ αp = n-Ind(αpξ1,p, αpξ2,p) ∼= n-Ind(ξ1,p, ξ2,p)であるから，Π⊗ α ∼= Πである．
このことと命題 5.9より，WD(nR′`(Π)) ∼= WD(nR′`(Π⊗α)) = WD(nR′`(Π))⊗ recFp αp
となる．もし p ∈ Sにおいて (i, j) = (1, 1)ならば，

recFp(ξ
−1
1,p | |−1/2

p )⊕ recFp(ξ
−1
1,p | |−1/2

p ) ∼= recFp(αpξ
−1
1,p | |−1/2

p )⊕ recFp(αpξ
−1
1,p | |−1/2

p )

= recFp(ξ
−1
2,p | |−1/2

p )⊕ recFp(ξ
−1
2,p | |−1/2

p )

より ξ1,p = ξ2,pとなり，Πpの既約性に反する．(i, j) = (2, 2)の場合も同様である．よっ
て任意の p ∈ Sに対して (i, j) = (1, 2)すなわち αp = 1となるので，α = 1が分かり主張
が従う．



系 5.21
Πpが主系列表現であるとする．仮定 5.19のもとで次が成り立つ：

WD
(
nR′`(Π)

)
= recFp

(|det|−1/2 ⊗Π∨p
)
．

証明 Πp = n-Ind(ξ1,p, ξ2,p)とおくと，命題 5.20の証明において

WD
(
nR′`(Π)

)
= recFp(ξ

−1
1 | |−1/2

Fp
)⊕ recFp(ξ

−1
2 | |−1/2

Fp
)

も示されている．一方，recFp(|det|−1/2⊗Π∨p ) = recFp n-Ind(ξ−1
1,p , ξ

−1
2,p)⊗ recFp(| |−1/2

p ) =

recFp(ξ
−1
1,p | |−1/2

p )⊕ recFp(ξ
−1
2,p | |−1/2

p )となる．これよりよい．

5.3.2 vH`
次に，vH`を考える．まず，左下の図式を Sn,Kp に制限すると右下の図式が得られるこ
とに注意する：

Mn,Kp ⊗Op κ //

��

Mn,Kp ⊗Op κ

��

M0,Kp ⊗Op κ M0,Kp ⊗Op κ

Sn,Kp //

��

S0,Kp

S0,Kp S0,Kp．

したがって，自然な射Mn,Kp ⊗Op κ −→Mn,Kp ⊗Op κでの Sn,Kp の像は S0,Kp と同一視
できる．
vH`を考える際のポイントは，x ∈ S0,Kp における {Mn,Kp}nの強ヘンゼル化の完備化
{(Mn,Kp)∧x}nが次元 1，高さ 2の形式Op加群の変形空間の塔（いわゆる Lubin-Tate塔）
と同型になるということである（Mn,K′p −→Mn,Kp はエタール射なので，(Mn,Kp)∧x は
Kpに依存しないことに注意）．群作用も込めて記述すると次の形にまとめられる：

定理 5.22（超特異点における p進一意化）
(Mn,Kp)∧ss =

∐
x∈S0,Kp

(Mn,Kp)∧x とおくと，次の射影系の間の同型がある（Lubin-Tate

塔 {M̆n}nの定義についてはこの定理の直後の説明を参照）：
{
B
×(F )\M̆n ×B×(A∞,pF )/Kp

}
n,Kp

∼=−−→ {
(Mn,Kp)∧ss

}
n,Kp
．

さらに，この同型はWeil降下データおよびB×(A∞F )の作用と可換である（B×(A∞F ) =
GL2(Fp)×B×(A∞,pF )の左辺への作用は，GL2(Fp)を第一成分に，B×(A∞,pF )を第二成
分に自然に作用させることで定める．Bについては 5.2節 viii)を参照）．

定理中の M̆nの定義について簡単に復習しておこう（詳細は [St]等を参照されたい）．



Opの最大不分岐拡大の完備化を Ŏpとおく．Ŏpの剰余体κ上の次元 1，高さ 2の形式Op
加群Xを固定する（このようなXは同型を除いて一意的である）．Opの素元$が局所羃零
であるような Ŏpスキームの圏をNilpŎpとおき，T 7−→ {(X, ρ, η)}/ ∼=で与えられる関手
NilpŎp −→ Setを考える．ここで，Xは T 上の形式Op加群，ρ : X×Specκ T −→ X×T T
（T = T ⊗Ŏp κとおいた）は擬同種写像，η : (p−n/Op)2 −→ X[$n]はDrinfeldレベル構造

である．この関手は Ŏp上の形式スキーム M̆nで表現される．射影系 {M̆n}nを Lubin-
Tate塔と呼ぶ．
d ∈ Zとする．M̆nのうち，deg ρ = dとなる 3つ組 (X, ρ, η)に対応する部分を M̆(d)

n と
書くと，M̆n =

∐
d∈Z M̆(d)

n となる．さらに，M̆(d)
n は 2次元完備正則局所環R

(d)
n を用い

て Spf R(d)
n と表すことができる．特に R

(0)
0 = Ŏp[[T1]]である（定理 5.22と合わせると，

M0,Kp がOp上滑らかであることはこの事実の反映であると考えることができる）．
Xの自己同種写像全体のなす群はB

×
p と同型であるから，B

×
p は各 M̆nに作用する．ま

た，レベル構造を用いることでGL2(Fp)のM̆nへの作用を考えることもできる．ϕ ∈WFp

を算術的Frobenius元（n(ϕ) = 1となる元）とするとき，Weil降下データϕ∗M̆n −→ M̆n

を (X, ρ, η) 7−→ (ϕ∗X,Frob ◦ρ, η)で定めることができる．

定理 5.22の証明についてはここでは述べないが，整モデルの性質 viii)（超特異点の
記述）と [Ca2, Proposition 6.6]（(Mn,Kp)∧x と SpecR(0)

n が同型であることを保証する．
Serre-Tateの定理の帰結）から容易に導かれる．

注意 5.23
定理 5.22は，Cherednik-Drinfeldの定理と同様の形をしていることに注意せよ．これ
らの一般化として，PEL型志村多様体の場合にはその整モデルの超特異 strataに沿った
完備化が基本的 (basic) isocrystalに伴うRapoport-Zink空間を用いて一意化されるとい
う理論がある ([RZ])．

注意 5.24
[Ca1]ではMn,Kp ⊗Op Onp の Sn,Kp での強ヘンゼル化の完備化を考えているのに対し，
定理 5.22ではMn,Kpを考察していることに注目してほしい．前者もLubin-Tate空間M̆n

と関係するが，SpecOnp への構造射を形式Op加群を用いて捉えるのはなかなかに面倒で
ある ([Ca1, §7,8,9])．後者ならば SpecOpへの構造射のみを考えればよいのでこのような
問題はないうえ，後述するように後者を用いて vR′`(Π)を調べることができるのである．

注意 5.25
Mn,Kp の特殊ファイバー上の幾何学的点のうち S0,Kp 以外の点においては，強ヘンゼ

ル化の完備化は（Lubin-Tate群）×Fp/Opという p可除Op加群の変形空間によって記述
できる．このことと定理 5.22は，実は 5.2節で述べた整モデルの諸性質を証明する際に
も用いられる．



定義 5.26
Ŏpの商体を F̆pとおき，U` = lim−→n

H1(M̆n ⊗ŎFp F̆p,Q`) = lim−→n

⊕
d∈ZR

1ψM̆(d)
n
Q`と

おく．これはB
×
p ×GL2(Fp)×WFp の表現であり（WFp の作用を定めるには，Weil降

下データを用いる），B
×
p ×GL2(Fp)に関してはスムーズである．

vH`とU`を結びつけるためには，消滅サイクルが完備化によっても変わらないことを証
明する必要がある．これについて述べておこう（論文 [Ca1]においては，付録でBrylinski
が相対次元 1の場合に限って証明を与えているが，その後の理解の進歩により，よく知ら
れている定理を組み合わせるだけで証明できるようになった）．

定理 5.27（正則底変換定理）
次のスキームのカルテシアンな可換図式において，f が準コンパクトかつ準分離的な

射であり，gが正則射であるとする．

X ′
g′
//

f ′
��

X

f

��

S′
g
// S

また，n ≥ 1を Sにおいて可逆な整数とする．このとき，X上の Z/nZ層 Gに対し，底
変換準同型 g∗Rf∗G −→ Rf ′∗g′∗Gは同型である．

この定理は [Fu]において証明された．[Fu]では，リジッド空間のエタールコホモロジー
に関する比較定理の応用としてこの定理を導いているが，直接スキーム論で証明するこ
ともできる（例えば [Ri, Proposition 4.5]参照）．

系 5.28
V を離散付値環とし，V の強ヘンゼル化の完備化を V̂，その商体を K̂とおく．`を V

で可逆な素数とする．
V 上有限型のスキームXに対し，xをXの特殊ファイバー上の幾何学的点とし，xに

おける強ヘンゼル化OX,xの完備化O∧X,xの SpecをX∧x と書く．このとき，X 上の `進
層 Gに対し，次の同型がある（どの底に関して隣接サイクルをとるかを ψの右下に明示
している）：

(RψX/V G)x ∼=
(
Rψ

X∧x /V̂
(G|X∧x )

)
x
∼= RΓ

(
X∧x ⊗V̂ (K̂)sep,G|

X∧x⊗V̂ (K̂)sep

)
．

証明 右の同型はRψの定義より明らかであるから，左の同型を示せばよい．まず，明らか
にV は強ヘンゼルであるとしてよい．V = V̂ の場合に帰着しよう．[SGA4.1/2, Finitude,



Proposition 3.7]より RψX/V G ∼= Rψ
X⊗V V̂ /V̂ (G|

X⊗V V̂ )であるから，(X ⊗V V̂ )∧x = X∧x
を証明すれば十分である．A = OX,xとおき，その極大イデアルをmとおく．また，V の
素元を$とおく．このとき，A⊗V V̂ は局所環であり，その極大イデアルは n = Im(m⊗
V̂ ) + Im(A⊗$V̂ )である．実際，(A⊗V V̂ )/n = A/m⊗V V/$V = A/mとなる（最後
の等号で$ ∈ mを用いた）．さらに，A⊗V V̂ の nにおける完備化は Â⊗̂

V̂
V̂ = Âとなる

のでよい．
以下 V = V̂ と仮定し，η = Spec K̂, η = Spec(K̂)sepとおく．また，SpecV の閉点を s

とする．V は完備Noether局所環なのでエクセレントであるから，X もエクセレントス
キームであることに注意する．特に，ϕ : X∧x −→ X は正則射である．次のカルテシアン
な可換図式を考えよう：

(X∧x )s
ı̂ //

ϕs

��

X∧x

ϕ

��

(X∧x )η
̂
oo

ϕη

��

Xs
i // X Xη．

j
oo

隣接サイクルの定義より，RψX/V G = i∗Rj∗j∗G, RψX∧x /V (G|X∧x ) = ı̂∗R̂∗ϕ∗ηj
∗Gである．

よって正則底変換定理より，

ϕ∗sRψX/V G = ϕ∗si
∗Rj∗j∗G = ı̂∗ϕ∗Rj∗j∗G = ı̂∗R̂∗ϕ∗ηj

∗G = RψX∧x /V (G|X∧x )

となるので，両辺の xにおける茎をとれば主張が従う．

さらに，S0,Kp 上に F を制限したものがどのように記述されるかも調べておく必要が
ある：

命題 5.29 （[Ca1, 6.2]）

G = ResF/QB
×
とおき，G⊗Q Q` ∼= G⊗Q Q` ξ`−−→ GL(W`)（(ξ`,W`)は定義 5.4で定

めたもの）の合成として得られるGのQ`上の代数的表現を (ξ`,W `)とおく．このとき，
5.2節 viii)で述べた同型 S0,Kp

∼= B
×(F )\F×p × B×(A∞,pF )/(U0

p × Kp) = B
×(F )\Z ×

B×(A∞,pF )/Kp を延長する同型 F|S0,Kp
∼= B

×(F )\Z × (B×(A∞,pF )/Kp) ×W ` がある．

ここでB
×(F )はW `にB

×(F ) = G(Q) ↪−→ G(Q`) yW `として作用する．

正規化の射Mn,Kp ⊗Op Onp −→ Mn,Kp ⊗Op Onp に固有底変換定理を適用することに
より， ⊕

x∈Sn,Kp
(R1ΦMn,Kp⊗OpOnpQ`)x ⊗Fx ∼=

⊕

x∈S0,Kp

(R1ψMn,Kp
Q`)x ⊗Fx

である．これと定理 5.22，系 5.28，命題 5.29を組み合わせることで次が得られる：

命題 5.30
vH`は写像 f : B×(A∞,pF ) −→ U` ⊗W `で条件



g ∈ B×(F ), b ∈ B×(A∞,pF )に対し f(gb) = (gp ⊗ ξ`(g))f(b)

を満たすもの全体のなすB×(A∞F )×WFp 加群のB×(A∞F )スムーズ部分（B×(A∞F )の作
用に関してスムーズな元全体）と同型である（g ∈ B×(A∞F )の f への作用は (gf)(b) =
(gp ⊗ 1)f(bg∞,p)で定める）．

vH`をより分かりやすい形に変形しよう．ξ` : G⊗Q Q` −→ GL(W `)の ι−1 : Q`
∼=−−→ C

による底変換を ξC : G⊗Q C −→ GL(WC)とおくと，次の可換図式が得られる：

G(Q`)
ξ` //

ι−1

��

GL(W `)

ι−1

��

G(Q)

;;wwwwwwwww

##GGGGGGGGG

G(C)
ξC // GL(WC)．

特にB
×(F ) = G(Q)の表現 ι−1 ◦ (ξ`|B×(F )

)はB
×(F∞) = G(R)に ξCとして拡張できる

が，その τi成分 ξC,τi : B
×
τi −→ GL2(C)の双対 ξ

∨
C,τi はDki,w と同型であることが容易に

分かる．
このことと上の命題より次の B×(A∞F ) ×WFp 加群の同型が得られる（右辺の smはス
ムーズ部分）：

ι−1(vH`) ∼=
{
f : B×(A∞,pF ) −→ ι−1(U`)⊗WC

∣∣ f(gb) = (gp ⊗ ξC(g∞))f(b)
}

sm
．

さらに f に対し写像B
×(A∞F ) −→ ι−1(U`)⊗WC; b 7−→ b−1

p f(bp)を対応させることで，次
のB×(A∞F )×WFp 加群の同型を得る：

ι−1(vH`) ∼=
{
φ : B×(A∞F ) −→ ι−1(U`)⊗WC

∣∣ φ(gb) = ξC(g∞)φ(b), φ(bgp) = g−1
p φ(b)

}
sm
．

ここで，A = {ϕ : B×(A∞F ) −→ WC | ϕ(gb) = ξC(g∞)ϕ(b)}sm とおくと，B×(A∞F ) ×
B
×
p ×WFp 加群の同型

{
φ : B×(A∞F ) −→ ι−1(U`)⊗WC

∣∣ φ(gb) = ξC(g∞)φ(b)
}

sm
∼= A⊗ ι−1(U`)

がある（B
×(A∞F )の任意のコンパクト開部分群Kに対してB

×(F )\B×(AF )/Kが有限集
合であることを用いる）から，次のB×(A∞F )×WFp 加群の同型が得られる：

ι−1(vH`) ∼=
(A⊗ ι−1(U`)

)B×p．



一方，B
×
に対する重複度 1定理と ξ

∨
C,τi
∼= Dki,wより，Aは次のように直和分解される：

A =
⊕

Π：B
×

(AF ) の保型表現
Πτi
∼=Dki,w

Π∞．

Πτi
∼= Dki,wとなるようなB

×(AF )の保型表現Πに対し，

(
Π∞ ⊗ ι−1(U`)

)B×p = Π∞,p ⊗ (Πp ⊗ ι−1(U`)
)B×p ∼= Π∞,p ⊗Hom

B
×
p

(
Π∨p , ι

−1(U`)
)

= Π∞,p ⊗ ι−1(U`)(Π∨p )

となるから，次のB×(A∞)×WFp 加群の同型が得られる：

ι−1(vH`) ∼=
⊕

Πτi
∼=Dki,w

Π∞,p ⊗ ι−1(U`)(Π∨p )．

さて，大域 Jacquet-Langlands対応により，

• B×(AF )の保型表現Πで条件 (CH)B を満たし，p ∈ DS(Π)となるもの

• B×(AF )の保型表現ΠでΠτi
∼= Dki,wとなるもの

の間には一対一対応がある．したがって，上の式は次のように書き換えることができる：

ι−1(vH`) ∼=
⊕

Π：(CH)B
p∈DS(Π)

Π∞,p ⊗ ι−1(U`)
(
LJp(Πp)∨

)
．

この分解と強重複度 1定理より次の命題を得る（再びQ`係数に書き直している）：

命題 5.31
vR′`(Π) 6= 0ならばΠpは離散系列表現である．さらにこのとき，次の等式が成り立つ：

ι(Πp)⊗ vR′`(Π) = U`
(
ιLJp(Πp)∨

)
．

特に，vR′`(Π) = U`(ι(Πp ⊗ LJp(Πp)∨))はΠpのみに依存する．

5.3.3 sH`
x ∈ Sn,Kp に対し，

Gx = Coker(F −→ πn∗π∗nF)x = Coker(Q` −→ πn∗π∗nQ`)x ⊗Fx = (QP
1(Op/pn)
` /Q`)⊗Fx

である．これと 5.2節 viii)，命題 5.29より，次の命題が得られる：



命題 5.32
sH`は写像 f : F×p ×B×(A∞,pF ) −→ ι−1St⊗W `で条件

g ∈ B×(F ), a ∈ F×p , b ∈ B×(A∞,pF )に対し f
(
(Nrd gp)a, gpb

)
=
(
1⊗ ξ`(g)

)
f(a, b)

を満たすもの全体のなす B×(A∞F ) ×WFp 加群の B×(A∞F )スムーズ部分と同型である
（g ∈ B×(A∞F )の f への作用は (gf)(a, b) = (gp ⊗ 1)f(a, bg∞,p)で定める）．

この命題から，5.3.2節と同様にして次の B×(A∞F )加群の同型が得られる（f : F×p ×
B×(A∞,pF ) −→ St ⊗ WC に φ : B×(A∞F ) −→ St ⊗ WC; b 7−→ f(Nrd bp, bp)を対応さ
せる）：

ι−1(sH`) ∼=
⊕

Πτi
∼=Dki,w

dim Πp=1

Π∞,p ⊗ (Πp ⊗ St)．

さらに合同関係式から，B×(A∞F )×W ab
Fp
加群としては次の同型がある：

ι−1(sH`) ∼=
⊕

Πτi
∼=Dki,w

dim Πp=1

Π∞,p ⊗ (Πp ⊗ St)⊗ recFp Π∨p．

これを大域 Jacquet-Langlands対応を用いて書き直すと次のようになる（例 4.3参照）：

ι−1(sH`) ∼=
⊕

Π：(CH)B
Πp=(χ◦det)⊗St

Π∞ ⊗ recFp χ
−1．

以上より次の命題を得る：

命題 5.33
sR′`(Π) 6= 0ならばΠpはスペシャル表現である．さらにこのときΠp = (χ ◦ det)⊗ St

と書くと次の等式が成り立つ：

WD
(
sR′`(Π)

)
= recFp χ

−1．

この命題と命題 5.31より，Πp が主系列表現ならば vR′`(Π) = sR′`(Π) = 0となるので
dimQ`

nR′`(Π) = 2であることが分かる．したがって仮定 5.19が満たされるので，命題
5.20および系 5.21より次が結論される：

系 5.34
Πpの中心指標を χΠp とすると，次が成り立つ：

WD
(
detR′`(Π)|WFp

)
= recFp(χ

−1
Πp
| |−1
p )．



系 5.35
Πpが主系列表現であることと nR′`(Π) 6= 0は同値であり，このとき dimQ`

nR′`(Π) = 2
である．さらにこのとき，WD(nR′`(Π)) = recFp(|det|−1/2 ⊗Π∨p )となる．

命題 5.33と系 5.34より次が分かる：

系 5.36
Πp = (χ ◦ det)⊗Stがスペシャル表現であるとき，WD(vR′`(Π)) = recFp(χ−1| |−1

p )と
なる．したがって，WD(R′`(Π)|WFp

)ss = recFp(|det|−1/2 ⊗Π∨p )ssが成り立つ．

5.4 モノドロミー作用素

定理4.1の証明を完成させるには，Πpがスペシャル表現であるときにWD(R′`(Π)|WFp
)F -ss

と recFp(|det|−1/2 ⊗ Π∨p ) のモノドロミー作用素 N が一致することを証明すればよい．
recFp(|det|−1/2 ⊗ Π∨p )のモノドロミー作用素は 0ではないから，WD(R′`(Π)|WFp

)F -ssの
モノドロミー作用素が 0でないことを示せばよい（例 1.17参照）．これを証明するため
に，まずWeil-Deligne表現が純であるという概念を導入する：

定義 5.37 （[TY]）
#κ = qとおく．(r, V,N)を Fp上のWeil-Deligne表現とする．

i) (r, V,N)が強い意味で純（重さk）(k ∈ R)であるとは，あるFrobenius元ϕ ∈WFp

に対し r(ϕ)の固有値が代数的数であり，その全ての共役元の複素絶対値が qk/2で
あることをいう．（このとき，任意の元 σ ∈WFp に対し r(σ)の固有値は代数的数
であり，その全ての共役元の複素絶対値は qn(σ)k/2となる．）

ii) (r, V,N)が混であるとは，Rで添字付けられた増大フィルトレーションFilW•（重さフ
ィルトレーション）が存在して，grWi V := FilWi V/FilWi− V (FilWi− V =

⋃
j<i FilWj V )

が強い意味で純（重さ i）となることをいう．（このような FilW• は唯一であり，
N(FilWi V ) ⊂ FilWi−2 V となる．また，grWi V 6= 0となる iの集合を (r, V,N)の重
さと呼ぶ．）

iii) (r, V,N)が純（重さ k） (k ∈ R)であるとは，(r, V,N)が混であり，その重さが
k + Zに含まれ，かつ任意の i ∈ Zに対しN i : grWk+i V −→ grWk−i V が同型になる
ことをいう．ある k ∈ Zに対し (r, V,N)が純（重さ k）となるとき，(r, V,N)は
純であるという．

WFp の `進表現 ρが純であるとは，WD(ρ)が純であることとする．他の用語も同様に
定める．



注意 5.38

i) (r, V,N)が純（重さ w）ならばその直和成分も純（重さ w）である．

ii) (r, V,N), (r′, V ′, N ′)が純（重さ w）ならばその直和も純（重さ w）である．

iii) (r, V,N)をWFpのWeil-Deligne表現とし，LをFpの有限次拡大とするとき，(r, V,N)
が純（重さw）であることと (r, V,N)|WL

が純（重さw）であることは同値である．

ここでの目標は次の定理である：

定理 5.39
n ≥ 0を整数とし，Kp ⊂ B×(A∞,pF )をコンパクト開部分群とする．このとき，WFp

の `進表現H1(Mn,Kp ⊗F F p,F)は純である．

注意 5.40
上記のような定理を「Mn,Kp , F に対してウェイト・モノドロミー予想が成り立つ」な
どと表現することがある．なお，本来のウェイト・モノドロミー予想は，Fp上の固有か
つ滑らかなスキームXに対しWFp の `進表現Hw(X ⊗Fp F p,Q`)が純（重さw）である
ことを予想するものである（現在においても未解決である）．

定理 5.39の証明のポイントとなるのが次の 2つの命題である：

命題 5.41
CをMn,Kp ⊗Op κの既約成分とする．π : C̃ −→ Cを既約曲線の間の有限かつ支配的

な射とするとき，k = (2, . . . , 2)ならば π∗(F|C)は定数層であり，k 6= (2, . . . , 2)ならば
H0(C̃, π∗(F|C)) = H2(C̃, π∗(F|C)) = 0である．

証明 補題 5.12の証明において既に得られている．

命題 5.42
F|Mn,Kp⊗Opκは純なスムーズ `進層である．

略証 底変換で PEL型の場合に帰着させる．注意 6.16参照．

以下簡単のためM = Mn,Kp ⊗Op Onp , V = Onp , L = Fnp とおく．5.2節における整モデ
ルの性質 v)にあるようにMの特殊ファイバーの既約成分は P1ではない（Kpを縮める
と非自明なエタール被覆が得られる）から，曲線の半安定還元定理より，

• Lの有限次拡大体 L′，

• L′の整数環 V ′上の強半安定スキームX，



• 固有射 π : X −→M⊗V V ′であって π ⊗V ′ L′が同型となるもの

が存在する．ここで V ′上の有限型分離スキームがXが半安定であるとは，Xの特殊ファ
イバー上の各点のエタール近傍が SpecV ′[T1, . . . , Tn]/(T1 · · ·Tr −$′)（0 ≤ r ≤ n, $′は
V ′の素元）の (0, . . . , 0)におけるエタール近傍と同型になることをいう．さらにXの特
殊ファイバーの既約成分が全て V ′の剰余体上滑らかであるとき，Xは強半安定であると
いわれる．
D1, . . . , DmをX⊗V ′ κの既約成分とし，D(0) =

∐
1≤i≤mDi, D(1) =

∐
1≤i<j≤mDi∩Dj

とおく．また，t` : IL′ −→ Z`(1)で Z`(1)の位相的生成元にうつるような IL′ の元 σを固
定する（このとき Tate捻りの自明化 Z`(1) ∼= Z` も固定されることに注意）．このとき，
σ− 1の作用に関する偏屈層RψF のモノドロミーフィルトレーションを用いてGL′ の作
用と可換な次のスペクトル系列を構成することができる（構成については [Sa3]を参照）：

Es,t1 =
⊕

i≥max{0,−s}
Ht−2i

(
D(s+2i),F(−i)) =⇒ Hs+t(X⊗V ′ L,F)．

E1項は下のような形をしている（下行が t = 0の行，中央列が s = 0の列．係数 F は省
略している）：

H0(D(1))(−1)
Gys−−→H2(D(0))

H1(D(0))

H0(D(0)) Res−−→ H0(D(1))．

なお，GysはH0(Di∩Dj)(−1)
−Gysi⊕Gysj−−−−−−−−→ H2(Di)⊕H2(Dj) ↪−→ H2(D(0))（Gysi, Gysj

はそれぞれDi ∩Dj ↪−→ Di, Di ∩Dj ↪−→ Dj に対応するGysin準同型）の (i, j)に関す

る直和であり，ResはH0(D(1)) −� H0(Di)⊕H0(Dj)
−Resi⊕Resj−−−−−−−−→ H0(Di ∩Dj)（Resi,

Resj はそれぞれDi ∩Dj ↪−→ Di, Di ∩Dj ↪−→ Dj に対応する制限準同型）の (i, j)に関
する直積である．この形より，このスペクトル系列は E2項で退化することが分かる．
さらに，収束先Hs+t(X ⊗V ′ L,F)にモノドロミー作用素N を誘導するスペクトル系
列の射 {Es,tr } −→ {Es+2,t−2

r }がある．E1 項へのモノドロミー作用のうち唯一非自明な
射E−1,2

1 −→ E1,0
1 は与えられた Tate捻りの自明化のもとで恒等写像となる．

命題5.42よりF|D(i)は純なスムーズ `進層であるが，その重さをwとおくと，H0(D(1),F),
H1(D(0),F)は強い意味で純（それぞれ重さw, w+1）である（Deligneの純性定理）．よっ
てこのスペクトル系列が H1(X ⊗V ′ L,F)に誘導するフィルトレーションは重さフィル
トレーションとなる．このため，このスペクトル系列は重さスペクトル系列と呼ばれて
いる．
重さスペクトル系列について次が成り立つ：



命題 5.43
E2項のモノドロミー作用

E−1,2
2 = Ker

(
H0(D(1))(−1)

Gys−−→ H2(D(0))
) −→ Coker

(
H0(D(0)) Res−−→ H0(D(1))

)
= E1,0

2

は同型である．

証明 Tate捻りは省略する．
まず k 6= (2, . . . , 2)の場合を考える．π : Di −→M⊗V κの像が一点となるような iの
集合を Iとおく (I ⊂ {1, . . . ,m})．このとき，Di (i ∈ I)上でF は定数層W`である．こ
れと命題 5.41より，

H0(D(0),F) =
⊕

i∈I
H0(Di,W`) ∼= QI ⊗QW`,

H2(D(0),F) =
⊕

i∈I
H2(Di,W`) ∼= QI ⊗QW`

である．また，X⊗V ′κの特異点全体の集合をJとおき，j ∈ Jに対し j1, j2を j ∈ Dj1∩Dj2

かつ 1 ≤ j1 < j2 ≤ mを満たす整数とする．このときH0(D(1),F) ∼= QJ ⊗QW`であり，
上の同型と合わせて

Ker
(
H0(D(1))(−1)

Gys−−→ H2(D(0))
) ∼= Ker

(
QJ α−−→ QI

)⊗QW`,

Coker
(
H0(D(0)) Res−−→ H0(D(1))

) ∼= Coker
(
QI β−−→ QJ

)⊗QW`

が得られる．ここで，αは f : J −→ Qを i 7−→∑
j∈J,j2=i f(j)−∑j∈J,j1=i f(j)に対応さ

せるQ線型写像であり，βは g : I −→ Qを j 7−→ −g(j1) + g(j2)（gは Iの外では 0とし
て {1, . . . ,m}全体に延長しておく）に対応させるQ線型写像である．
したがって，自然な線型写像 Kerα −→ Cokerβ が同型であることを示せばよい．こ
のためには，Kerα, Imβ ⊂ QJ が QJ の標準内積によって直交することを示せばよい
（dimQKerα = dimQCokerβに注意）．f ∈ Kerα, g ∈ QI（上と同様 g : {1, . . . ,m} −→ Q
とみなす）とすると，

〈f, g〉 =
∑

j∈J
f(j)

(−g(j1) + g(j2)
)

=
∑

1≤i≤m

∑

j∈J,j2=i

f(j)g(i)−
∑

1≤i≤m

∑

j∈J,j1=i

f(j)g(i)

=
∑

1≤i≤m
g(i)

( ∑

j∈J,j2=i

f(j)−
∑

j∈J,j1=i

f(j)
)

=
∑

1≤i≤m
g(i)(αf)(i) = 0

となるのでよい．
k = (2, . . . , 2)の場合は I = {1, . . . ,m}として全く同様の議論を行えばよい．

この命題より容易に定理 5.39が導かれる：



定理 5.39の証明 命題 5.43より，H1(X⊗V ′ L,F)はWL′の表現として純であることが
分かる．したがって，注意 5.38からWLの表現H1(M⊗V L,F)も純である（H1(M⊗V
L,F)|WL′

∼= H1(X ⊗V ′ L,F)に注意）．WL の表現として H1(Mn,Kp ⊗F F p,F)|WL
∼=

H1(M⊗V L,F)であるから，再び注意 5.38より，WLの表現H1(Mn,Kp ⊗F F p,F)も純
である．これが示したいことであった．

系 5.44
Πを G(A)の保型表現で条件 (CH)B を満たすものとするとき，R′`(Π)|WFp

は純であ
る．特に，Πpがスペシャル表現であるとき，WD(R′`(Π)|WFp

)のモノドロミー作用素N

は 0ではない．

証明 まず前半を示す．整数 n ≥ 1およびコンパクト開部分群Kp ⊂ G(A∞,p)を十分小
さくとるとHK

n
pK

p

` = H1(Mn,Kp ⊗F F,F)であるから，特に (Π∞)K
n
pK

p 6= 0となるよう
に n, Kpを選んでおくと R′`(Π)はH1(Mn,Kp ⊗F F,F)の直和成分である．したがって
定理 5.39と注意 5.38よりR′`(Π)は純となる．
後半を示す．Πp = (χ ◦ det) ⊗ Stがスペシャル表現であるとき，sR′`(Π) = recp χ−1,

vR′`(Π) = recp(χ−1| |−1
Fp

)であり，完全列 0 −→ sR′`(Π) −→ R′`(Π) −→ vR′`(Π) −→ 0が
存在する．ここで Frobenius元ArtFp($)（$はOpの素元）の sR′`(Π)における固有値は
χ($)の逆数であるから，定理 5.39より χ($)は代数的数であり，その全ての共役元の
複素絶対値は等しいことが分かる．よって w′ = −2 logq|χ($)|とおくと，WD(sR′`(Π)),
WD(vR′`(Π))は強い意味で純（重さ w′, w′ + 2）であり，WD(R′`(Π)|WFp

)の重さフィル
トレーション FilW• は次で与えられる：

FilWi WD
(
R′`(Π)|WFp

)
=





0 (i < w′),

WD
(
sR′`(Π)

)
(w′ ≤ i < w′ + 2),

WD
(
R′`(Π)|WFp

)
(i ≥ w′ + 2)．

WD(R′`(Π)|WFp
)は純なので N : GrWw′+2 WD(R′`(Π)|WFp

) −→ GrWw′ WD(R′`(Π)|WFp
)は

同型であるから，特にN 6= 0である．

以上で定理 3.1のうち pが `を割らない場合が証明された．

注意 5.45
系 5.44の後半は次のようにして証明することもできる．
Πpがスペシャル表現であるとき，dimQ`

sR′`(Π) = dimQ`
vR′`(Π) = 1であり，N は羃

零であるから sR′`(Π)上 0である．よってモノドロミー作用素N はN : R′`(Π) −→ sR′`(Π)
を誘導する．これが 0でないことを示せばよい．
曲線の極小モデルの理論より，以前とった π : X −→M⊗V V ′は Sn,Kp ⊂M⊗V κの



外で同型であるようにとることができる．このとき，次の可換図式がある：

H1(M⊗V L,F) N //

π∗

��

⊕
x∈Sn,Kp Gx

π∗
��

H1(X⊗V ′ L,F) N // Coker
(
H0(D(0)) Res−−→ H0(D(1))

)
．

明らかに左の縦矢印は同型である．命題5.43より下の横矢印は全射である．また，π∗π∗F ∼=
F となり，このことから右の縦矢印の単射性が導かれる．したがって右の縦矢印は同型
となり，上の横矢印の全射性が分かる．あとは以前の証明と同様 (Π∞)K

n
pK

p 6= 0となる
ように n, Kpをとり，N : H1(M⊗V L,F) −�⊕

x∈Sn,Kp Gxの (Π∞)K
n
pK

p
-isotypic部分

をとればN : R′`(Π) −→ sR′`(Π)の全射性が従う．
この方法には命題 5.42を用いなくてもよいというメリットがあるが，特殊ファイバー

についてより細かい吟味を必要とするため，高次元化が難しいというデメリットもある．
高次元志村多様体を用いた局所・大域整合性（特に本小節に対応する部分）については，
[TY]を参照されたい．

5.5 補足：非可換Lubin-Tate理論

定理 4.5と命題 5.31，命題 5.33，系 5.36より，定義 5.26で導入した表現 U`について次
が分かったことになる：

定理 5.46（GL2の非可換 Lubin-Tate理論）
π を GL2(Fp)の離散系列表現とするとき，π に局所 Langlands対応により対応する

WFp の `進表現を LL(π)と書く（つまり LL(π)はWD(LL(π)) = recFp πとなる `進表
現である．LL(π)は ιに依存する）．LL(π)の既約商は唯一なので，それを LL′(π)と書
く．また，πに局所 Jacquet-Langlands対応により対応するB

×
p の既約認容表現をLJ(π)

と書く．このとき，次が成り立つ：

U`
(
ιLJ(π)∨

)
= ι(π)⊗ LL′(|det|−1/2 ⊗ π∨)．

また，πが離散系列表現でないときは U`(ι(π)) = 0となる．

特に，πが既約表現の場合には U`(ιLJ(π)∨) = ι(π)⊗LL(|det|−1/2⊗ π∨)となる．これ
は次のように見ることができる：

超尖点表現に関しては，局所 Langlands対応および局所 Jacquet-Langlands
対応は U`という純局所的かつ幾何的に構成された表現の中に実現される．

現在では，上の定理と全く同様のことがGLdの場合に証明されている（混標数の場合は
Harris-Taylor ([HT])，等標数の場合は Boyer ([Bo1])による）．また，[Bo2]では Lubin-
Tate塔のコホモロジーと局所Langlands対応の関係についてさらに詳しく調べている（離



散系列表現を含む既約認容表現のクラスである「楕円的表現」を用いて Lubin-Tate塔の
RΓを完全に記述している）．

6 主定理の証明 (3)—pが `を割る場合

以下では pが `を割る場合を考える．気分を出すために，以下では `を pと書き，改め
て pと異なる素数 `を一つとり固定する．また，同型 ι : C ∼= Qpおよび ι′ : C ∼= Q`を固
定する．

6.1 いくつかの帰着

まず，主定理を導くためには次を証明すれば十分であることに注意する：

定理 6.1
Πを条件 (CH)および (DS)を満たすGL2(AF )の保型表現とするとき，次が成り立つ

（Rp(Π), R`(Π)に ι, ι′を明示している）：

ι−1 WD
(
Rp,ι(Π)|GFp

)F -ss ∼= ι′−1 WD
(
R`,ι′(Π)|GFp

)F -ss．

実際，定理 4.5より右辺は recFp(|det|−1/2 ⊗Π∨p )と一致するのでよい．
さらに 4.4節と同様の議論により，定理 6.1を証明するためには dが奇数か，または d

が偶数かつ DS(Π) \ {p} 6= ∅の場合のみを考えればよいことが分かる．dが偶数のとき
は v ∈ DS(Π) \ {p}を固定し，以前と同様に F 上の四元数環Bをとると，Rp, R`の構成
方法より，定理 6.1は次に帰着される：

定理 6.2
Πを条件 (CH)B を満たすG(A)の保型表現とするとき，次が成り立つ：

ι−1 WD
(
R′p,ι(Π)|GFp

)F -ss ∼= ι′−1 WD
(
R′`,ι′(Π)|GFp

)F -ss．

さらに，命題 1.26と注意 1.17，および系 5.44とその証明から，定理 6.2は次に帰着さ
れる：

定理 6.3
Πを条件 (CH)B を満たすG(A)の保型表現とするとき，次が成り立つ：

i) σ ∈ W+
Fp
に対し，ι−1(Tr(σ; WD(R′p,ι(Π)|GFp ))) = ι′−1(Tr(σ; WD(R′`,ι′(Π)|GFp )))

となる．



ii) WD(R′p,ι(Π)|GFp )は純である．

条件 (CH)Bを満たすG(A)の保型表現Πを一つ固定する．K ⊂ G(A∞)を (Π∞)K 6= 0
となるコンパクト開部分群とし，HK(G(A∞),C)をHecke環（G(A∞)上のコンパクト台C
値局所定数関数で両側K不変なもの全体．畳み込みにより積を定義する）とする．G(A∞)
のスムーズ表現 πに対し，f ∈HK(G(A∞),C)の πKへの作用が x 7−→ ∫

G f(g)π(g)(x) dg
により定まる．このとき，fΠ ∈HK(G(A∞),C)で次を満たすものが存在する：G(A∞)の
既約スムーズ表現 πに対し，π ∼= Π∞ならば fΠは πK に恒等写像として作用し，π � Π∞

ならば fΠは πK に 0で作用する．
一方，両側剰余類KgK (g ∈ G(A∞))に対してMK 上の代数的対応MK∩gKg−1

pr×g−−−→
MK ×MK が定まる．これを [KgK]と書くことにする．より一般に，HK(G(A∞),C)の
元 f =

∑n
i=1 ai1KgiK（ai ∈ C, gi ∈ G(A∞)，1KgiK はKgiK の特性関数）に対し，MK

上の代数的対応の C係数線型結合 [f ] =
∑n

i=1 ai[KgiK]を定めることができる．[f ]は
コホモロジーH1(MK ⊗F F,FK,p), H1(MK ⊗F F ,FK,`)にそれぞれ

∑n
i=1 ι(ai)[KgiK]∗,∑n

i=1 ι
′(ai)[KgiK]∗で作用する（[KgK]∗ (g ∈ G(A∞))は自然な射影MK∩gKg−1 −→MK

による引き戻しと gの作用MK∩gKg−1
g−−→MKによる押し出しの合成）．この作用をそれ

ぞれ [f ]∗ι , [f ]∗ι′と書く．これらが ι−1(HKp )および ι′−1(HK` )への f ∈HK(G,C)の作用と一
致することは明らかであろう．特に，[fΠ]∗ι はH1(MK⊗F F,FK,p)から ι(Π∞)K⊗R′p,ι(Π)
への射影子を，[fΠ]∗ι′ はH1(MK ⊗F F,FK,`)から ι′(Π∞)K ⊗R′`,ι′(Π)への射影子を与え
る．したがって σ ∈WFp に対し次が成り立つ：

dimC(Π∞)K Tr
(
σ; WD(R′p,ι(Π)|WFp

)
)

= Tr
(
σ ◦ [fΠ]∗ι ; WD

(
H1(MK ⊗F F,FK,p)

))
,

dimC(Π∞)K Tr
(
σ; WD(R′`,ι′(Π)|WFp

)
)

= Tr
(
σ ◦ [fΠ]∗ι′ ; WD

(
H1(MK ⊗F F,FK,`)

))
．

以上の考察から，定理 6.3は次に帰着される：

定理 6.4
Πを条件 (CH)B を満たすG(A)の保型表現とすると，次が成り立つ：

i) σ ∈W+
Fp
および g ∈ G(A∞)に対し，

ι−1 Tr
(
σ ◦ [KgK]∗; WD

(
H1(MK ⊗F F,FK,p)

))

= ι′−1 Tr
(
σ ◦ [KgK]∗; WD

(
H1(MK ⊗F F,FK,`)

))
．

ii) WD(H1(MK ⊗F F,FK,p)|WFp
)は純である．



さらに，直接計算により，i = 0, 2に対して

ι−1 Tr
(
σ ◦ [KgK]∗; WD

(
H i(MK ⊗F F,FK,p)

))

= ι′−1 Tr
(
σ ◦ [KgK]∗; WD

(
H i(MK ⊗F F,FK,`)

))

が成り立つことが証明できる（[Sa1], Claim 2の直後を参照．k 6= (2, . . . , 2)ならば補題5.12
の証明と同様にして両辺が 0であることが分かる．k = (2, . . . , 2)ならばFK,p = Qp(w/2),
FK,` = Q`(w/2)なので i = 0の場合の計算は容易である．i = 2の場合は Poincaré双対
性で i = 0に帰着する．）
よって，定理 6.4は次に帰着される：

定理 6.5
Πを条件 (CH)B を満たすG(A)の保型表現とすると，次が成り立つ：

i) σ ∈W+
Fp
および g ∈ G(A∞)に対し，

ι−1
2∑

i=0

(−1)i Tr
(
σ ◦ [KgK]∗; WD

(
H i(MK ⊗F F,FK,p)

))

= ι′−1
2∑

i=0

(−1)i Tr
(
σ ◦ [KgK]∗; WD

(
H i(MK ⊗F F,FK,`)

))
．

ii) WD(H1(MK ⊗F F,FK,p)|WFp
)は純である．

6.2 跡の `独立性に対する一般的な戦略

定理 6.5 i)のような性質を，跡の `独立性という．ここでは，状況を次のように一般化
して考える：

Xを Fp上固有かつ滑らかなスキームとし，γ : Γ −→ X ×XをX上の代数的
対応で合成 γi : Γ −→ X×X pri−−→ X (i = 1, 2)が有限エタールであるものとす

る．F`をX上のスムーズ `進層，FpをX上のスムーズp進層とし，γがF`, Fp
に持ち上がっていると仮定する（つまり，層の準同型 γ∗1F` −→ γ!

2F` = γ∗2F`,
γ∗1Fp −→ γ!

2Fp = γ∗2Fpが与えられているとする）．
本小節では，この状況で

Tr(σ ◦ Γ∗;X,F`) :=
2 dimX∑

i=0

(−1)i Tr
(
σ ◦ Γ∗; WD

(
H i(X ⊗Fp F p,F`)

))
,

Tr(σ ◦ Γ∗;X,Fp) :=
2 dimX∑

i=0

(−1)i Tr
(
σ ◦ Γ∗; WD

(
H i(X ⊗Fp F p,Fp)

))
,



を比較するにはどうすればよいかを説明する．

6.2.1 係数層が自明である場合

まず，F` = Q`, Fp = Qp（かつ，γ∗1F` −→ γ∗2F`, γ∗1Fp −→ γ∗2Fpが恒等写像）である
場合を考える．さらに次の仮定をおく：

• Fpの有限次Galois拡大Lが存在して，X ⊗Fp LはLの整数環 V 上強半安定還元を
持つ．すなわち V 上固有かつ強半安定なスキームXが存在して，X⊗V L = X⊗FpL
となる．さらに，X⊗V L = X ⊗Fp LへのGFp の作用は X全体に延長される．

• γ : Γ −→ X ×X は X上に延長される．すなわち，γ′ : Γ′ −→ X×V Xが存在して，
その一般ファイバーは γの Lへの底変換と一致し，かつ pri ◦γ′はエタールである．

このときには，重さスペクトル系列が有力な道具となる．Lの剰余体を κ′とおく．Xの
特殊ファイバーの既約成分をD1, . . . , Dmとおき，I ⊂ {1, . . . ,m}に対しDI =

⋂
i∈I Di

と定める．さらに，整数 j ≥ 0に対し，D(j) =
∐
I⊂{1,...,n},#I=j+1DI とおく（これらは

5.4節で用いている記号の一般化となっている．ただ，5.4節でのDiは幾何学的特殊ファ
イバーの既約成分なので，ここでの記法に従えばDi ⊗κ′ κとなる）．`進の場合の重さス
ペクトル系列は次のような形のスペクトル系列である：

Es,t1 =
⊕

i≥max{0,−s}
Ht−2i

(
D(s+2i) ⊗κ′ κ,Q`(−i)

)
=⇒ Hs+t(X ⊗Fp F p,Q`)．

重さスペクトル系列への σ ∈W+
Fp

, Γの作用を考えることで，Tr(σ ◦ Γ∗;X,Q`)を幾何学
的な量で記述することができる：

命題 6.6
σ ∈ W+

Fp
および j ≥ 0に対し，σ∗ : D(j) ⊗κ′ κ −→ D(j) ⊗κ′ κを下の図式より誘導さ

れる射とする：

D(j) //

σ∗
��

Specκ′

σ∗
��

Specκoo

σ∗
��

D(j) // Specκ′ Specκ．oo

さらに，σgeom : D(j) ⊗κ′ κ −→ D(j) ⊗κ′ κを σgeom = σ∗ ◦ absFrob[κ:Fp]n(σ) で定める
（absFrobはD(j) ⊗κ′ κの絶対 Frobenius射）．これは κ上の射である．
また，Γ′は X上エタールであるから V 上強半安定なので，その特殊ファイバーの既
約成分を用いてD(j)にあたるものをつくることができる．それを Γ′(j)と書くことにす
る．Γ′(j)はD(j)上の代数的対応 γ(j) : Γ′(j) −→ D(j)を与える．



このとき，次の等式が成り立つ：

Tr(σ ◦ Γ∗;X,Q`) =
∑
s

∑

i≥max{0,−s}
(−1)sqn(σ)i

(
Γ′(s+2i) ◦ σgeom,∆D(s+2i)

)
．

ここで，Γ′(j) ◦ σgeomは代数的対応としての合成，∆D(j) ⊂ D(j) ×D(j)は対角，(Γ′(j) ◦
σgeom,∆D(j))はそれらのD(j) ×D(j)内での交点数である．
特に Tr(σ ◦ Γ∗;X,Q`)は整数である．

証明 まず，一般に `進表現 ρおよび σ ∈ WFp に対し，ρへの σの作用とWD(ρ)への
σの作用は羃単自己同型の違いしかないので，任意の f ∈ End(ρ)に対し Tr(σ ◦ f ; ρ) =
Tr(σ ◦ f ; WD(ρ))が成り立つことに注意する．
γ1, γ2 : Γ′ −→ Xはエタール射であるから，次のスペクトル系列の射が誘導される：

⊕
i≥max{0,−s}H

t−2i
(
D(s+2i) ⊗κ′ κ,Q`(−i)

)
+3

γ
(s+2i)∗
1
��

Hs+t(X ⊗Fp F p,Q`)
γ∗1
��⊕

i≥max{0,−s}H
t−2i
(
Γ′(s+2i) ⊗κ′ κ,Q`(−i)

)
+3

γ
(s+2i)
2∗
��

Hs+t(Γ⊗Fp F p,Q`)
γ2∗
��⊕

i≥max{0,−s}H
t−2i
(
D(s+2i) ⊗κ′ κ,Q`(−i)

)
+3 Hs+t(X ⊗Fp F p,Q`)．

一方，σ ∈W+
Fp
は次のスペクトル系列の射を誘導する：

⊕
i≥max{0,−s}H

t−2i
(
D(s+2i) ⊗κ′ κ,Q`(−i)

)
+3

σ∗
��

Hs+t(X ⊗Fp F p,Q`)
σ∗
��⊕

i≥max{0,−s}H
t−2i
(
D(s+2i) ⊗κ′ κ,Q`(−i)

)
+3 Hs+t(X ⊗Fp F p,Q`)．

また，絶対 Frobenius射 absFrobは `進エタールコホモロジーに恒等写像を誘導するの
で，Ht−2i(D(s+2i) ⊗κ′ κ,Q`)上で σ∗ = σ∗geomである．以上より次が得られる：

Tr(σ ◦ Γ∗;X,Q`) =
∑

k

(−1)k Tr
(
σ∗ ◦ Γ∗;Hk(X ⊗Fp F p,Q`)

)

=
∑
s,t

∑

i≥max{0,−s}
(−1)s+tqn(σ)i Tr

(
σ∗geom ◦ Γ′(s+2i)∗;Ht−2i(D(s+2i) ⊗κ′ κ,Q`)

)

=
∑
s

∑

i≥max{0,−s}
(−1)sqn(σ)i

∑
t

(−1)t−2i Tr
(
σ∗geom ◦ Γ′(s+2i)∗;Ht−2i(D(s+2i) ⊗κ′ κ,Q`)

)
．

これと Lefschetz跡公式
∑

i

(−1)i Tr
(
σ∗geom ◦ Γ′(j)∗;H i(D(j) ⊗κ′ κ,Q`)

)
= (Γ′(j) ◦ σgeom,∆D(j))



より主張が従う．

これに対し，Tr(σ ◦Γ∗;X,Qp)を計算するためには，p進Hodge理論 ([Ts])と p進重さ
スペクトル系列 ([Mo])を用いる．まず，p進Hodge理論により次の定理が得られる：

定理 6.7
H i(X ⊗Fp F p,Qp)はGFp の半安定表現であり，次が成り立つ：

Dpst

(
H i(X ⊗Fp F p,Qp)

)
= H i

logcrys

(
X/W (κ′)

)⊗W (κ′) Qp．

さらに，左辺への σ ∈ W+
Fp
の作用は右辺への σ∗ ◦ φn(σ)[κ:Fp] の作用に対応する（φは

H i
logcrys(X/W (κ′))の Frobenius作用）．

また，p進重さスペクトル系列は次のような形をしている：

Es,t1 =
⊕

i≥max{0,−s}
Ht−2i

crys

(
D(s+2i)/W (κ′)

)
(−i) =⇒ Hs+t

logcrys

(
X/W (κ′)

)
．

ここで，(−i)は Frobenius作用を pi倍することを表している．
よって，命題 6.6と同様の手法により，次が得られる：

命題 6.8
命題 6.6と同様の記号のもとで次の等式が成り立つ：

Tr(σ ◦ Γ∗;X,Qp) =
∑
s

∑

i≥max{0,−s}
(−1)sqn(σ)i

(
Γ′(s+2i) ◦ σgeom,∆D(s+2i)

)
．

特に，Tr(σ ◦ Γ∗;X,Qp)は整数である．

命題 6.6，命題 6.8より直ちに次が得られる：

系 6.9
（6.2.1節冒頭の仮定のもとで）Tr(σ ◦Γ∗;X,Q`)とTr(σ ◦Γ∗;X,Qp)はともに整数で
あり，等しい．

注意 6.10
ここでは重さスペクトル系列のエタール射に関する関手性を用いたが，̀ 進の場合，[Sa3]
においてより強力な関手性が証明されている．これを用いると，「GFp の作用がXに延長
される」「γ : Γ −→ X×XはX上に延長される」の 2つの仮定がなくてもTr(σ◦Γ∗;X,Q`)
を幾何学的な量で表すことができる（[Sa3] Lemma 3.2の証明を参照）．
しかしこの強い関手性は，p進重さスペクトル系列に対しては現在のところまだ得られ

ていない（少なくとも筆者の知る限り出版はされていない）ので，Tr(σ ◦Γ∗;X,Qp)の方



には適用できず，定理 6.5の証明には用いることができない．

6.2.2 係数層が自明とは限らない場合

次に，F`, Fpが自明とは限らない場合を考えよう．この場合には，F`, Fpが「同じ幾
何学的対象から来ている」ということを証明するのが鍵である．
以下では，代数的対応のC線型結合のことを「C係数代数的対応」と呼び，あたかも代

数的対応であるかのように Γ′ −→ X ×X などと表す．6.1節の最後に述べたように，ι′

を用いて C係数代数的対応 Γ′の `進コホモロジーへの作用を定義することができるが，
これを Γ′∗ι′ と書く．同様に p進コホモロジーへの作用を Γ′ιと書く．

命題 6.11
固有かつ滑らかな射 f : Y −→ X，C係数代数的対応Θ −→ Y ×X Y および整数 k ≥ 0

が存在して，Θ∗ι′ : R
if∗Q` −→ Rif∗Q`, Θ∗ι : Rif∗Qp −→ Rif∗Qpが次を満たすとする：

i 6= kならばΘ∗ι′ = 0であり，i = kならばΘ∗ι′ は Rkf∗Q`から F`への射影
子を与える（この状況を，「F`はR∗f∗Q`からΘによって切り出される」と
呼ぶことにする）．Θ∗ι についても同様である．

さらに，γ : Γ −→ X × X の持ち上げとなる代数的対応 γ̃ : Γ̃ −→ Y × Y（pri ◦γ̃ はエ
タール）が存在して，次が可換になるとする：

H i(Y ⊗Fp F p,Q`) Γ̃∗ //

Θ∗
ι′
����

H i(Y ⊗Fp F p,Q`)
Θ∗
ι′
����

H i−k(X ⊗Fp F p,F`) Γ∗ // H i−k(X ⊗Fp F p,F`),

H i(Y ⊗Fp F p,Qp) Γ̃∗ //

Θ∗ι
����

H i(Y ⊗Fp F p,Qp)
Θ∗ι
����

H i−k(X ⊗Fp F p,Fp) Γ∗ // H i−k(X ⊗Fp F p,Fp)．
このとき，次が成り立つ：

Tr(σ ◦Γ∗;X,F`) = Tr(σ ◦ Γ̃∗ ◦Θ∗ι′ ;Y,Q`), Tr(σ ◦Γ∗;X,Fp) = Tr(σ ◦ Γ̃∗ ◦Θ∗ι ;Y,Qp)．

証明 Θ∗ι′ : H
i(Y ⊗Fp F p,Q`) −→ H i(Y ⊗Fp F p,Q`)の像がH i−k(X ⊗Fp F p,F`)に等し

くなること（図式中の縦矢印の全射性）は Lerayスペクトル系列から従う．他の部分は
明らかである．



この命題より，f : Y −→ X, Θおよび γ̃ : Γ̃ −→ Y ×Y を見つけることができれば 6.2.1
節の場合に帰着できることが分かる．6.2.1節の結果（系 6.9）を用いるためには，さらに
次の条件を確認すればよい：

• Fpのある有限次Galois拡大 L上X は強半安定還元 Xを持つ（Xは Lの整数環 V

上の強半安定スキーム）．

• f : Y −→ X の Lへの底変換は V 上の固有かつ滑らかな射 f : Y −→ Xに延長さ
れる．

• GFpのX ⊗Fp L, Y ⊗Fp Lへの作用はX, Yへ拡張され，fはこの作用と可換になる．

• Θ, Γ̃はY上に延長される．

実際は，Xが曲線であり，f : Y −→ Xがアーベルスキームである場合に適用する．この
場合，LとXの存在およびXにGFp の作用が延長されることは曲線の半安定還元定理か
ら従う．また，f : Y −→ Xの存在を仮定すれば，YにGFp の作用が（fが作用と可換に
なるように）延長されることは自動的に従う（[Sa1] Lemma 4 (3)の証明参照）．

6.3 定理 6.5の証明の概略

ここでは，いかにして前小節の内容を志村曲線MK およびその上の層FK,`, FK,pに適
用するのかを簡単に述べる．基本的な方針はPEL型の場合への帰着である．そのために，
M に加えてM ′, M ′′, N ′, N ′0という 4つの志村多様体を導入する．

定義 6.12
E0 ⊂ CをQの虚二次拡大で pが分解するようなものとし，E = FE0, D = B ⊗F E

とおく．Q上の代数群G′′, G′をQ値点がそれぞれ次で与えられるように定める：

G′′(Q) = B×
F×× E×(∼= B× · E× ⊂ D×),

G′(Q) = Ker(NrdB/F ×NE/F : B×
F×× E× −→ F×)．

また，T ′ = ResE/QGm, T ′0 = ResE0/QGmとおく．
R上の代数群の準同型 h′ : S −→ G′ ⊗Q R, hE : S −→ T ′, h0 : S −→ T ′0を R値点にそ
れぞれ次を誘導するように定める：

h′ : C× −→ GL2(R) · C× ×H · C× × · · · ×H · C×;

a+ b
√−1 7−→

(( a b

−b a

)
⊗ 1, 1⊗ z, . . . , 1⊗ z

)
,

hE : C× −→ C× × · · · × C×; z 7−→ (z−1, 1, . . . , 1),



h0 : C× −→ C×; z 7−→ z−1．

合成 S h′−−→ G′ ⊗Q R ↪−→ G′′ ⊗Q Rを h′′とおく．

このとき，(G′, h′), (G′′, h′′), (T ′, hE), (T ′0, h0)はDeligneの公理を満たすことが容易
に分かる．これらに伴う志村多様体の正準モデルをそれぞれM ′, M ′′, N ′, N ′0 と書く
（本来はM ′やM ′′などにコンパクト開部分群の添字をつけなくてはならないが，省略
する）．M ′, M ′′, N ′はE上定義され，N ′0はE0上定義される．

注意 6.13
T ′, T ′0, N ′, N ′0は [Sa1]では T , T0, N , N0と書かれている．ここでは命題 5.3中で導入
された T , N との混同を避けるために記号を変更した．

これらの志村多様体の間には次の図式で示されるような射がある：

M M ×N ′ α //
pr1oo

β
��

M ′′ M ′oo

N ′0．

αは次のような準同型G× T ′ −→ G′′から誘導される：

(G× T ′)(Q) = B× ×E× −→ G′′(Q) ⊂ (B ⊗ E)×; (b, e) 7−→ b⊗NE/E0
(e)−1 · e．

また，βは準同型NE/E0
◦ pr2 : G× T ′ −→ T ′0から誘導される．

さらに，次が成り立つ：

(a) M ′, N ′0は PEL型である（モジュライ解釈を持つ）．N ′0については虚数乗法論に他
ならない．

(b) M ′ −→M ′′をM ′の連結成分いくつかの合併に制限すると同型である ([Sa1, Lemma
2])．

また，M ′′, M ′, N ′0上には次のようにしてスムーズ `進層，スムーズ p進層が定義される：

定義 6.14
D ⊗Q C = (B ⊗F E)⊗Q C = (B ⊗Q E0)⊗Q C ∼=

∏
τi

(M2(C)×M2(C))（第 1成分は
自然な埋め込みE0 ↪−→ Cに対応し，第 2成分はその共役に対応するとする）であるか
ら，G′′ ⊗Q Cの代数的表現 ξ′′i (1 ≤ i ≤ d)を次のように定めることができる：

ξ′′i : G′′ ⊗Q C ⊂
∏
τi

(GL2,C×GL2,C)
pri,2−−−→ GL2,C．



これを用いて，G′′ ⊗Q Cの代数的表現 ξ′′Cを ξ′′C =
⊗

i(Symki−2 ξi ⊗ (det ξi)(w−ki)/2)で
定める．ξ′′Cに ι′ : C ∼= Q`で対応する Q`上の表現を ξ′′` とおき，ι : C ∼= Qpで対応する
Qp上の表現を ξ′′p とおく．ξ`, ξpはM ′′上のスムーズ `進層 G′′`，スムーズ p進層 G′′p を
定めることが分かる（定義 5.4参照）．
ξ′′` , ξ′′p を制限することで得られるG′ ⊗Q Cの表現を ξ′`, ξ

′
pとおき，これらに対応する

M ′上の層を G′`, G′pと書く．G′`, G′pはM ′ −→M ′′による G′′` , G′′p の引き戻しと一致する．
E0⊗QC ∼= C×C（第 1成分は自然な埋め込みE0 ↪−→ Cに対応し，第 2成分はその共

役に対応するとする）であるから，T ′0⊗QCの代数的指標 χj (j = 1, 2)を χj : T ′0⊗QC ∼=
Gm,C ×Gm,C

prj−−→ Gm,C で定めることができる．χ = χ−1
1 , χ0 = χ−1

1 χ−1
2 とおく．上と

同様に，これらが定める N ′0 上の層を考えることができるが，それらを G`(χ), G`(χ0),
Gp(χ), Gp(χ0)とおく．

これらの層については次が成り立つ：

(c) (a)よりM ′ 上には普遍アーベルスキーム A′ −→ M ′ があるが，その d(w − 2)回
ファイバー積 a′ : X ′ = A′d(w−2) −→M ′上の C係数代数的対応Θ′ −→ X ′ ×M ′ X ′
が存在して，G′`（ないし G′p）はR∗a′∗Q`（ないしR∗a′∗Qp）からΘ′によって切り出
される．N ′0についても類似のことが成り立つ．

(d) pr∗1F∨` ∼= α∗G′′` ⊗ β∗G`(χ)⊗(d−1)(w−2) ⊗ β∗G`(χ0)−⊗(d−1)(w−2)．pの場合も同様．

(c)におけるΘ′は，A′へのD×の作用およびX ′ = A′d(w−2)の成分の入れ換えを用いて
定義することができる（[Sa1, 6.1]参照）．(d)は定義から容易に分かる．

注意 6.15
[Sa1]においては，本稿（および [Ca1]）のF`の双対をF`と表しており，本稿での G′′` 等
をF ′′` 等と書いている．こうしておくと上の (c)は pr∗1F` ∼= α∗F ′′` ⊗β∗F`(χ)⊗(d−1)(w−2)⊗
β∗F`(χ0)−⊗(d−1)(w−2)と表すことができる．

以上のことを用いて定理 6.5 i)を証明する．

定理 6.5 i)の略証 まず (d)およびN ′に関する簡単な考察により，M ×N ′上の層

G` := α∗G′′` ⊗ β∗G`(χ)⊗(d−1)(w−2) ⊗ β∗G`(χ0)−⊗(d−1)(w−2),

Gp := α∗G′′p ⊗ β∗Gp(χ)⊗(d−1)(w−2) ⊗ β∗Gp(χ0)−⊗(d−1)(w−2)

に関して対応する主張を証明すればよいことが分かる．
(b), (c)を用いると，アーベルスキーム a : X −→ M × N ′ および C係数代数的対応

Θ −→ X×M×N ′Xを，G`, Gpが切り出されるように構成することができる．実際，(b)に
よってa′ : X ′ −→M ′およびΘ′をM ′′に落とすことができ，落としたものa′′ : X ′′ −→M ′′,



Θ′′の αでの引き戻しをとることができる．N ′0上のものに対しても βでの引き戻しをと
ることができる．これらのM ×N ′上でのファイバー積をとればよい．一方，前小節の
Γ̃にあたるものの存在も，まずM ′およびN ′0上で構成して，それをM ×N ′上にもって
いくという方法で容易に証明することができる．
あとは，M × N ′ に対して半安定還元定理を適用して得られる強半安定曲線M上に
アーベルスキームXが延長されること，その延長されたアーベルスキームX上にΘおよ
び Γ̃が延長されることを証明すればよい．これもやはり，まずM ′上で考える．M ′のモ
ジュライ解釈をOp上に拡張することでM ′の自然な整モデルが構成でき，a′ : X ′ −→M ′

は整モデル上に延長される．(b)を用いることで，M ′′の整モデルおよびその上へのX ′′

の延長が構成できる．N ′0およびその上のアーベルスキーム（楕円曲線）に対しても，同
様に自然な整モデルがとれる．こうして構成したM ′′, N ′0 の整モデルM′′, N′0 は（pで
のレベルをつけないでおくと）Op上スムーズになるので，射M ×N ′ −→ M ′′ ×N ′0は
M −→M′′×N′0に延長される．この射によってアーベルスキーム（のファイバー積）の
引き戻しをとればM上への延長が得られる．C係数代数的対応の延長に関しては，一般
ファイバーのものが自動的に整モデルへの延長を持つことが分かる（前小節の最後で述
べた，Galois群の作用の延長と同じである）．

注意 6.16
この証明から命題 5.42が従う．実際，M × N ′ 上の層 G` はM上に自然に延長され

（a : X −→M ×N ′の延長の高次順像をΘの延長で切り取ればよい）その特殊ファイバー
への制限は純になる（Deligneの純性定理）から，F`のMへの引き戻しもそうである．

最後に，定理 6.5 ii)の証明の概略を述べる．5.4節と同様の議論を行いたいが，p進の
場合は係数付きの重さスペクトル系列の理論がまだ完成されていないため，上で構成し
たM上のアーベルスキームXの（定数係数）重さスペクトル系列をとり，それの各項に
Γ̃∗ ◦Θ∗ι（正確にはその整モデルへの延長）を作用させる．すると，`進の係数付き重さス
ペクトル系列（5.4節参照）と同様の形をした 5項だけが残り，他の項は 0となる．この
ことから，命題 5.43と類似の主張を証明すれば定理 6.5 ii)が従うことが分かる．その証
明の方針は命題 5.43と同じであるが，命題 5.41の p進対応物を得る部分が `進のときに
比べて大分難しい．詳細は [Sa1]の §9を参照されたい．
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variétés de Shimura simples et applications, preprint, arXiv:math/0511531.



[BH] C. J. Bushnell, G. Henniart, The local Langlands conjecture for GL(2),
Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, 335. Springer-Verlag, Berlin,
2006.

[BR1] D. Blasius, J. D. Rogawski, Galois representations for Hilbert modular forms,
Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 21 (1989), no. 1, 65–69.

[BR2] D. Blasius, J. D. Rogawski, Motives for Hilbert modular forms, Invent. Math.
114 (1993), no. 1, 55–87.

[BW] A Borel, N. Wallach, Continuous cohomology, discrete subgroups, and represen-
tations of reductive groups, Second edition, Mathematical Surveys and Monographs,
67. American Mathematical Society, Providence, RI, 2000.

[Ca1] H. Carayol, Sur les représentations l-adiques associées aux formes modulaires de
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[Ri] J. Riou, Dualité (d’après Ofer Gabber), notes of “groupe de travail sur les resultats
recents de Gabber”, available at http://www.math.u-psud.fr/~riou/.

[RZ] M. Rapoport, Th. Zink, Period spaces for p-divisible groups, Annals of Mathe-
matics Studies, 141. Princeton University Press, Princeton, NJ, 1996.

[Ta1] R. Taylor, On Galois representations associated to Hilbert modular forms, Invent.
Math. 98 (1989), no. 2, 265–280.

[Ta2] R. Taylor, On Galois representations associated to Hilbert modular forms. II,
Elliptic curves, modular forms, & Fermat’s last theorem (Hong Kong, 1993), 185–
191, Ser. Number Theory, I, Int. Press, Cambridge, MA, 1995.

[Ts] T. Tsuji, p-adic etale cohomology and crystalline cohomology in the semi-stable
reduction case, Invent. Math. 137 (1999), no. 2, 233–411.

[TY] R. Taylor, T. Yoshida, Compatibility of local and global Langlands correspon-
dences, J. Amer. Math. Soc. 20 (2007), no. 2, 467–493.

[Sa1] T. Saito, Hilbert modular forms and p-adic Hodge theory, preprint,
arXiv:math/0612077.



[Sa2] T. Saito, Modular forms and p-adic Hodge theory, Invent. Math.129 (1997), no. 3,
607–620.

[Sa3] T. Saito, Weight spectral sequences and independence of `, J. Inst. Math. Jussieu
2 (2003), no. 4, 583–634.

[SGA4.1/2] P. Deligne, Cohomologie étale, Séminaire de Géométrie Algébrique du Bois-
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