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Arthur分類とその応用
(Arthur’s classification and its applications)
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三枝 洋一 (Yoichi Mieda)∗

Abstract

This is a survey article on Arthur’s conjectural classification of automorphic representa-

tions of connected reductive groups over number fields, which recently has been established for

classical groups by Arthur himself. It also includes some applications, such as a computation

of the ℓ-adic cohomology of some Shimura varieties, and a construction of the Galois repre-

sentations attached to cuspidal automorphic representations of a general linear group over a

totally real or CM field.

§ 1. はじめに

本稿の目的は，代数体上の連結簡約代数群の保型表現を分類する理論である Arthur分
類についての解説を行うことである．この理論は，Langlandsによるエンドスコピーの
理論とそれに基づく重複度予想（[LL79], [Kot84, §12]参照）を精密化・一般化する形で，
1980年代後半にArthur [Art89b]によって予想されたものである．今世紀に入ってからの
跡公式の安定化に関する大きな進展（[Wal06], [Wal08], [LN08], [Ngô10], [CL10], [CL12]

等）に基づき，Arthurの著書 [Art13a]によって，この予想は古典群の場合にほぼ完全に
解決されるに至った．こうして定理となった（古典群に対する）Arthur分類は，保型表
現論の一つの到達点であると同時に，保型表現に関するさらに深い研究のための道具とし
て，現在も盛んに利用されているようである．また，保型表現と Galois表現の対応（い
わゆる Langlands対応）を通して，Arthur分類はGalois表現で記述される代数的整数論
や数論幾何の問題とも密接に関係している．例えば，高次元のモジュラー多様体である志
村多様体のエタールコホモロジーに現れるGalois表現はArthur分類を用いて記述される
ことが予想されており，いくつかの場合には実際に証明もされている．
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2 三枝 洋一

Arthurによる予想が提出されてから四半世紀以上が経過しているため，Arthur分類に
ついては既に多くの解説が存在する．例えば，Arthur自身によるものとしては [Art05,

§30]や [Art13b]が，日本語のものとしては [Hir00]がある．そのため本稿では，Arthur

分類そのものだけではなく，その代数的整数論や数論幾何への応用についてもある程度詳
しく解説することで，既存のものと異なる特徴を持った記事となるように努めた．また，
準分裂とは限らない代数群に対する Arthur分類の定式化 (§2.6)など，比較的新しい内容
も含めたつもりである．
本稿の構成は以下の通りである．Arthur分類そのものは §2において扱われている．ま

ず保型表現についての用語を簡単に復習した後，Arthur分類の主張を，局所的な部分と
大域的な部分に分けて順に解説する．§3においては，志村多様体の交叉コホモロジーを
Arthur分類を用いて記述する Kottwitzの予想を紹介し，ユニタリ型志村多様体の場合
に実際に証明できることについて述べる．§4では，§3の内容に基づき，総実体あるいは
CM体上のGLnの正則 L代数的な尖点的保型表現に伴う ℓ進Galois表現の構成を説明す
る．これは楕円モジュラー形式や Hilbertモジュラー形式に付随する Galois表現の構成
の一般化にあたる結果である．最後に §5では，上記以外の応用として，古典群上の尖点
的保型形式の次元公式に関する Täıbiの結果，およびGLnの保型表現に伴うGalois表現
の Selmer群の階数と L関数の中心値との関係に関する Belläıche-Chenevierの結果を紹
介する．

記号 体 F に対し，その分離閉包を F で表し，ΓF = Gal(F/F )とおく．E を F の拡大
体とし，X を F 上の代数群あるいはスキームとするとき，X の E への底変換を XE と
書く．
代数群 Gに対し，その単位元を含む連結成分を G0 と書く．また，π0(G)で Gの連結

成分のなす群 G/G0 を表す．

§ 2. Arthur分類

§ 2.1. 保型表現

F を代数体とし，そのアデール環を AF と書く．Gを F 上の連結簡約代数群とし，そ
の中心を Z とする．Z(AF )/Z(F )のユニタリ指標 ωを固定する．

定義 2.1. 可測関数 h : G(AF ) → Cが中心指標 ω の L2 保型形式であるとは，以下
の条件を満たすことをいう：

• h(γg) = h(g) (g ∈ G(AF ), γ ∈ G(F )).
• h(zg) = ω(z)h(g) (g ∈ G(AF ), z ∈ Z(AF )).
•
∫
G(AF )/Z(AF )

|h(g)|2dg <∞.

さらに，任意の放物型部分群 P ⊊ Gに対し
∫
NP (F )\NP (AF )

h(ng)dn = 0（NP は P の羃
単根基，g ∈ G(AF )）が成り立つとき，hは尖点的であるという．



Arthur 分類とその応用 3

中心指標 ωの L2保型形式全体のなす空間（ほとんどいたるところ一致する関数は同一
視する）をL2(G,ω)と書く．さらに，尖点的なL2保型形式のなす部分空間をL2

cusp(G,ω)

と書く．

L2(G,ω)は Hilbert空間であり，右移動による作用によって G(AF )のユニタリ表現と
なる．この表現は以下のように直和分解する：

L2(G,ω) =
(⊕̂

π
π⊕m(π)

)
⊕ L2

cont(G,ω).

ここでπはG(AF )の既約ユニタリ表現で中心指標がωであるものの同型類を動き，m(π) ∈
Z≥0はL2(G,ω)における πの重複度を表す（これが有限であることも主張の一部である）．
L2
cont(G,ω)は連続スペクトルであり，既約な部分 G(AF )表現を持たない．これに対し，⊕̂
ππ

⊕m(π) の部分を L2
disc(G,ω)と書く．L2

cusp(G,ω) ⊂ L2
disc(G,ω)であることが知られ

ている．

定義 2.2. π を G(AF )の既約ユニタリ表現とし，その中心指標を ωπ とする．π の
L2(G,ωπ)における重複度m(π)が 1以上になるとき，πは離散的な保型表現であるとい
う．さらに πが L2

cusp(G,ωπ)の部分表現となるとき，尖点的な保型表現であるという．
離散的な保型表現の同型類全体を Adisc(G)と書き，尖点的な保型表現の同型類全体を
Acusp(G)と書く．

G(AF )の極大コンパクト部分群K =
∏
vKvを固定する．このとき，π ∈ Adisc(G)のK

有限部分 πK-finは制限テンソル積
⊗′

v πv に分解する．ここで，πv は v ∤∞のときG(Fv)

の既約許容表現であり，v | ∞のとき既約許容 (g(Fv)C,Kv)加群である（gはGの Lie環
を表す）．πv を πあるいは πK-finの v成分という．π∞ =

⊗
v∤∞ πv, π∞ =

⊗
v|∞ πv とお

く．以下では，πK-fin を πと同一視して，単に πと書く．

注意 2.3. 通常，保型表現と言えば，G(AF )上のスムーズな保型形式全体のなす空
間の部分商に現れる表現のことを指す（[BJ79]等を参照）．保型表現の中には離散的でな
いものもあるが（正則 Eisenstein級数に対応するGL2の保型表現はその一例である），本
稿では離散的な保型表現が中心的な役割を果たすため，そちらに絞って定義を述べること
にした．

局所体上の表現に関する記号も導入しておこう．

定義 2.4. vを F の素点とする．vが有限素点のとき，G(Fv)の既約許容表現の同型
類の集合をΠ(Gv)と書く．Πunit(Gv), Πtemp(Gv), Πdisc(Gv)でそれぞれユニタリ表現，緩
増加表現，離散系列表現のなす部分集合を表す．Πdisc(Gv) ⊂ Πtemp(Gv) ⊂ Πunit(Gv) ⊂
Π(Gv)が成り立つ．
vが無限素点の場合にも，既約許容 (g(Fv)C,Kv)加群について同様の記号（Π(Gv)等）

を用いることにする．
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本稿のテーマである Arthur分類とは，一言で言えば以下のようなものである：

• 局所的な分類：F の各素点 vに対し，Π(Gv)のパラメータ付けを与える 注 1．
• 大域的な分類：局所的な分類を用いて Adisc(G)のパラメータ付けを与え，さらに各
π ∈ Adisc(G)に対し，その重複度m(π)をパラメータによって記述する．

これらについては次小節以降で詳しく説明することにして，ここではまずG = GLnの
場合に上記の分類がどのようになっているかを思い出しておく．Π(GLn,v)のパラメータ
付けは局所 Langlands対応によって行われる：

定理 2.5 (GLn の局所 Langlands対応，[HT01]). vを F の素点とし，Fv のWeil群
をWFv で表す（Weil群については，[Tat79]等を参照）．

(i) vが有限素点であるとき，Π(GLn,v)の元とWFv×SU(2)のn次元半単純表現ϕ : WFv×
SU(2) → GLn(C)の同型類との間には自然な一対一対応 注 2 がある．π ∈ Π(GLn,v)

に対応する ϕを ϕπ と書くと，π ∈ Πtemp(GLn,v)は ϕπ の像が有界であることと同値
であり，π ∈ Πdisc(GLn,v)は ϕπ が既約であることと同値である．

(ii) vが無限素点であるとき，Π(GLn,v)の元とWFv の n次元半単純表現の同型類との間
には自然な一対一対応がある．Πtemp(GLn,v)および Πdisc(GLn,v)も (i)と同様の記
述を持つ．

一方，大域的な分類は，Mœglin-Waldspurgerによる以下の定理によって与えられる：

定理 2.6 ([MW89]).

(i) 正整数 s | nおよび π ∈ Acusp(GLn/s)に対し，

π′ = π|det|
s−1
2 ⊞ π|det|

s−3
2 ⊞ · · ·⊞ π|det|

1−s
2

はGLnの離散的な保型表現である．ここで，|det|は合成GLn(AF )
det−−→ A×

F

|−|−−→ R>0

を表す．また，記号 ⊞は Langlands和と呼ばれる操作を表す．これは，各局所成分
を局所 Langlands対応で移したときに直和となるような操作である 注 3．つまり，各
素点 vに対し，次が成り立つ：

ϕπ′
v
= ϕ

πv|det|
s−1
2

v

⊕ ϕ
πv|det|

s−3
2

v

⊕ · · · ⊕ ϕ
πv|det|

1−s
2

v

.

GLn の離散的な保型表現は上記の形に一意的に表すことができる．
(ii) 任意の π ∈ Adisc(GLn)に対し，m(π) = 1である．

Arthur分類は，これらの定理の一般化に位置づけられるものである．
注 1これはかなり不正確な言い方である．§2.2 の注意 2.15 を参照．
注 2いくつかの基本性質によってこの一対一対応を一意的に特徴付けることもできるが，ここでは述べない．
注 3ここでは局所 Langlands対応を用いた説明を行っているが，Langlands和自体は放物型誘導を用いること
で純表現論的に構成できるものである．
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§ 2.2. 局所Arthur分類
ここでは F を局所体とする．局所 Langlands群 LF を以下で定める：

LF =

WF × SU(2) （F が非アルキメデス的なとき）,
WF （F がアルキメデス的なとき）.

Gを F 上準分裂な連結簡約代数群とする．Ĝで Gの Langlands双対群を表す．これは，
GF のルートデータのルートと余ルートを入れ換えて得られる双対ルートデータに伴う C
上の連結簡約代数群のことである．具体的な群の Langlands双対群については以下の表
を参照．

G GLn SLn PGLn Sp2n SO2n+1 SO2n

Ĝ GLn PGLn SLn SO2n+1 Sp2n SO2n

ΓF のGF への作用から，ΓF の Ĝへの作用が（Ĝ共役の不定性を除き）自然に定まる．こ
の作用に関する半直積 Ĝ⋊WF をL群と呼び，LGと表す．以下では，Ĝ(C)および LG(C)
のことを単に Ĝおよび LGと書くことにする．LGの元が半単純であるとは，連続かつ
Ĝ ⊂ LG上代数的であるような任意の準同型 LG → GLn(C)による像が半単純であるこ
とをいう．Gがその上で分裂するような F の有限次 Galois拡大 E をとり，d = [E : F ]

とおくと，(g, σ) ∈ LGが半単純であることは gσ(g) · · ·σd−1(g) ∈ Ĝが半単純であること
と同値である．
G = GLn のとき（定理 2.5）には Π(G)のパラメータ付けに LF の n次元表現 LF →

GLn(C)を用いたが，これの一般化が以下で定義するLパラメータ・Aパラメータである．

定義 2.7.

(i) 連続準同型 ϕ : LF → LGがGのLパラメータであるとは，以下を満たすことをいう：

• ϕは自然な射影 LF →WF ,
LG→WF と両立する．

• ϕの像は半単純元からなる．

Gの Lパラメータの Ĝ共役類全体の集合を Φ(G)と書く．Lパラメータ ϕに対し，
合成 LF

ϕ−→ LG
pr1−−→ Ĝの像が有界であるとき，ϕは有界であるという．有界な Lパ

ラメータのなす Φ(G)の部分集合を Φbdd(G)と書く．
(ii) 連続準同型 ψ : LF × SL2(C)→ LGが Gの Aパラメータであるとは，以下を満たす
ことをいう：

• ψは自然な射影 LF × SL2(C)→WF ,
LG→WF と両立する．

• ψ|LF ∈ Φbdd(G)．
• ψ|SL2(C) : SL2(C)→ Ĝは代数的な準同型である．

Gの Aパラメータの Ĝ共役類全体の集合を Ψ(G)と書く．
定義より，{ψ ∈ Ψ(G) | ψ|SL2(C) = 1} と Φbdd(G) は同一視できる．これにより
Φbdd(G) ⊂ Ψ(G)とみなす．
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(iii) ϕ ∈ Φ(G)に対し，Imϕ ⊂ LGの Ĝにおける中心化群を Cϕ と書き，Sϕ = CϕZ(Ĝ),

Sϕ = Sϕ/S
0
ϕZ(Ĝ)とおく 注 4．定義より Sϕ = π0(Sϕ/Z(Ĝ)) = π0(Cϕ/Z(Ĝ)

ΓF )で
ある．ψ ∈ Ψ(G)に対しても同様に Cψ, Sψ, Sψ を定める．Sϕ, Sψ は有限群である．
Sψ の既約指標のなす集合を Ŝψ と書く．

(iv) ψ ∈ Ψ(G)とする．S0
ψ ⊂ Z(Ĝ)となるとき，ψ は離散的であるという．離散的な A

パラメータのなす Ψ(G)の部分集合を Ψdisc(G)と書く．

注意 2.8. Ĝの中心への ΓF の作用が自明な場合，(iii)において Cϕ = Sϕ, Cψ = Sψ

が成り立つ．Gが斜交群や直交群の場合にはこの状況となっている．

例 2.9. G = GLnの場合を考える．Gは F 上分裂的なので ΓF の Ĝ = GLn(C)への
作用は自明であるから，LG = GLn(C)×WF である．したがって，Gの Lパラメータお
よび Aパラメータは，それぞれ n次元表現 LF → GLn(C), LF × SL2(C)→ GLn(C)と
同一視することができる．
ψ : LF × SL2(C)→ GLn(C)を Aパラメータとすると，これは ψ =

⊕r
i=1(µi ⊠ νi)

⊕li

という形の既約分解を持つ．ここで li > 0 は整数，µi は LF の mi 次元既約表現，νi
は SL2(C)の ni 次元既約表現（すなわち，SL2(C)のスタンダード表現を Stdと書くと，
νi = Symni−1 Std）であり，(µ1, ν1), . . . , (µr, νr)は相異なり，n =

∑r
i=1 liminiが成立す

る．Schurの補題より Sψ = Cψ =
∏r
i=1 GLli(C)が成り立つ．Z(Ĝ) = C× であるから，

ψが離散的であることは r = 1かつ l1 = 1，すなわち ψが既約であることと同値である．
また，Sψ が連結であることからSψ = 1となる．

例 2.10. G = SO2n+1の場合を考える．この場合もGは F 上分裂的であるから，A
パラメータ ψ ∈ Ψ(SO2n+1)は準同型 ψ : LF × SL2(C)→ Sp2n(C)と同一視できる．合成
ψ′ : LF × SL2(C)

ψ−→ Sp2n(C) ↪→ GL2n(C)を LF × SL2(C)の 2n次元表現とみなし，そ
の既約分解を ψ′ =

⊕r
i=1 Vi ⊗C ψ

′
i と表す（例 2.9の記号のもとでは，ψ′

i = µi ⊠ νi であ
り，Vi は li 次元ベクトル空間である）．
ψ′∨ ∼= ψ′であるから，各 1 ≤ i ≤ rに対し，ψ′∨

i
∼= ψ′

i∨となる 1 ≤ i∨ ≤ rが一意的に存在
する．このとき，dimVi = dimVi∨ かつ i∨∨ = iである．I = {1 ≤ i ≤ r | i∨ = i}とおく．
また，J ⊂ {1, . . . , r} \ I を {1, . . . , r} \ I = J ⊔ J∨となるようにとる（J∨ = {i∨ | i ∈ J}
とおいた）．
各 i ∈ I に対し，同型 ψ′

i
∼= ψ′∨

i ，すなわち非退化かつ LF × SL2(C)不変なペアリン
グ ⟨ , ⟩i : ψ′

i × ψ′
i → Cを一つとり固定する．ψ′

iの既約性より，このようなペアリングは
定数倍を除き一意である．よって，⟨x, y⟩i = εi⟨y, x⟩i となる εi ∈ C× が存在することが
分かる（この εi は ⟨ , ⟩i のとり方にはよらない）．⟨x, y⟩i = εi⟨y, x⟩i = ε2i ⟨x, y⟩i なので
εi ∈ {±1}である．一方，斜交的なペアリング ⟨ , ⟩ : ψ′ × ψ′ → Cの制限によって，非退
化かつ LF × SL2(C)不変なペアリング (Vi ⊗C ψ

′
i)× (Vi ⊗C ψ

′
i)→ Cが得られる．これと

注 4[Art13a]においては Sϕ は Sϕ と書かれているが，Sϕ との見分けやすさを考慮して，ここではこの記号を
採用した．
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⟨ , ⟩iより非退化なペアリング ⟨ , ⟩′i : Vi × Vi → Cが定まる．⟨ , ⟩が斜交的であることか
ら，⟨x, y⟩′i = −εi⟨y, x⟩′i が成り立つ．
次に i ∈ Jとし，非退化かつLF×SL2(C)不変なペアリング ⟨ , ⟩i : ψ′

i×ψ′
i∨ → Cを固定す

る．上と同様の議論により，⟨ , ⟩と ⟨ , ⟩iから非退化なペアリング ⟨ , ⟩′i : Vi×Vi∨ → Cが定ま
る．i∨ ∈ J∨に対し，⟨x, y⟩i∨ = ⟨y, x⟩i, ⟨x, y⟩′i∨ = −⟨y, x⟩′iによって ⟨ , ⟩i∨ : ψ′

i∨×ψ′
i → C,

⟨ , ⟩′i∨ : Vi∨ × Vi → Cを定めると，

⟨ , ⟩ =
∑
i∈I
⟨ , ⟩′i ⊗ ⟨ , ⟩i +

∑
i∈J⊔J∨

⟨ , ⟩′i ⊗ ⟨ , ⟩i

が成り立つ．
さて，Cψ′ =

∏
i∈I⊔J⊔J∨ GL(Vi)の元 (gi)が Cψ = Cψ′ ∩ Sp2n(C)に属するための条件

を考えよう．上記の ⟨ , ⟩の記述から，これは

• ⟨gix, giy⟩′i = ⟨x, y⟩′i (i ∈ I, x, y ∈ Vi)
• ⟨gix, gi∨y⟩′i = ⟨x, y⟩′i (i ∈ J, x ∈ Vi, y ∈ Vi∨)

がともに成立することと同値である．2つ目の条件から，gi (i ∈ J)より gi∨ が決まるこ
とが分かる．1つ目の条件は，εi = 1ならば gi ∈ Sp(Vi, ⟨ , ⟩′i)となり，εi = −1ならば
gi ∈ O(Vi, ⟨ , ⟩′i)となることを表している．以上より，次が得られる：

Sψ = Cψ ∼=
∏

i∈I,εi=1

SpdimVi(C)×
∏

i∈I,εi=−1

OdimVi(C)×
∏
i∈J

GLdimVi(C).

Z(Ĝ) = {±1}であるから，

Sψ =
( ∏
i∈I,εi=−1

{±1}
)/⟨

((−1)dimVi)i

⟩
である．また，ψが離散的であることは J = ∅かつ εi = −1, dimVi = 1 (i ∈ I)である
ことと同値である．このとき，Sψ

∼= (Z/2Z)r−1 である．

大雑把に言えば，局所Arthur分類とは，Aパラメータ ψ ∈ Ψ(G)と ρ ∈ Ŝψ の組 (ψ, ρ)

によって Πunit(G)の元をラベル付けするものである．ρに関するラベル付けを決めるた
めには，以下に述べるWhittakerデータを固定する必要がある．

定義 2.11. GのBorel部分群Bおよび，Bの羃単根基Nの生成的指標η : N(F )→ C×

の組 (B, η)をWhittakerデータと呼ぶ．F が非アルキメデス的であるとき，π ∈ Π(G)が
Whittakerデータ (B, η)に関して生成的であるとは，Hom(π, Ind

G(F )
N(F ) η) ̸= 0であること

とする．F がアルキメデス的である場合にも，若干の修正のもと，π ∈ Π(G)が生成的で
あることが定義できる．

準分裂的な群に対する局所 Arthur分類（一般には未だ予想である）の主張は以下の通
りである．
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予想 2.12 (局所 Arthur分類). Aパラメータ ψ ∈ Ψ(G)に対し，有限集合 Πψ と写
像Πψ → Πunit(G)の組（ψのAパケットと呼ばれる）が定まる．さらにGのWhittaker

データを固定するごとに，写像 Πψ → Ŝψ; π 7→ ⟨−, π⟩が定まる．これらは以下の条件を
満たす：

(i) ψ = ϕ ∈ Φbdd(G)のとき，Πϕ → Πunit(G)は単射であり，その像はΠtemp(G)に含ま
れる．したがってΠϕはΠtemp(G)の部分集合とみなせる．これを ϕの Lパケットと
呼ぶ．Πtemp(G) =

⨿
ϕ∈Φbdd(G) Πϕ が成り立つ．写像 Πϕ → Ŝϕ は単射であり，F が

非アルキメデス的ならば全単射である．
(ii) ψ ∈ Ψ(G)に対し，ϕψ : LF → LGを

u 7→ ψ
(
u,

(
|u|1/2 0

0 |u|−1/2

))

で定める．ここで，|u|は合成 LF → W ab
F

Art−1
F−−−−→∼=

F× |−|−−→ R>0 による u ∈ LF の
像を表すものとする（ArtF は局所類体論の同型）．ψ|SL2(C) ̸= 1であるとき，ϕψ は
非有界な Lパラメータとなるが，G(F )の既約許容表現の Langlands分類（既約緩
増加表現を用いた既約許容表現の分類）を用いることで，ϕψ に対応する Lパケット
Πϕψ ⊂ Π(G)および写像 Πϕψ → Ŝϕψ を自然に構成することができる．これに対し，
以下が成り立つ：

• Πϕψ ⊂ Πunit(G)であり，任意の π ∈ Πϕψ ⊂ Πunit(G)における Πψ → Πunit(G)

のファイバーは一点である．特に，自然な単射 Πϕψ ↪→ Πψ が存在する．
• 次の図式は可換となる：

Πϕψ
⟨−,−⟩

//

��

Ŝϕψ

��

Πψ
⟨−,−⟩

// Ŝψ.

(iii) Πψ および Πψ → Ŝψ はエンドスコピー指標関係式（後述）を満たす．

注意 2.13. 有限集合Πψと写像Πψ → Πunit(G)の組を考えることは，Πunit(G)の元
を重複度込みで考えることにあたる．Πψ, Πψ → Πunit(G), Πψ → Ŝψを考える代わりに，
Πunit(G)の有限部分集合 Π′

ψ および写像 Π′
ψ →（Sψ の既約とは限らない有限次元表現）

を考えることもできる．

予想 2.12 (ii)において既に述べたように，予想 2.12 (i)が成立するとき，Langlands分
類を用いることで，有界とは限らない ϕ ∈ Φ(G)に対しても Lパケット Πϕ ⊂ Π(G)およ
び写像Πϕ → Ŝϕを構成することができる．このとき，Π(G) =

⨿
ϕ∈Φ(G) Πϕが成り立ち，

また，F が非アルキメデス的ならばΠϕ → Ŝϕは同型である．つまり，F が非アルキメデ
ス的であるときには，Gの既約許容表現は Lパラメータ ϕ ∈ Φ(G)および Sϕ の既約指
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標 ρによって完全に分類されることになる．これを Gの局所 Langlands対応と呼ぶ．局
所 Langlands対応は多くの良い性質を持つと期待されている．そのうちのいくつかを以
下に列挙する．

• F が非アルキメデス的であり，G が F 上不分岐であるとする．G の整モデルとな
る OF 上の簡約群スキームを固定すると，それから自然にWhittakerデータが定ま
る（[Hal93, §7]参照）．ϕが不分岐である，すなわち惰性群 IF ⊂ WF に対して合成
IF

ϕ|IF−−−→ LG
pr1−−→ Ĝが恒等写像であるとき，Πϕ は

ϕ(Frob, 1) ∈ LG （Frob ∈WF は Frobenius持ち上げを表す）

を佐武パラメータに持つ不分岐表現πunrを含む．さらに，このπunrに対し ⟨−, πunr⟩ =
1である．
• Πϕが離散系列表現を含むことと ϕが有界かつ離散的であることは同値であり，さら
にこのとき Πϕ ⊂ Πdisc(G)となる．
• ϕが有界であるとき，Πϕは固定したWhittakerデータに関して生成的な表現 πgenを
ただ一つ含む（生成的パケット予想）．さらに，この πgenに対し ⟨−, πgen⟩ = 1である．
• G = GLn のとき，#Πϕ = 1であり，Πϕ = {π}とすると定理 2.5の ϕπ は ϕと一致
する．

例 2.14. 予想 2.12 (ii)と上に述べたことから，ψ ∈ Ψ(GLn)に対し Πψ = Πϕψ と
決めるのが妥当であることが分かる．特に，任意の ψ ∈ Ψ(GLn) に対し #Πψ = 1 で
ある．ψ が µ ⊠ ν（µ は LF の表現，ν は SL2(C) の既約表現）という形のとき，ϕψ =

(µ⊗ |−| s−1
2 )⊕ (µ⊗ |−| s−3

2 )⊕ · · · ⊕ (µ⊗ |−| 1−s2 ) (s = dim ν)であるから，µに対応する
GLn/s(F )の既約緩増加表現を πと書くと，次が得られる：

Πψ =
{
π|det|

s−1
2 ⊞ π|det|

s−3
2 ⊞ · · ·⊞ π|det|

1−s
2

}
.

注意 2.15. 前述の通り，LパラメータおよびLパケットの理論（予想 2.12 (i)）はΠ(G)

の分類を与えていると見ることができる．一方，一般のAパラメータに伴うAパケットの
ふるまいはこれほど簡単ではない．実際，Aパラメータ ψ,ψ′ ∈ Ψ(G)が同値でなかったと
しても，Πψ → Πunit(G)の像とΠψ′ → Πunit(G)の像が共通部分を持つことはありえる．具
体例については，例えば [Hir00, Remark 6.6]を参照．また，

∪
ψ∈Ψ(G) Im(Πψ → Πunit(G))

が Πunit(G)全体になるという主張も一般には成立しない．この意味で，予想 2.12は文字
通り「局所的な分類」（Πunit(G)の分類）を与えているわけではない．Aパケットを考え
る意義は局所的な立場からは理解しづらく，次小節で解説する大域的な分類のためのス
テップと捉えるのが妥当であると思われる．

予想 2.12 (iii)のエンドスコピー指標関係式とは，異なる群の Aパケットに属する表現
の指標の間の関係式である．この部分が局所 Arthur分類の核心であるが，正確な定式化
は非常に複雑であるため，概要と例を述べるにとどめることにする．以下では，F が非ア
ルキメデス的局所体である場合を考える．
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G, H を F 上準分裂な連結簡約代数群とする．H がGのエンドスコピー群であるとは，
おおむね，以下のような半単純元 s ∈ Ĝが存在することをいう：

• Ĥ は s ∈ Ĝの連結中心化群 Ĝs = ZĜ(s)
0 と同一視できる．

• 上の同一視によって sを Z(Ĥ)の元とみなしたものは ΓF の作用で固定される．

正確な定義は [Kot84, §7]等を参照注 5．以後はこのような s ∈ Ĝ，および同一視 Ĥ = Ĝsも
固定して考える．このような状況において，G(F )の半単純元の安定共役類（おおむねG(F )

共役類のことだが，Gの導来群が単連結でない場合には若干の修正が必要）とH(F )の半単純
元の安定共役類が「対応する」という概念が定義できる．この安定共役類どうしの対応を用い
ると，今度はHecke環の元 f ∈ C∞

c (G(F )), fH ∈ C∞
c (H(F ))が「対応する」という概念を定

義することができる．これは大雑把には，半単純元 γH ∈ H(F ), γ ∈ G(F )の安定共役類が
対応するとき，fHのγHにおける安定軌道積分SOγH (f

H) =
∑
γ′ st∼γH Oγ

′(fH)（γ′ ∈ H(F )

は γH と安定共役な元の共役類を動く．Oγ′(fH) =
∫
ZH(γ′)(F )\H(F )

fH(h−1γ′h)dhは軌
道積分を表す）と，f の γ における「係数付き安定軌道積分」が一致するという条件で
ある．ここでの「係数」を表すのがいわゆる移送因子（[LS87], [KS99]参照）であり，そ
の正規化のために GのWhittakerデータおよび埋め込み Ĥ = Ĝs ↪→ Ĝの L群への延長
η : LH ↪→ LGを固定する必要がある 注 6．f ∈ C∞

c (G(F ))が与えられたとき，それに対
応する fH が存在するかどうかという問題は「移送予想」という名で呼ばれ，長らく未解
決であったが，[Wal97]においてWaldspurgerが「基本補題」と呼ばれる類似の問題に帰
着させることに成功した．基本補題とは，G, H が不分岐の場合に G(OF )の特性関数と
H(OF )の特性関数が（適切な正規化のもと）対応するであろうという予想である．こち
らもこの分野の大問題であったが，Waldspurgerを始めとする多くの研究者の貢献の末，
最終的に Ngo [Ngô10]によって 2008年に肯定的に解決された．
さて，ψ ∈ Ψ(H)とすると，合成 LF

ψ−→ LH
η
↪→ LGによってGのAパラメータ ψ′が定

まる．このとき，2つの Aパケット ΠHψ , Πψ′（区別のため，H の Aパケットには上付き
添字H を付けた）の間には以下のような指標関係式が成り立つことが期待されている：

予想 2.16 (エンドスコピー指標関係式). f ∈ C∞
c (G(F ))と fH ∈ C∞

c (H(F ))が対
応するとき，以下が成り立つ：∑

πH∈ΠHψ

trπH(fH) =
∑
π∈Πψ′

⟨sψ′ · s, π⟩ trπ(f).

ここで，sψ′ = ψ′(1,−1) ∈ Cψ′ であり，sψ′ , sは sψ′ , s ∈ Cψ′注 7 の Sψ′ における像を
表す．
注 5代数体上のエンドスコピー群を考える場合には，2 つ目の条件 s ∈ Z(Ĥ)ΓF を少し修正する必要がある．
その点も合わせて参照されたい．

注 6一般的な設定においては，このような延長 η は必ずしも存在するとは限らず，定義に若干の修正が必要で
ある．しかし，現時点において Arthur分類が実際に証明されている場合には，いずれもこのような延長を
とることができる．

注 7s ∈ Cψ′ は条件 s ∈ Z(Ĥ)ΓF から従う．
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H が直交群・斜交群である場合，その Langlands双対群 Ĥ も直交群・斜交群であり，
その自然表現を考えることで Ĥ ⊂ GLN となる．しかし，Ĥ はGLN の半単純元の連結中
心化群にはならず，したがって H は GLN のエンドスコピー群ではない．このような場
合も扱えるようにするため，群 Gとその自己同型 θを組にした「捻られた群」に対して
もエンドスコピーの理論を拡張しておくことが重要である．捻られた場合においては，共
役の概念は θ共役，すなわち γ 7→ g−1γθ(g)でうつりあう関係に置き換えられ，中心化群
ZG(γ)は θ中心化群，すなわち ZG(γθ) = {g ∈ G | g−1γθ(g) = γ}という群に置き換えら
れる．半単純元の変種である θ半単純元という概念も定義でき，(G, θ)の（捻られた）エ
ンドスコピー群H は，ある θ̂半単純元 s ∈ Ĝに対して Ĥ = Ĝsθ̂ = ZG(sθ̂)

0, s ∈ Z(Ĥ)ΓF

となるような準分裂群として定式化することができる．この設定においてもG(F )の θ半
単純元の θ安定共役類と H(F )の半単純元の安定共役類の対応が定義でき，それに応じ
て f ∈ C∞

c (G(F ))と fH ∈ C∞
c (H(F ))が対応することが定義できる．移送予想と基本補

題の類似も成立することが証明されており，予想 2.16と類似の指標関係式が成り立つこ
とが期待されている．右辺の指標 trπ(f)は「捻られた指標」trπθ(f)に置き換える必要
があるが，これについては後述する．

以下では，これまでの議論を奇数次直交群 SO2n+1 および ψ ∈ Ψ(SO2n+1)に適用し，
指標関係式がどのように Aパケット Πψ および写像 Πψ → Ŝψ を特徴付けるのかを見て
いくことにする．各整数 N ≥ 1に対し

J =


1

−1
...

(−1)N−1

 ∈ GLN

とおき，直交群 SO2n+1 を {g ∈ GL2n+1 | tgJg = J,det g = 1}と実現しておく．
まずはじめに，G = GL2n, H = SO2n+1 とおく．Gの自己同型 θを θ(g) = J tg−1J−1

によって定める．このとき，θ̂ : Ĝ → Ĝは GL2n(C) → GL2n(C); g 7→ J tg−1J−1 によっ
て与えられるので，Ĝ1θ̂ = {g ∈ GL2n(C) | θ̂(g) = g}0 = Sp2n(C) = Ĥ が成り立つ．した
がって，H は (G, θ)の捻られたエンドスコピー群である．
安定共役類の対応について説明しよう．γ ∈ G(F )が θ半単純であることは，g ∈ G(F )

が存在して g−1γθ(g)が対角行列 diag(t1, . . . , t2n) (ti ∈ F×)になることと同値である．一
方，γH ∈ H(F )が半単純であることは，h ∈ H(F )が存在して h−1γHhが対角トーラスの
元 diag(u1, . . . , un, 1, u

−1
n , . . . , u−1

1 ) (ui ∈ F×)になることと同値である．これらの条件を
満たす γと γH が対応することは，「t1, . . . , t2nの適切な並べ換えのもとで ui = ti/t2n+1−i

(1 ≤ i ≤ n)が成り立つ」という条件で特徴付けられる．
この場合の Hecke環の元 f ∈ C∞

c (G(F )), fH ∈ C∞
c (H(F ))の対応の定義は，対応す

る強正則半単純元 γ ∈ G(F ), γH ∈ H(F )における安定軌道積分（f の方は「捻られた
安定軌道積分」に変更する必要がある）が一致するという，比較的分かりやすい条件に
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よって与えられる．さらにこの場合には，任意の fH ∈ C∞
c (H(F ))に対しそれに対応する

f ∈ C∞
c (G(F ))が存在することも証明することができる（[Art13a, Corollary 2.1.2]参照）．

さて，ψ ∈ Ψ(SO2n+1)に対し，合成LF ×SL2(C)
ψ−→ Ĥ ↪→ Ĝ = GL2n(C)を ψ′とおく．

例 2.14より，Aパケット Πψ′ は一元からなるが，その唯一の元（GL2n(F )の既約許容表
現）をまた同じ記号Πψ′ で表すことにする．Πψ′ を同型 θ : GL2n(F )→ GL2n(F )で引き
戻して得られる既約表現をΠθψ′ と書くと 注 8，θ̂ ◦ψ′ = ψ′より，Πθψ′

∼= Πψ′ であることが
分かる．同型Aθ : Π

θ
ψ′

∼=−→ Πψ′ を適切に固定し 注 9，f ∈ C∞
c (G(F ))に対してAθ ◦Πψ′(f)

のトレースを trΠψ′,θ(f)と書く．これが捻られた指標と呼ばれるものである．
以上の準備のもとで，指標関係式は以下のようになる：

trΠψ′,θ(f) =
∑
π∈Πψ

⟨sψ, π⟩ trπ(fH).

既に述べたように，fH ∈ C∞
c (H(F ))は任意の元を動きうるから，指標の線型独立性によ

り，この等式は Aパケット Πψ を特徴付ける．
一方，写像 Πψ → Ŝψ; π 7→ ⟨−, π⟩ を決めるためには，G = SO2n+1 として，その

エンドスコピー群 H との間の指標関係を考える．簡単のため，ψ′ = ψ′
1 ⊕ ψ′

2（ψ′
1, ψ

′
2

は LF の互いに同型でない既約斜交的表現）という形の Aパラメータを考えることにす
る．このとき Sψ

∼= Z/2Z である（例 2.10 参照）．dimψ′
1 = 2a, dimψ′

2 = 2b とおき，
s = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

a 個

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
2b 個

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
a 個

) ∈ Sp2n(C) = Ĝと定めると Ĝs ∼= Sp2a× Sp2b である

から，H = SO2a+1× SO2b+1はGのエンドスコピー群である．ψを適切に Ĝ共役でとり
かえると，Imψ ⊂ Ĝs = Ĥ となるようにできる．このとき s ∈ Cψ であり，そのSψ にお
ける像 sは非自明となる．ψを LF

ψH−−→ Ĥ ↪→ Ĝと分解しておくと，SψH = 1より ΠHψH

は一元からなる．その元を πH と書くと，指標関係式は以下のようになる：

trπH(fH) =
∑
π∈Πψ

⟨s, π⟩ trπ(f).

ここで，左辺はHと (GL2a×GL2b, θ× θ)の間の指標関係式によって完全に理解されてい
ることに注意すると，上記の等式と指標の線型独立性から，π ∈ Πψ に対する ⟨s, π⟩が決
定されることが分かる．より一般の Aパラメータ ψに対しても同様に，エンドスコピー
群の Aパケットの情報を用いて写像 Πψ → Ŝψ を記述することができる．

§ 2.3. 大域Arthur分類

次に，F を代数体とし，Gを F 上準分裂な連結簡約代数群とする．本小節では，予想
2.12に加え，以下のような大域 Langlands群 LF の存在を仮定してAdisc(G)の分類に関
する Arthurの予想を述べる．
注 8容易に分かるように，Πθ

ψ′ は反傾表現 Π∨
ψ′ と同型である．

注 9実際はWhittaker モデルを用いた Aθ の正規化を行うが，ここでは省略する．
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仮定 2.17. 以下のような局所コンパクト群 LF が存在すると仮定する：

LF の n次元既約表現 LF → GLn(C)は Acusp(GLn)の元と一対一に対応する．

注意 2.18. このような LF の存在を実際に証明することは現時点では絶望的である
が，Gが古典群である場合には，以下で述べる予想を LF を用いずに定式化することが可
能である．これについては次小節で解説する．

このような LF が存在したとすると，LF は大域的なWeil群WF を商に持つことが分か
る．また，保型表現の局所成分をとる操作とGLnの局所 Langlands対応から，各素点 vに
対し群準同型 LFv → LF が共役を除いて定まることになる．すなわち，π ∈ Acusp(GLn)

に対応する既約表現 ϕπ : LF → GLn(C)に対し，合成 LFv → LF
ϕπ−−→ GLn(C)が πv の L

パラメータに一致するように LFv → LF を定める．
この LF を用いて定義 2.7と同様に大域 Lパラメータ，大域 Aパラメータを定義する．

Φ(G), Ψ(G), Sϕ, Sψ の定義は以下のような修正が必要である：

定義 2.19.

(i) ϕ, ϕ′を大域 Lパラメータとする．以下を満たす g ∈ Ĝが存在するとき，ϕと ϕ′は同
値であるという：

• 任意の u ∈ LF に対し gϕ(u)g−1ϕ′(u)−1 ∈ Z(Ĝ)．
• 1コサイクル u 7→ gϕ(u)g−1ϕ′(u)−1 が定めるコホモロジー類 ∈ H1(LF , Z(Ĝ))

は局所的に自明である．すなわち，Ker(H1(LF , Z(Ĝ)) →
∏
vH

1(LFv , Z(Ĝ)))

に属する．

大域 Lパラメータの同値類の集合を Φ(G)で表す．同様に大域 Aパラメータが同値
であることも定義し，大域 Aパラメータの同値類の集合を Ψ(G)で表す．

(ii) ϕ ∈ Φ(G)に対し，Imϕ ⊂ LGの Ĝにおける中心化群を Cϕと書く（これは以前と同
様である）．以下の条件を満たす s ∈ Ĝ全体のなす Ĝの部分群を Sϕ と書く：

• 任意の u ∈ LF に対し，sϕ(u)s−1ϕ(u)−1 ∈ Z(Ĝ)．
• 1コサイクル u 7→ sϕ(u)s−1ϕ(u)−1 のコホモロジー類 ∈ H1(LF , Z(Ĝ))は局所
的に自明である．

さらにSϕ = Sϕ/S
0
ϕZ(Ĝ)とおく．Aパラメータ ψ ∈ Ψ(G)に対しても同様の定義を

行う．
(iii) ψ ∈ Ψ(G)とする．S0

ψ ⊂ Z(Ĝ)となるとき，ψ は離散的であるという．離散的な A

パラメータのなす Ψ(G)の部分集合を Ψdisc(G)と書く．

注意 2.20. H1(LF , Z(Ĝ))→
∏
vH

1(LFv , Z(Ĝ))が単射ならば，Sϕ = CϕZ(Ĝ)とな
り，局所的な場合の定義と同様になる．この単射性は ΓF の Z(Ĝ)への作用が自明ならば
成り立つ．また，Gがユニタリ群である場合にも単射性が成り立つ ([Rog92, §2.2])．
したがって，Gが斜交群・直交群・ユニタリ群である場合には，局所体の場合と同様，
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中心化群を用いて Sϕ, Sψ を定義すればよい．Lパラメータ・Aパラメータの同値関係も
Ĝ共役と一致する．

以下では予想 2.12を仮定する．ψ ∈ Ψdisc(G)をとる．F の素点 v に対し，ψ の v に
おける局所化 ψv : LFv × SL2(C)→ Ĝ⋊WFv が（共役を除き）自然に定まる．定義より
Sψ ⊂ Sψv であることが容易に分かるので，準同型Sψ → Sψv も定まる．
ここでは簡単のため，任意の vに対し ψv ∈ Ψ(Gv)が成り立つと仮定する．すると，予

想 2.12から局所 Aパケット Πψv が定まる．大域 Aパケット Πψ を

Πψ =
{⊗

v

πv
∣∣ πv ∈ Πψv , ほとんど全ての vに対し πv は不分岐

}
と定義する．π ∈ Πψ および s ∈ Sψ に対し，⟨s, π⟩ =

∏
v⟨sv, πv⟩とおく．ただし，sv は

sのSψv における像を表す．これによって写像 ⟨−, π⟩ : Sψ → Cが定まる．

定義 2.21.

(i) ψ ∈ Ψdisc(G)に対し，指標 εψ : Sψ → {±1}を以下のように定義する．ĝを Ĝの Lie

環とし，表現

τψ : Sψ × LF × SL2(C)→ GL(ĝ); (s, g, h) 7→ Ad
(
s · ψ(g, h)

)
を考える（ψ ∈ Ψdisc(G)より S0

ψ ⊂ Z(Ĝ)であることに注意）．Killing形式を考える
ことで τψ ∼= τ∨ψ が分かる．τψ =

⊕
α λα ⊗ µα ⊗ ναを τψ の既約分解とし，s ∈ Sψ に

対して

εψ(s) =
∏

α; µα は斜交的，
ε( 1

2 ,µα)=−1

det
(
λα(s)

)

と定める．ここで，ε( 12 , µα)は µαに対応するGLdimµα の尖点的保型表現の ε因子の
s = 1

2 での値を表す 注 10．τψ ∼= τ∨ψ と να ∼= ν∨α から εψ(s) ∈ {±1}が従う．
(ii) G(AF )の既約ユニタリ表現 πに対し，

mψ(π) = |Sψ|−1
∑
π′∈Πψ
π′ 7→π

∑
s∈Sψ

εψ(s)⟨s, π′⟩

と定義する．

大域 Arthur分類の主張は以下の通りである．

注 10µα が斜交的ならば特に µα ∼= µ∨α なので，ε( 12 , µα) ∈ {±1} である．さらに，µα が直交的である場合
には常に ε( 1

2
, µα) = 1 であると予想されており，µα が ΓF の表現から来る場合には証明もされている

（[FQ73]参照）．この予想を仮定すると，εψ(s)の定義における「µα は斜交的」という条件を「µα ∼= µ∨α」
に置き換えても同じである．
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予想 2.22 (大域 Arthur分類). G(AF )の既約ユニタリ表現 πに対し，次が成り立つ：

m(π) =
∑

ψ∈Ψdisc(G)

mψ(π).

特に，Adisc(G) =
∪
ψ∈Ψdisc(G){π ∈ Πψ | ⟨−, π⟩ = εψ}である．

注意 2.23. G = GLn のときには，Jacquet-Shalikaの結果 [JS81a], [JS81b]により，
mψ(π) > 0となる ψ ∈ Ψdisc(G)は高々一つである．Gが奇数次直交群，斜交群，ユニタリ
群のときにも同様のことが成立する．一方，G = SLn (n > 2)のときにはm(π) > 1となる
πの存在が Blasiusによって発見されている ([Bla94])．G = SLn の場合 0 ≤ mψ(π) ≤ 1

であるから，この πに対してはmψ(π) > 0となる ψ ∈ Ψdisc(SLn)が複数存在するという
ことになる．
なお，Gが例外群 G2 である場合には，m(π)が有界とならないことが知られている．

[GGJ02]参照．

例 2.24. G = GLnの場合を考える．ψ ∈ Ψdisc(GLn)は LF × SL2(C)の n次元既約
表現と対応するので，ψ = µ⊠ν（µは LF の既約表現，νは SL2(C)の既約表現）と書くこ
とができる．µに対応する尖点的保型表現を πと書き，s = dim νとおくと，例 2.14より

Πψ =
{
π|det|

s−1
2 ⊞ π|det|

s−3
2 ⊞ · · ·⊞ π|det|

1−s
2

}
である．π ∈ Πψ に対しmψ(π) = 1である．ψと ψ′が同値でないならば Πψ と Πψ′ は交
わらないことに注意すると，π ∈

∪
ψ∈Ψdisc(GLn)

Πψ に対して
∑
ψ∈Ψdisc(GLn)

mψ(π) = 1

である．以上のことから，予想 2.22は定理 2.6の言い換えになっていることが分かる．

例 2.25. G = SO5 とする．SO5
∼= PGSp4 なので，SO5 の保型表現は GSp4 の保型

表現で中心指標が自明なものとも考えることができる．Ĝ = Sp4 である．
τ ∈ Acusp(PGL2)をとり，τ に対応する 2次元既約表現 LF → SL2(C)を同じ記号 τ で

表す．また，χを位数が高々 2の Hecke指標とし，Stdを SL2(C)の自然表現とする．以
下のような Aパラメータ ψ : LF × SL2(C)→ SL2(C)× SL2(C) ⊂ Sp4(C)を考える：

ψ = (τ ⊠ 1)⊕ (χ⊠ Std).

容易に分かるように，Cψ = Sψ = {±1} × {±1} ⊂ SL2(C) × SL2(C) ⊂ Sp4(C)である．
したがって ψ ∈ Ψdisc(SO5)であり，Sψ = Z/2Zである．また，

εψ =

1 （ε( 12 , τ ⊗ χ−1) = 1のとき）
sgn （ε( 12 , τ ⊗ χ−1) = −1のとき）

である．
AパケットΠψに属する保型表現は齋藤・黒川表現と呼ばれており，(S̃L2, SO3 = PGL2)

および (S̃L2, SO5)のテータ対応を用いて構成することができる（[PS83], [Gan08]参照）．
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ここで，S̃L2 は SL2 の二重被覆を表す．また，Πψ に関する予想 2.22 は S̃L2 の保型表
現の near equivalence classに関するWaldspurgerの結果 [Wal91]と深い関わりがある．
[Gan08]参照．
テータ対応による構成を用いると，Πψ に属する保型表現の多くが尖点的であることが

分かる ([Gan08, Proposition 5.8])．一方，予想 2.22におけるパラメータ付けからどの表
現が尖点的であるかを見分ける方法は知られていないと思われる（[Art89b, §2]の最終段
落を参照）．π ∈ Πψ を尖点的保型表現とする．F の有限素点 v において τv, χv, πv が全
て不分岐であるとし，τv の佐武パラメータを diag(αv, α

−1
v )とすると，πvの佐武パラメー

タは diag(χv(ϖv)q
1/2
v , αv, α

−1
v , χv(ϖv)q

−1/2
v )となることが容易に分かる（ϖv は Fv の素

元，qv は Fv の剰余体の元の個数）．χv(ϖv)q
1/2
v と χv(ϖv)q

−1/2
v の絶対値が等しくなるこ

とはないので，πv は緩増加表現ではない．したがって，πは一般化された Ramanujan予
想を満たさない尖点的保型表現である．

§ 2.4. Arthurが証明したこと

Arthurは [Art13a]において，Gが斜交群および準分裂直交群の場合に予想 2.12，予想
2.22を適切な修正のもとで解決した．ここではその修正点について述べる．
最も大きな修正点は，大域 Langlands群 LF を使わずに予想 2.22を定式化するという

ところである．まずこれについて説明しよう．整数N ≥ 1を固定し，(GLN , θ)の楕円的
エンドスコピー群を以下で定義する．

定義 2.26. NS , NO ≥ 0をNS +NO = N を満たす整数とし，NS は偶数であると仮
定する．さらに，η : ΓF → {±1}を位数が高々 2の指標とし，NO が奇数なら η = 1と仮
定する．このような 3つ組 (NS , NO, η)に対し，以下のような F 上の代数群H を考える：

H =

SONS+1× SONO,η （NO が偶数のとき）,
SONS+1× SpNO−1 （NO が奇数のとき）.

ここで，SONO,η はKer ηに対応する F の拡大体上でちょうど分裂する準分裂直交群を表
す．Ĥ = SpNS × SONO ↪→ GLN であり，この埋め込みによってH は (GLN , θ)の（捻ら
れた）エンドスコピー群となる．このような形のエンドスコピー群を (GLN , θ)の楕円的
エンドスコピー群という．埋め込み Ĥ ↪→ GLN は L群の埋め込み ξH : LH ↪→ LGLN に
自然に延長することができる 注 11．
NS またはNOのいずれか一方が 0であるような 3つ組 (NS , NO, η)に対応するH のこ

とを単純エンドスコピー群という．斜交群および準分裂直交群はあるNに対する (GLN , θ)

の単純エンドスコピー群になる．

Arthurは以下の定理を Aパラメータの定義の出発点として設定した．
注 11[Art13a] に従い，ここでの L 群はWeil 群ではなく Galois 群との半直積 LH = Ĥ ⋊ ΓF のこととする．
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定理 2.27 ([Art13a, Theorem 1.4.1]). µをGLN の尖点的保型表現とし，µ∨ ∼= µで
あると仮定する．このとき，以下のような (GLN , θ)の楕円的エンドスコピー群H が唯一
存在する：

µは H のある離散的保型表現 π の弱リフトとなっている．すなわち，有限個を
除いた有限素点 v において，（πv, µv は不分岐であり）πv の佐武パラメータの
ξH : LH ↪→ LGLN での像が µv の佐武パラメータと一致する．

さらに，このH は単純エンドスコピー群である．

定理 2.27は [Art13a]においては “seed theorem”と呼ばれており，他の定理と合わせ
た帰納法によって証明される．以下では，1以上N 以下の整数に対して定理 2.27が成立
すると仮定する．
GLN の Aパラメータ ψを，形式和

ψ = l1(µ1 ⊠ ν1)⊞ · · ·⊞ lr(µr ⊠ νr)

のことと定める．ここで li > 0は整数，µiはGLmi(AF )の尖点的保型表現，νiは SL2(C)
の ni次元既約表現であり，(µ1, ν1), . . . , (µr, νr)は相異なり，N =

∑r
i=1 liminiが成り立

つものとする．また，(l1, µ1, ν1), . . . , (lr, µr, νr)を並べ換えたものは同一視する．
Aパラメータ ψ∨ を次で定義する：

ψ∨ = l1(µ
∨
1 ⊠ ν1)⊞ · · ·⊞ lr(µ

∨
r ⊠ νr).

ψ = ψ∨を満たす ψを自己双対的な Aパラメータであるという．GLN の自己双対的な A

パラメータ全体を Ψ̃(GLN )と書く．ψ ∈ Ψ̃(GLN )に対して，Langlands群の代替物 Lψ
を以下のように定義する：

定義 2.28. ψ ∈ Ψ̃(GLN )とすると，µ∨
i
∼= µi∨ , νi ∼= νi∨ を満たす全単射 {1, . . . , r} →

{1, . . . , r}; i 7→ i∨が一意的に存在し，li = li∨ および i∨∨ = iを満たす．Iψ = {i | i = i∨}
とおき，Jψ ⊂ {1, . . . , r} \ Iψ を {1, . . . , r} \ Iψ = Jψ ⊔ J∨

ψ となるようにとる（J∨
ψ = {i∨ |

i ∈ Jψ}とおいた）．
i ∈ Iψに対し，定理 2.27からGLmiの単純エンドスコピー群Hiが定まる．また，i ∈ Jψ

に対し，Hi = GLmi とおく．LHi = Ĥi ⋊ ΓF (i ∈ Iψ ⊔ Jψ)の ΓF 上のファイバー積を
Lψ と書く．
i ∈ Iψ に対し，ξHi : LHi → LGLmi を µ̃i と書く．また，i ∈ Jψ に対し，µ̃i : LHi =

GLmi(C)× ΓF → GL2mi(C)× ΓF = LGL2mi を以下で定める：

(h, σ) 7→ (h⊕ J th−1J−1, σ).

ψ̃ =
⊕

i∈Iψ (µ̃i ⊠ νi)
⊕li ⊕

⊕
j∈Jψ (µ̃j ⊠ νj)

⊕lj とおくことで，準同型

ψ̃ : Lψ × SL2(C)→ LGLN

が定まる．
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この準同型 ψ̃を用いて Aパラメータの代替物を定義することができる．

定義 2.29. G を GLN の単純エンドスコピー群とする．以下を満たすような ψ ∈
Ψ̃(GLN )全体を Ψ̃(G)と書く：

ψ̃ : Lψ × SL2(C) → LGLN を GLN (C) 共役で適切にとりかえると ψ̃G : Lψ ×
SL2(C)→ LGを経由する．

ψ ∈ Ψ̃(G)に対し，Im ψ̃G ⊂ LGの Ĝにおける中心化群を Sψ と書き，Sψ = Sψ/S
0
ψZ(Ĝ)

とおく（Z(Ĝ)への ΓF の作用は自明なので，Z(Ĝ) ⊂ Sψ であることに注意）．Sψ が有限
群であるような ψ ∈ Ψ̃(G)を離散的であるという．これは Jψ = ∅かつ l1 = · · · = lr = 1

となることと同値である．離散的な Ψ̃(G)の元全体を Ψ̃disc(G)と書く．

注意 2.30. ψ ∈ Ψ̃(G)であるとき，ψ̃G の Ĝ共役類には NormGLN (C)(Ĝ)/Ĝの分だ
け任意性がある（Normは正規化群を表す）．Ĝが斜交群あるいは奇数次直交群のときは
NormGLN (C)(Ĝ) = Ĝなので，ψ̃G の Ĝ共役類は well-definedであるが，Ĝ = SO2n のと
きは NormGLN (C)(Ĝ) = O2n となる．つまり，このときの Ψ̃(G)は Ψ(G)の O2n 軌道に
相当するものになる．

以上でGの Aパラメータの代替物，およびそれに対応する S群を定義することができ
た．εψ も定義 2.21 (i)において LF , ψを Lψ, ψ̃Gに置き換えることで定義される．次に，
ψ ∈ Ψ̃(G)の局所化について考える．この際には以下の定理が必要になる：

定理 2.31 ([Art13a, Theorem 1.4.2]). 定理 2.27の設定において，v を F の素点と
し，µvのLパラメータを ϕv : LFv → GLN ⋊WFv とする（区別のため，局所的なL群を半
直積の形で書いている）．このとき，ϕv をGLN (C)共役で適切にとりかえると Ĥ ⋊WFv

を経由する．ただし，H は定理 2.27で存在が保証されている (GLN , θ)の楕円的エンド
スコピー群である．

この定理も定理 2.27と同様，主定理と合わせた帰納法によって証明される．以下ではこ
の定理が 1以上N 以下の整数に対して成立すると仮定し，F の素点 vにおける ψ ∈ Ψ̃(G)

の局所化を定義する．ψ = l1(µ1 ⊠ ν1)⊞ · · ·⊞ lr(µr ⊠ νr)と書き，Iψ, Jψ を以前のように
定める．このとき定理 2.31より，i ∈ Iψ ⊔ Jψ に対して µi,v の Lパラメータは Ĥi ⋊WFv

を経由する．これによって定まる準同型 LFv → Ĥi ⋊WFv のファイバー積をとることで
準同型 LFv → Lψ,v = (

∏
i∈Iψ⊔Jψ Ĥi) ⋊WFv を得る．これと ψ̃G から誘導される準同型

Lψ,v → Ĝ⋊WFv を合成して得られる準同型 LFv → Ĝ⋊WFv を ψv と書く．注意 2.30と
同様，ψv の Ĝ共役類は NormGLN (C)(Ĝ)/Ĝの不定性を除いて well-definedである．
前小節では ψv ∈ Ψ(Gv)，すなわち ψv|LFv が有界であると仮定したが，一般にこれを

証明するのは困難である．実際，ψ = µ⊠ 1（µはGLN の尖点的保型表現）という形の場
合，ψv は µv の Lパラメータに他ならない．これが有界であることは µv が緩増加表現で
あることと同値であったが（定理 2.5参照），一般にGLN の尖点的保型表現の局所成分が
緩増加表現であるという主張は Ramanujan-Petersson予想と呼ばれる有名な未解決問題
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である．そこで ψv|LFv が有界でない場合にも適切に Aパケット Πψv の定義を拡張して
おく必要がある．これについてはやや技術的なので，ここでは述べない．[Art13a, p. 44]

参照．
以上の修正のもとで，次の定理が成り立つ．

定理 2.32 ([Art13a, Theorem 1.5.1, Theorem 1.5.2]). G = Sp2n,SO2n+1に対し，予
想 2.12，予想 2.22が成り立つ．また，η : ΓF → {±1}を位数が高々 2の指標とするとき，
G = SO2n,ηに対し，予想 2.12，予想 2.22をO2n軌道に関して平均化した主張が成り立つ．

注意 2.33. Arthurの著書 [Art13a]およびそれに引き続く研究により，定理 2.32に
加え，局所 Aパケットについては期待される性質の多くが成り立つことが分かってきて
いる．以下ではその一部を紹介する．vを代数体 F の素点とし，簡単のため Gを斜交群
または奇数次直交群とする．

(i) vが有限素点であり，Gv が不分岐であると仮定する．ψv ∈ Ψ(Gv)が不分岐であると
き，Πψv は不分岐表現 πunrを一つだけ含み，⟨−, πunr⟩ = 1である．[Art13a, Lemma

7.3.4], [Täı17a, Lemma 4.1.1]参照．
(ii) v が有限素点であるとき，ψv ∈ Ψ(Gv) に対し，Πψv → Πunit(Gv) は単射である．

[Mœg11], [Xu17]参照．
(iii) ϕv ∈ Φbdd(Gv)とする．Πϕv が離散系列表現を含むことと ϕv が離散的であることは

同値であり，さらにこのとき Πϕv ⊂ Πdisc(Gv)となる．[Art13a, Corollary 6.7.5]の
証明を参照．

(iv) ϕv ∈ Φbdd(Gv)に対し，Πϕv は固定したWhittakerデータに関して生成的な表現 πgen

をただ一つ含む．さらに，このπgenに対し ⟨−, πgen⟩ = 1である．[Art13a, Proposition

8.3.2], [Var17], [Ato15]を参照．
(v) vが有限素点であるとき，離散的な ϕv ∈ Φdisc(Gv)に対し，π ∈ Πϕv が超尖点表現に
なるための条件を ⟨−, π⟩を用いて表すことができる．[MT02], [Xu15b]参照．

(vi) vが無限素点の場合，コホモロジー的な Aパラメータ ψv（[Kot90, p. 194]参照）に
対応する Aパケット Πψv は Adams-Johnson [AJ87]によって構成されたパケットと
一致する．[AMR15]参照．

注意 2.34. ここでは Arthurによる，斜交群および準分裂直交群に関する結果を紹
介したが，同様の方法により，準分裂ユニタリ群の場合にも対応する結果を証明すること
ができる ([Mok15])．また，斜交群・直交群に対する結果に帰着させることで，一般斜交
群 (GSp)および一般直交群 (GSO)に対しても類似の結果が得られている ([Xu15a])．ユ
ニタリ群の保型表現はGLnのGalois表現との関係が深く，また，一般斜交群の保型表現
は Siegelモジュラー多様体との関係が深いため，これらの群に対する Arthur分類にも重
要な意義がある．
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§ 2.5. 安定跡公式について

定理 2.32の証明は，古典群の安定跡公式と，GLnの捻られた安定跡公式を比較するこ
とによって行われる．この安定跡公式についてごく簡単に説明を行いたい．本小節では
F = Qとする．Weil制限を考えれば，このようにしても一般性を失わないことが分かる．
（Selberg型の）跡公式とは，保型表現の指標と軌道積分を結び付ける等式である．G

を Q上の連結簡約代数群とする．まず，最も簡単な場合として，Gが中心を法として非
等方的である場合を考える．このとき，跡公式は f ∈ C∞

c (G(AQ))に対する以下のような
等式である：∑

π

m(π) trπ(f) =
∑

γ∈G(Q)/∼

vol
(
ZG(γ)(Q)\ZG(γ)(AQ)

1
)
Oγ(f).

右辺のG(Q)/∼はG(Q)の共役類全体の集合を表す．ZG(γ)(AQ)
1は γの中心化群ZG(γ)

のアデール値点のうち，Q上の任意の指標 χ : ZG(γ)→ Gmによる像がノルム 1になる元
全体を表す．また，Oγ(f)は §2.2と同様，軌道積分を表す．
一方，Gが中心を法として非等方的であるという仮定を外すと，跡公式は一気に複雑な

形になってしまう．G = GL2の場合は [GJ79]等に解説がある．一般の簡約群に対しても
Arthurによる一連の研究があり，1990年頃には以下のような等式が得られていた：

(∗) IGdisc(f) +
∑
M∈L

（M の寄与）=
∑

γ∈G(Q)/∼

aG(γ)I(γ, f) +
∑
M∈L

（M の寄与）.

ここで，Lはあらかじめ固定された Gの極小 Levi部分群M0 を含む Gの Levi部分群全
体の集合を表す．また，

IGdisc(f) =
∑
M∈L

#WM
0

#WG
0

∑
s∈W (M)reg

∣∣det(s− 1)aGM

∣∣−1
tr
(
MP (s, 0)IP (0, f)

)
はスペクトル側の主要項である 注 12．記号は以下の通りである．WG

0 , WM
0 は有理的な

Weyl群であり，W (M) = NormG(AM )/M である（AM はM の中心の最大分裂部分トー
ラスを表す）．Q上定義されたGの指標全体をX∗(G)Qと書き，aG = HomZ(X

∗(G)Q,R)
とおく．同様に aM = HomZ(X

∗(M)Q,R) とすると，自然な直和分解 aM = aG ⊕ aGM
が定まる．aGM にはW (M)が作用するが，det(s − 1)aGM ̸= 0となる s ∈ W (M)全体を
W (M)regと書く．P はM を Levi部分群として含むGの放物型部分群であり，IP (0,−)
はおおむねM の離散スペクトルL2

disc(M)をGへと放物型誘導したものであり，MP (s, 0)

は絡作用素である．
aG(γ)は定数であり，γ が楕円半単純ならば vol

(
ZG(γ)(Q)\ZG(γ)(AQ)

1
)
に一致する．

また，f 7→ I(γ, f)は不変超関数（共役不変な超関数）であり，γ が半単純ならば軌道積
分に一致する．
注 12[Art13a] においては，パラメータ t によって無限小指標を制限した項 It,disc(f) を考えている．
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(∗)の左辺の「M の寄与」は指標の変種を用いて帰納的に定義される不変超関数であ
り，右辺の「M の寄与」は軌道積分の変種を用いて帰納的に定義される不変超関数であ
る．これらはいずれも，保型表現の指標や軌道積分と直接結び付けるのは困難である．こ
のように，Arthurの跡公式は具体的な計算が極めて困難な項を含んでおり，実際に使用
する際には，多くの場合，以下のいずれかの手順を踏むことになる：

• f に制限を加え，計算が困難な項が 0になるという状況を考える（跡公式の単純化）．
• 2つの群に対する跡公式を比べ，保型表現に対する情報を引き出す（跡公式の比較）．

跡公式の単純化は §5.1で登場する．跡公式の比較の典型例としては，Arthur-Clozel [AC89]

によるGLnの底変換の構成が挙げられる．これは，代数体の巡回拡大E/F に対し，GLn,F

に対する跡公式と，GLn,E ⋊Gal(E/F )に対する捻られた跡公式を比較することによって
達成された．
しかし，この跡公式の比較を GLn以外の群に対して行おうとすると，新たな困難が発

生する．§2.2でも述べたように，Gとそのエンドスコピー群H など，異なる群の間で自
然に対応があるのは共役類ではなく安定共役類であるという問題である（GLn の場合は
共役類と安定共役類が一致するので，[AC89]ではこの問題は無視することができた）．そ
こで，Arthurの跡公式をさらに書き換え，Gおよびそのエンドスコピー群上の安定超関
数（安定軌道積分が一致する関数を同じ値にうつす超関数）によって IGdisc(f)を記述でき
るようにしたのが以下の安定跡公式である．

定理 2.35 (安定跡公式). Gの楕円的なエンドスコピー群H に対し，H のみに依存
した安定超関数 SHdisc(−) : C∞

c (H(AQ))→ Cが定まり，任意の f ∈ C∞
c (G(AQ))に対して

以下を満たす：
IGdisc(f) =

∑
H

ι(G,H)SHdisc(f
H).

ι(G,H)の定義は [Kot84, §8]等を参照．また，fH は f に対応するC∞
c (H(AQ))の元（§2.2

参照）を表す．

例えば，半単純元 γ ∈ G(Q)に対し，軌道積分Oγ(f)は一般に安定的でない不変超関数
であるが，Gの各エンドスコピー群H 上の安定軌道積分 SOγH (f

H)（これは明らかに安
定超関数である）の線型結合で表すことができる ([Kot86])．定理 2.35は，このようなこ
とがGのArthur跡公式に出てくる全ての項で可能であり，さらに安定化した結果がGに
対し帰納的な構造をしていることを主張している．定理 2.35は [Art02], [Art01], [Art03]

によって，基本補題とその変種の成立を仮定した上で証明された．
§2.2で考えたような「捻られた群」に対しても Arthurの跡公式は確立されている．こ

れに対する定理 2.35の類似は，[Art13a]が出版された時点では「自然な期待」として仮
定されていたが，その後のMœglin-Waldspurgerの研究 [MW16a], [MW16b]により，基
本補題とその変種の成立の仮定のもとで証明された．

注意 2.36. 既に述べたように基本補題は解決済みであるが，実は「重み付き基本補
題」と呼ばれる基本補題の変種については，分裂的な代数群に対してしか証明が書かれてい
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ない ([CL10], [CL12])．このため，定理 2.35およびその類似の証明は（したがってArthur

予想の証明自体も），現時点では未完成ということになる．このことに関するMœglinと
Waldspurgerの見解が [MW16b]の序文の最後（xxviiiページ）に書かれているので，興
味をお持ちの方はご覧いただきたい．
本稿ではこの問題にはこれ以上立ち入らず，以下では定理 2.35およびその類似が正し

いものとみなして話を進めることにする．

さて，捻られた群 (GLN , θ)とそのエンドスコピー群の安定跡公式を比較することで，
I
(GLN ,θ)
disc を {IHdisc | H は (GLN , θ)のエンドスコピー群 }を用いて表すことができる．H
が単純エンドスコピー群（定義 2.26参照）でない場合には，帰納法の仮定から IHdiscは十
分に理解できているはずなので，結局 I

(GLN ,θ)
disc と単純エンドスコピー群H に対する IHdisc

が結び付くことになる．この等式を適切なテスト関数に対して適用することで，GLN の
保型表現と古典群の保型表現の関係が分かり，定理 2.32が証明できるというのが非常に
大雑把な証明の流れである．
もちろん実際の証明はこれほど単純ではない．例えば，IHdisc には H の Levi部分群か

らの寄与があったため，その部分をコントロールするために，さらに帰納法の仮定を増
やして議論を進める必要がある（[Art13a, §2.4]参照）．しかし，著者の力不足のため，本
稿では証明のアイデアをこれ以上説明するのは困難である．より詳細な内容については
[Art13a]をご覧いただきたい．

§ 2.6. 準分裂的でない場合

本節の最後に，最近進展しつつある，準分裂でない連結代数簡約群Gに対する Arthur

分類について簡単に紹介する．大雑把に言うと，準分裂でない場合には以下の 2点が問題
となる：

• 移送因子をどのように正規化するのか．これが決まらないとエンドスコピー指標関係
式が書けず，局所 Arthur分類の定式化ができない．
• 準分裂でない場合には，局所 Aパケット Πψ の元に Ŝψ を用いたラベル付けができ
ず，局所Arthur分類の主張に修正が必要である．例えばGが非アルキメデス局所体
上の SL2の内部形式である場合に，Lパラメータ ϕに対しΠϕと Ŝϕの元の個数が異
なる例が存在する（[She79, §12]参照）．

これらはともに局所的な問題であるため，以下では F を標数 0の局所体とし，Gを F 上
の連結簡約代数群とする．上記の問題は，Gに付加構造を付けることで解決できると考
えられている．それを説明する前にまず，内部形式に関する事項を思い出しておこう．

定義 2.37. F を体とし，Gを F 上の連結簡約代数群とする．

(i) G′ を F 上の代数群とする．F 上の代数群の同型 ξ : G⊗F F → G′ ⊗F F が内部捻り
であるとは，任意の σ ∈ ΓF に対し ξ−1σ(ξ)がG⊗F F の内部自己同型となることを
いう．組 (G′, ξ)を Gの内部形式という．
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(ii) 内部形式 (G′, ξ)および σ ∈ ΓF に対し，ξ−1σ(ξ) = Ad(gσ)で gσ ∈ Gad(F )を定め
ると，σ 7→ gσ は 1コサイクルを定める．これを cξ と書き，そのコホモロジー類を
[cξ] ∈ H1(F,Gad)と表す．この対応により，Gの内部形式の同型類はH1(F,Gad)で
分類されることが分かる．

さて，Gに対する付加構造としては，Voganによる純内部形式，Kottwitzによる拡大
純内部形式，Kalethaによるリジッド内部形式の 3つが知られており，この順に一般的に
なる．これらについて順に説明を行う．以下では，F 上の準分裂連結簡約代数群G∗を固
定する．

■純内部形式 G∗の純内部形式とは，G∗の内部形式 (G, ξ)および 1コサイクル z : ΓF →
G∗(F )の組 (G, ξ, z)で，自然な写像H1(F,G∗)→ H1(F,G∗

ad)による [z]の像が [cξ]に一
致するものをいう．純内部形式の同型を適切に定めると，その同型類が H1(F,G∗)で分
類できるようになる（詳細は省略）．
H1(F,G∗)→ H1(F,G∗

ad)は一般に単射ではないので，純内部形式は内部形式 (G, ξ)に
新たなデータ zを付加したものと見ることができる．一方，H1(F,G∗)→ H1(F,G∗

ad)は
全射でもないので，全ての内部形式が純内部形式の構造を持つわけではない．

例 2.38. F が非アルキメデス的であるとする．

(i) G∗ = GLnのとき，H1(F,GLn) = 1であるから，GLnの純内部形式は全て自明なも
の (GLn, id, 1)と同型である．一方H1(F,PGLn) = Z/nZであるから，GLn には非
自明な内部形式も存在し，それらは純内部形式の構造を持たない．

(ii) G∗が奇数次準分裂ユニタリ群であるとき，H1(F,G∗) = Z/2Z, H1(F,G∗
ad) = 1とな

るので，G∗ の内部形式は全て自明なものと同型であるが，純内部形式の同型類は 2

つあることが分かる．

純内部形式 (G, ξ, z)が与えられたとき，G∗の移送因子の正規化に合わせてGの移送因
子を正規化することができる（[Kal11, §2.2]参照）．特に，G∗ のWhittakerデータを与
えると Gの移送因子も正規化することができる．
次に，Ŝψ をどのように変更するかを述べる．Kottwitz写像

κG : H1(F,G∗)→ π0(Z(Ĝ
∗)ΓF )D

（π0 は連結成分のなす群を表し，(−)D は有限群の Pontrjagin双対 Hom(−,C×)を表す）
により，[z] ∈ H1(F,G∗) は π0(Z(Ĝ

∗)ΓF ) = π0(Z(Ĝ)
ΓF ) の指標 ω を定める．そこで，

A パラメータ ψ : LF × SL2(C) → LG に対し，π0(Cψ) の既約指標 ρ で ρ|π0(Z(Ĝ)ΓF ) =

(dim ρ)ωを満たすもの全体を Irr(π0(Cψ), ω)と書き，̂Sψの代わりに Irr(π0(Cψ), ω)を用い
る．(G, ξ, z) = (G∗, id, 1)のときはω = 1であり，π0(Cψ)/ Im(π0(Z(Ĝ)

ΓF )→ π0(Cψ)) =

π0(Cψ/Z(Ĝ)
ΓF ) = Sψ であるから Irr(π0(Cψ), 1) = Ŝψ となって以前の定義と一致する．

期待される指標関係式の形については [Kal11, §3.4]を参照．
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最後に，大域的な理論との関係について述べる．F を代数体とし，G∗ を F 上の準分
裂連結簡約代数群とすると，G∗ の純内部形式 (G, ξ, z)を同様に考えることができる．F
の各素点 v に対し，v での局所化 (Gv, ξv, zv)は Fv 上の純内部形式となる．[zv]の定め
る π0(Z(Ĝ)

ΓFv )の指標を ωv とすると，zが大域的なコホモロジーの元から来ていること
から，積公式

∏
v ωv|π0(Z(Ĝ)ΓF ) = 1が成り立つ．このことから，大域 Aパラメータ ψお

よび π ∈ Πψ に対し，写像
∏
v⟨(−)v, πv⟩ : π0(Cψ)→ Cは π0(Cψ/Z(Ĝ)

ΓF )を経由するこ
とが分かる．さらにH1(LF , Z(Ĝ))→

∏
vH

1(LFv , Z(Ĝ))が単射ならば，注意 2.20より
π0(Cψ/Z(Ĝ)

ΓF ) = Sψ となり，写像 ⟨−, π⟩ : Sψ → Cが定まる．これについて予想 2.22

と同様のことが期待されている．

■拡大純内部形式 拡大純内部形式とは，純内部形式の定義におけるH1(F,G∗)をもっ
と大きな集合B(F,G∗)basicに置き換えることで，扱える内部形式の範囲を増やしたもので
ある．F が非アルキメデス的であるとし，F の最大不分岐拡大の完備化をLと書く．F 上
の連結簡約代数群Gに対し，B(F,G) = H1(WF , G(L))とおく．B(F,G)basicはB(F,G)

の部分集合であり，以下の性質を満たすようなものである：

(i) G → G′ を F 上の連結簡約代数群の正規準同型（像が正規部分群となる準同型）と
するとき，自然な写像 B(F,G) → B(F,G′)は B(F,G)basic → B(F,G′)basic を誘導
する．

(ii) 自然な単射H1(F,G)→ H1(WF , G(L))の像は B(F,G)basic に含まれる．
(iii) Kottwitz写像 κG : H1(F,G) → π0(Z(Ĝ)

ΓF )D は κG : B(F,G)→ X∗(Z(Ĝ)ΓF )に延
長でき，その B(F,G)basic への制限は同型である．

(iv) G = Gad のとき，H1(F,G) = B(F,G)basic である．

(iv)は (iii)から容易に導かれる．実際，G = GadならZ(Ĝ)は有限なので π0(Z(Ĝ)
ΓF )D =

X∗(Z(Ĝ)ΓF )が成り立つ．
以前の通り，G∗をF 上の準分裂連結簡約代数群とする．(i)と (iv)からB(F,G∗)basic →

B(F,G∗
ad)basic = H1(F,G∗

ad)という写像が定まるので，B(F,G∗)basicの元からG∗の内部形
式の同型類が定まることになる．G∗の内部形式 (G, ξ)と 1コサイクル z ∈ Z1(WF , G

∗(L))

の組 (G, ξ, z)で以下の条件を満たすものを G∗ の拡大純内部形式と呼ぶ：

z のコホモロジー類 [z]は B(F,G∗)basic の元であり，その H1(F,G∗
ad)における

像は [cξ]と一致する．

拡大純内部形式の同型を適切に定めると，その同型類が B(F,G∗)basic で分類できるよう
になる．

例 2.39. G∗ = GLnの場合，X∗(Z(Ĝ∗)ΓF ) = X∗(Gm) = Zであるから，GLnの拡大
純内部形式は整数でパラメータ付けられる．写像 Z = B(F,GLn)basic → H1(F,PGLn) =

Z/nZは自然な全射となる．特に，GLn の内部形式は全て拡大純内部形式の構造を持つ
ことが分かる．より一般に，Z(G∗)が連結ならば B(F,G∗)→ H1(F,G∗

ad)は全射となる
ことが知られているため ([Kot14, Proposition 10.4])，G∗の全ての内部形式は拡大純内部
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形式の構造を持つ．
一方，G∗ = SLn の場合X∗(Z(Ĝ∗)ΓF ) = 1であるから，SLn の拡大純内部形式は自明

なものしか存在しない．よって，SLnの非自明な内部形式は拡大純内部形式の理論では扱
うことができない．

拡大純内部形式に対しても，移送因子の正規化が可能である．[Kal14, §2.3]参照．ま
た，Ŝψ の変更についても，H1(F,G∗)を B(F,G∗)basic で置き換えることで同様になさ
れる．すなわち，[z] ∈ B(F,G∗)basic が Z(Ĝ)ΓF の指標 ω を定めるので，Aパラメータ
ψ : LF × SL2(C) → LGに対し，Cψ の既約指標 ρで ρ|Z(Ĝ)ΓF = (dim ρ)ω を満たすもの
全体を Irr(Cψ, ω)と書き，Ŝψ の代わりに Irr(Cψ, ω)を用いる．
ここでは F が非アルキメデス的としていたが，F が Rや Cの場合，および代数体の場

合にもB(F,G∗)basicに関する類似の理論がKottwitzによって構築されており ([Kot14])，
それを用いることで大域 Arthur分類の予想を（H1(LF , Z(Ĝ))→

∏
vH

1(LFv , Z(Ĝ))が
単射であるという仮定のもとで）定式化することが可能である．この定式化のもとで，
Kaletha-Minguez-Shin-White [KMSW14]により，以下の定理がアナウンスされている：

定理 2.40. 準分裂とは限らないユニタリ群に対し，局所Arthur分類および大域Arthur

分類が成り立つ．

注意 2.41. [KMSW14]では定理 2.40の証明は完成していない（SL2(C)成分への制
限が非自明であるようなAパラメータに対応する局所Aパケットを扱っておらず，また，
大域の場合に扱っていないユニタリ群がある）．続編として Kaletha-Minguez-Shinによ
る 2つの論文が準備中であり，それらを合わせて完結するとのことである．以下では，定
理 2.40が成り立つものとして話を進める．

■リジッド内部形式 例 2.39にもあるように，G∗の中心が連結でない場合には，拡大純内
部形式の理論によって捉えられない内部形式が存在する可能性がある．また，純内部形式の
ところで述べたように，局所と大域を繋ぐためには，H1(LF , Z(Ĝ))→

∏
vH

1(LFv , Z(Ĝ))

が単射であるという仮定が必要になる．これらの条件を外し，完全に一般の設定において
内部形式を扱うために考案されたのがリジッド内部形式である．大雑把に言えば，これは
純内部形式の定義におけるH1(F,G∗)を新たなコホモロジーH1(u → W,Z → G∗)に置
き換えたものである．このコホモロジーについて簡単に説明する．
まず，uは可換な副代数群 lim←−E/F,n Coker(µn → ResE/F µn)（E/F はF の有限次Galois

拡大を動く）である．H2(ΓF , u)は F が非アルキメデス的なとき Ẑと，F が Rまたは
C のとき Z/2Z と自然に同型になる ([Kal16, Theorem 3.1])．この同型で −1 にうつる
H2(ΓF , u)の元を考え，それに対応する中心拡大を 1→ u→W → ΓF → 1とおく．
Z(G∗)の有限部分代数群 Z を固定し，連続 1コサイクル z : W → G∗(F )で z|u が u

から Z への代数的な準同型となるもの全体を Z1(u → W,Z → G∗) とおく．これをコ
バウンダリーによる同値関係で割って得られる基点付き集合を H1(u → W,Z → G∗)と
書く．Ḡ∗ = G∗/Z とおくと，自然な写像 H1(u → W,Z → G∗) → H1(F, Ḡ∗)がある．
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H1(F, Ḡ∗)→ H1(F,G∗
ad)と合成することで，写像H1(u→ W,Z → G∗)→ H1(F,G∗

ad)

が得られる．
G∗のリジッド内部形式とは，G∗の内部形式 (G, ξ)と，ある有限部分代数群Z ⊂ Z(G∗)に

対する 1コサイクル z ∈ Z1(u→W,Z → G∗)の組 (G, ξ, z)で，[z] ∈ H1(u→W,Z → G∗)

のH1(F,G∗
ad)における像が [cξ]に一致するようなもののこととする．

Z が G∗ の導来群の中心を含むとき，写像 H1(u → W,Z → G∗) → H1(F,G∗
ad)は全

射であることが知られている ([Kal16, Corollary 3.8])．したがって，全ての内部形式はリ
ジッド内部形式の構造を持つことになる．そのため，現在ではこのリジッド内部形式の理
論が決定版であると考えられているようである．
リジッド内部形式に対する移送因子の正規化については [Kal16, §5.3]を参照．パケッ

トを記述する際には，Cψ の代わりに，Cψ ⊂ Ĝの ̂̄G∗ → Ĝ∗ = Ĝによる逆像が用いられ
る．詳細は [Kal16, §5.4]を参照されたい．SL2 の内部形式の Lパケットをリジッド内部
形式の文脈でどのように捉えるかについては，[Kal16, §5.4, Example]に記述がある．ま
た，局所と大域を結ぶ部分は，[Kal15]において扱われている．[Täı17b]も参照．

§ 3. 志村多様体のエタールコホモロジー

§ 3.1. 志村多様体の復習

本節では，Arthur分類と志村多様体のエタールコホモロジーの関係について紹介する．
まず，志村多様体についてごく簡単に復習を行う．詳細は [Del71], [Mil05]等をご覧いた
だきたい．以下では AQ のことを単に Aと書き，A∞ で有限アデール環 Ẑ⊗Z Qを表す．
(G,X)を志村データとする．これは以下のような 2つ組であった：

• Gは Q上の連結簡約代数群．
• X は準同型 h : ResC/R Gm → GR でいくつかの条件 ([Mil05, p. 302 の SV1, SV2,

SV3])を満たすものの G(R)共役類．Hermite対称空間いくつかの直和となる．

合成 Gm,C
z 7→(z,1)−−−−−→ Gm,C × Gm,C ∼= (ResC/R Gm) ⊗R C hC−→ GC を µと書く．µの G(C)

共役類の定義体はQの有限次拡大となることが知られている．これを (G,X)のレフレッ
クス体と呼び，E(G,X)または単に E と書く．
(G,X)に対し，志村多様体と呼ばれる E 上の代数多様体の射影系が自然に定まる．こ

れはG(A∞)の十分小さなコンパクト開部分群K で添字付けられた E 上滑らかな代数多
様体の射影系 {ShK}K⊂G(A∞) であり，以下のような性質を持っている：

• ShK(C) ∼= G(Q)\X ×G(A∞)/K．
• {ShK}K⊂G(A∞) は G(A∞)の右作用（Hecke作用）を持ち，g ∈ G(A∞)の C値点へ
の作用は上の同型を通して

G(Q)\X ×G(A∞)/K → G(Q)\X ×G(A∞)/g−1Kg; [x, a] 7→ [x, ag]

と一致する．
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{ShK}K⊂G(A∞)を一意的に特徴付ける方法も知られているが（正準モデルの理論），ここ
では述べない 注 13．
以下の例が示すように，志村多様体は種々のモジュラー多様体の一般化となっている．

例 3.1. G = GL2とし，h : ResC/R Gm → GL2,Rを a+ bi 7→ ( a b
−b a )で定める．この

とき X = C \ Rとなる．レフレックス体 E は Qに一致し，{ShK}K⊂GL2(A∞) はモジュ
ラー曲線となる．

例 3.2. n ≥ 1とし，G = GSp2nとする．ただし，GSp2nは交代行列 ( 0 1n
−1n 0 )から定

まる斜交形式に伴う一般斜交群とする．h : ResC/R Gm → GSp2n,Rを a+bi 7→ ( a1n b1n
−b1n a1n )

で定める．このときX = H±
n（n次 Siegel上半空間・下半空間の合併）となる．レフレッ

クス体 E は Qに一致し，{ShK}K⊂GSp2n(A∞) は Siegelモジュラー多様体となる．

上記の例以外に，Hilbertモジュラー多様体や志村曲線，Picardモジュラー曲面も志村
多様体の一種とみなすことができる．
また，以下に挙げるユニタリ型志村多様体は，次節で解説する Galois表現の構成に重

要な役割を果たす．

例 3.3. Eを虚二次体，F+を総実体とし，F = EF+とおく．E, F の複素共役を cで
表す．埋め込みE ↪→ Cを固定しておく．BをF 上の中心的単純環とし，∗をBの正な対合
で ∗|F = cを満たすものとする．V ̸= 0を F 上有限次元なB加群とし，⟨ , ⟩ : V ×V → Q
を ⟨x, y⟩ = −⟨y, x⟩, ⟨bx, y⟩ = ⟨x, b∗y⟩ (x, y ∈ V, b ∈ B)を満たす非退化ペアリングとする．
Q上の代数群 Gを以下で定める：Q代数 Rに対し，

G(R) = {g ∈ GLB(V ⊗Q R) | ⟨gx, gy⟩ = λ(g)⟨x, y⟩となる λ(g) ∈ R× が存在する }.

G → Gm; g 7→ λ(g) の核を G0 と書く．n = (dimF EndB(V ))1/2 とおくと，G0,R ∼=∏
τ : F+↪→R U(pτ , qτ ) (pτ + qτ = n)である．簡単のため，ある埋め込み τ0 : F

+ ↪→ Rに対
して pτ0 , qτ0 > 0であり，τ ̸= τ0 に対して pτ = 0であると仮定する．
h : ResC/R Gm → GR = G(U(pτ0 , qτ0)×U(0, n)[F

+:Q]−1)を以下で定める：

z 7→
((

z1pτ0 0

0 z1qτ0

)
, z, . . . , z

)
.

このとき，hの G(R)共役類を X とおくと (G,X)は志村データとなる．レフレックス
体は F

τ0
↪→ C （pτ0 ̸= qτ0 のとき）

F+ τ0
↪→ C （pτ0 = qτ0 のとき）

となる．dimShK = pτ0qτ0 である．F+ ̸= Qならば志村多様体 ShK はコンパクトとなる．
注 13正準モデルの定義には文献によって若干のずれがあるが，ここでは [Mil05] における定義を採用する．こ

れは [Del79] における定義とは正規化が異なっている．
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素数 ℓおよび体の同型Qℓ ∼= Cを固定する．Gの既約代数的表現 ξである種の条件を満
たすもの 注 14に対し，ShK 上の ℓ進エタール層 Lξ を自然に定めることができる．Lξ は
G(A∞)の Hecke作用に関して同変的になる．
ShK は極小コンパクト化と呼ばれる自然なコンパクト化 j : ShK ↪→ Shmin

K を持つこと
が知られている（Shmin

K は一般には滑らかとは限らない）．このコンパクト化に関する i次
交叉コホモロジー IH i(ShK,E ,Lξ) = Hi(Shmin

K,E
, j!∗Lξ)を考える．レベル K を動かした

極限
IH i(Sh∞,E ,Lξ) = lim−→

K

IH i(ShK,E ,Lξ)

は G(A∞) × ΓE の表現となる．この表現を Arthur分類によって記述することが本節の
テーマである．
まずはじめに，ΓE の作用を忘れ，IH i(Sh∞,E ,Lξ) を G(A∞) の表現と見るとどうな

るかを考えよう．G(A∞)の作用は幾何学的なものであるから，C上に移って考えればよ
い．C上では志村多様体 ShK は複素多様体 G(Q)\X × G(A∞)/K と同一視でき，後者
は Hermite対称空間の数論的商いくつかの直和となる．したがって Zucker予想 ([SS90],

[Loo88])により，IH i(ShK,E ,Lξ)はG(Q)\X ×G(A∞)/K の（適切な係数付き）L2コホ
モロジーと同型であることが分かる．このような L2 コホモロジーは [BC83]（ShK がコ
ンパクトな場合は [BW00, Chapter VII]）によって計算されている（[Art89b, §9.1]も参
照）．以上をまとめると，次の定理を得る：

定理 3.4. gを Gの Lie環とし，h : ResC/R Gm → GR の G(R)における安定化群を
Kh とおくと，G(A∞)の表現として以下の同型がある：

IH i(Sh∞,E ,Lξ) ∼=
⊕

π∈Adisc(G)

π∞ ⊗Hi(gC,Kh;π∞ ⊗ ξ).

注意 3.5. 上の定理に現れる保型表現は中心指標がユニタリであるとは限らない．そ
のため，Adisc(G)の定義は前節のものから修正が必要である（指標で捻ればよい）．次小
節の内容のためには，これに合わせて Arthur分類の定式化も修正する必要があるが，こ
こでは省略する．

§ 3.2. Kottwitzの予想
Kottwitzは [Kot90]において，IH i(Sh∞,E ,Lξ)のG(A∞)×ΓE 表現としての既約分解

を Arthur分類を用いて記述する予想を提出した．本小節ではその主張を説明する．以下
では再び，大域 Langlands群の存在を仮定する．さらに，以下の 2条件を仮定する：

• Gの導来群は単連結である．
• Z(G)のQ上分裂的な部分トーラスで最大のものをZ0(G)とすると，Z0(G)RはZ(G)R

の R上分裂的な部分トーラスで最大のものとなる 注 15．
注 14次節以降で考察する志村多様体に対しては，任意の既約代数的表現 ξ がこの条件を満たすため，あまり気

にしなくてよい．
注 15この条件は PEL 型志村多様体，あるいはより一般に Hodge 型志村多様体ならば満たされる．
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志村データから余指標 µ : Gm,C → GCが（共役を除いて）定まっているのであった．こ
れは Ĝの極大トーラスの指標（これも µと書く）と同一視できる．この指標を最高ウェ
イトに持つような Ĝの既約代数的表現を rµ : Ĝ→ GL(Vµ)と書く．レフレックス体の定
義より，rµ は準同型 Ĝ ⋊ ΓE → GL(Vµ)に延長することができる．この準同型も rµ と
書く．
ψ ∈ Ψdisc(G)および Sψ の指標 ν で ν|Z(Ĝ) = µ|Z(Ĝ) を満たすものをとる．このとき，

まず

LE
ϕψ|LE−−−−→ Ĝ⋊WE → Ĝ⋊ ΓE

rµ−→ GL(Vµ)

の合成に |−|d/2（d は志村多様体の次元）をテンソルすることによって LE の有限次元
半単純表現 rµ(ψ)が得られる．ここで，|−|は Hecke指標 |−| : A×

E/E
× → C× に対応す

る LE の指標である．次に ψ|SL2(C) によるウェイト分解 rµ(ψ) =
⊕

i∈Z r
i
µ(ψ)を考える．

さらに，Sψ ⊂ Ĝが EndLE (r
i
µ(ψ))の元を与えることが確認できるので（[Kot90, p. 200]

参照），riµ(ψ)の ν 部分 riµ(ψ)[ν]をとることができる．riµ(ψ)[ν]に対応する ℓ進表現の双
対が志村多様体の d + i次交叉コホモロジーに寄与すると期待されている．なお，大域
Langlands群の表現と ℓ進 Galois表現の対応の定義は以下で与えられる：

定義 3.6. ϕ : LE → GLn(C)を半単純表現とする．半単純 ℓ進表現R : ΓE → GLn(Qℓ)
が ϕに対応するとは，E の有限個を除いた有限素点 vに対し以下の条件が成り立つこと
をいう：

ϕv : LEv → GLn(C)に対応するGLn(Ev)の表現 πvおよびRv : ΓEv → GLn(Qℓ)
はともに不分岐であり，πv の佐武パラメータとRv(Frobv)の固有値が一致する．

定理 3.4から分かるように，IH i(Sh∞,E ,Lξ)に寄与する保型表現 πはその無限成分 π∞

が ξ に関してコホモロジー的なものに限る．これに対応する ψ ∈ Ψdisc(G) の条件を考
える．

定義 3.7. ψ ∈ Ψ(G)が ξに関してコホモロジー的であるとは，以下の条件を満たす
ことをいう：

ψ∞ に対応する G(R)の Aパケット Πψ∞ の中に，H∗(gC,Kh;π∞ ⊗ ξ) ̸= 0を満
たす元 π∞ が存在する．

この条件は ψ∞ に関する代数的な条件で書き直すこともできる．[Kot90, p. 194]参照．
ψが ξ に関してコホモロジー的であるとき，ψ∞ は離散的となり，さらに Sψ∞ はアー

ベル群となることが知られている．したがって ψも離散的であり，Sψ もアーベル群とな
る．ξ に関してコホモロジー的な ψ 全体のなす Ψdisc(G)の部分集合を Ψdisc(G)ξ と書く
ことにする．

ψ ∈ Ψdisc(G)ξ とする．このとき，π∞ ∈ Πψ∞ および µ : Ĝ → Gm を用いて Sψ∞ の指
標 λπ∞ を定義することができる．これの構成を ψ∞|SL2(C) = 1の場合に簡単に紹介する．
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なお，このとき Πψ∞ は ξ∨ と同じ中心指標および無限小指標を持つような離散系列表現
全体のなす離散的 Lパケットである．
G(R)が離散系列表現を持つことから，GR には楕円的な極大トーラスが存在すること

が分かる．楕円的な極大トーラス T を一つとり固定し，(GR, T )に関するWeyl群を ΩR

と書く．また，TCを含むGCの Borel部分群全体を Bと書く．このとき，Πψ∞ は ΩR\B
でパラメータ付けられる．π∞ ∈ Πψ∞ を与える B ∈ Bをとると，GCの Borel対 (TC, B)

が得られる．
一方，Lパラメータ ψ∞ : WR → LGから Ĝの Borel対 (Ŝ, B̂)が以下のように定まる．

Ŝ は ψ∞(WC)の Ĝにおける中心化群である．ψ∞|WC : WC = C× → Ŝ を

ψ∞(z) = zΛzΛ
′
:= zΛ−Λ′

(zz)Λ
′

(Λ,Λ′ ∈ X∗(Ŝ)⊗Z C, Λ− Λ′ ∈ X∗(Ŝ))

と書く．B̂ は Ŝ を含む Borel部分群で Λが支配的になるようなものである．
(T,B), (Ŝ, B̂) から同型 T̂

∼=−→ Ŝ が定まり，これによって同型 T̂ΓRZ(Ĝ)
∼=−→ Sψ∞ が

誘導される．µを T̂ の指標とみなして T̂ΓRZ(Ĝ)に制限し，同型でうつすことで Sψ∞ の
指標が得られる．これを λπ∞ と書く．構成より明らかに，λπ∞ |Z(Ĝ) = µ|Z(Ĝ) である．
ψ∞|SL2(C) ̸= 1の場合の構成もおおむね同様である．[Kot90, p. 195]参照．
ψ ∈ Ψdisc(G)ξ に対し，Πψ∞ を

Πψ∞ =
{⊗
v<∞

πv
∣∣ πv ∈ Πψv , ほとんど全ての vに対し πv は不分岐

}
と定める．また，π∞ ∈ Πψ∞ に対し，π∞ ∈ Πψ∞ をとり，Sψ の指標 νπ∞ を

x 7→ λπ∞(x∞)εψ(x)⟨x, π∞ ⊗ π∞⟩

で定める．この指標は π∞ のとり方によらず，νπ∞ |Z(Ĝ) = µ|Z(Ĝ) を満たす．

以上の準備のもとで，Kottwitzの予想を述べることができる：

予想 3.8 ([Kot90, §10]).

(i) ψ ∈ Ψdisc(G)ξ, π
∞ ∈ Πψ∞ および整数 iに対し，riµ(ψ)[νπ∞ ]に対応する半単純 ℓ進

表現 riµ(ψ)[νπ∞ ]ℓ が存在する．
(ii) d = dimShK とおくと，整数 iに対し以下が成り立つ：

IH d+i(Sh∞,E ,Lξ)
ss ∼=

⊕
ψ∈Ψdisc(G)ξ

⊕
π∞∈Πψ∞

π∞ ⊗ riµ(ψ)[νπ∞ ]∨ℓ .

ここで，(−)ss は ΓE の作用に関する半単純化を表す．

Kottwitzは [Kot92b]において PEL型志村多様体の不分岐素点における滑らかな整モ
デルを構成し，その特殊ファイバーにおける「Hecke作用素× Frobenius射」の固定点の
数え上げを行った．その結果と Lefschetz跡公式，Arthur予想を組み合わせることで上記
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の予想に到達したのである．Gに対する Arthur予想が解決済みであり，さらに ShK が
コンパクトである場合には，Kottwitzの議論を辿ることで，予想 3.8 (ii)を iに関して交
代和をとったものをバーチャル表現のレベルで証明することが可能である 注 16．
例としてユニタリ型志村多様体（例 3.3）を考えよう．この場合，Gは一般ユニタリ群

GUとなる．さらに Gが奇数次である場合，すなわち例 3.3における nが奇数である場
合には，Gはユニタリ群とトーラスの直積の商として書けることが分かり，その帰結とし
て，Gに対する Arthur予想をユニタリ群の Arthur予想（定理 2.40）から導くことがで
きる（[CHL11b, §1.1]参照）．このことから，次の定理を得る．

定理 3.9. (G,X)が奇数次一般ユニタリ群に伴う志村データであり，Gが Q上中心
を法として非等方的であるとする．さらに，ξ の最高ウェイトが正則であると仮定する．
このとき，予想 3.8が成り立つ．

Proof. 概略を説明する．まず，ξの最高ウェイトが正則であるという仮定から，G(R)
の既約本質的ユニタリ表現 π∞がHi(gC,Kh;π∞⊗ξ) ̸= 0を満たすならば，i = dかつ，π∞
は ξ∨と同じ中心指標および無限小指標を持つような本質的離散系列表現となる（[VZ84],

[Kot92a, p. 658]参照）注 17．このことから以下の 2つが得られる：

• Hi(Sh∞,E ,Lξ) = 0 (i ̸= d)．
• ψ ∈ Ψdisc(G)ξ ならば ψ|SL2(C) = 1．

π ∈ Ψdisc(G)ξ および π∞ ∈ Πψ∞ に対し，ΓE の表現 riµ(ψ)[νπ∞ ]ℓ を

r0µ(ψ)[νπ∞ ]ℓ = Hd(Sh∞,E ,Lξ)[π
∞]ss∨, riµ(ψ)[νπ∞ ]ℓ = 0 (i ̸= 0)

と定める．予想 3.8 (ii)がバーチャル表現のレベルで成立していることから，riµ(ψ)[νπ∞ ]ℓ

への Frobenius元の羃の作用のトレースを ψ および π∞ を用いて記述でき，予想 3.8 (i)

が従う．予想 3.8 (ii)は定義より明らかである．

注意 3.10. PEL型志村多様体に対する結果 [Kot92b]は [Kis17]によって Hodge型
志村多様体にも拡張されており，それを用いることで Hodge型の場合に定理 3.9の類似
を証明することも可能であると思われる．また，志村多様体がコンパクトでない場合に
も，[Mor08], [Mor10]等の研究がある．

注意 3.11. 予想 3.8の定式化においては，Aパラメータ ψの SL2(C)部分の情報は
ウェイト分解のみに用いられている．SL2(C)のユニポテント元の作用は以下のように交
叉コホモロジー上の Lefschetz作用素と関係していると期待されている：

Vµ への ( 0 0
1 0 ) ∈ sl2(C) の作用が定める LE 準同型 ri+2

µ (ψ)[νπ∞ ] ⊗ |−|−1 →
riµ(ψ)[νπ∞ ] に対応して ΓF 準同型 ri+2

µ (ψ)[νπ∞ ]ℓ(−1) → riµ(ψ)[νπ∞ ]ℓ が存在す
注 16コンパクト性の仮定は Lefschetz跡公式を用いる際に必要となる．予想 3.8 (i)は一般には証明できないた

め，riµ(ψ)[νπ∞ ]ℓ の部分を保型表現側の言葉で適切に定式化する必要があるが，省略する．
注 17本質的ユニタリ表現とは，指標で捻るとユニタリとなるような表現のことをいう．本質的離散系列表現も

同様の意味である．
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る．これの双対 riµ(ψ)[νπ∞ ]∨ℓ → ri+2
µ (ψ)[νπ∞ ]∨ℓ (1)は予想 3.8 (ii)の同型を通して

Lefschetz作用素

L : IH d+i(Sh∞,E ,Lξ)→ IH d+i+2(Sh∞,E ,Lξ)(1)

と対応する．

§ 3.3. 諸例

本小節では，いくつかの具体的な場合に予想 3.8および定理 3.9がどのような形になる
かを解説する．

例 3.12 (モジュラー曲線). (G,X)を例 3.1の通りとする．このとき，µ : Gm,C →
GL2,Cは z 7→ diag(z, 1)で与えられ，rµ : GL2(C)→ GL2(C)はGL2(C)の自然表現とな
る．w ≥ 2とし，GL2 の w − 1次元既約代数的表現 ξ = Symw−2 Stdを考える．このと
き，GL2(R)の既約本質的ユニタリ表現で ξに関してコホモロジー的なものは以下のよう
に分類できる：

• 中心指標・無限小指標が ξ∨ と一致する唯一の本質的離散系列表現 Dw（これは適切
な正規化のもとで，重さ wの正則保型形式に対応する保型表現の∞部分となる）．
• w = 2すなわち ξ = 1のとき，自明表現 1および sgn ◦det．

これより，ψ ∈ Ψdisc(GL2)ξ は以下のいずれかの形であることが分かる：

(a) π∞ ∼= Dw を満たす π ∈ Acusp(GL2)に対応する LQ の 2次元既約表現 ϕπ．
(b) w = 2のとき，ψ = ψχ = χ⊠ Std（χは R>0上自明なHecke指標，Stdは SL2(C)の
自然表現）．Qの類体論 A×

Q/Q×R>0
∼= Γab

Q より，χは ΓQ の指標とみなせる．

いずれの場合も Sψ = Z(Ĝ)であるから，任意の π∞ ∈ Πψ∞ に対して νπ∞ = µ|Z(Ĝ)とな
り，riµ(ψ)[νπ∞ ] = riµ(ψ)が成り立つ．
ψ = ϕπ が (a)の形の場合，i ̸= 0ならば riµ(ψ) = 0である．r0µ(ψ) = rµ(ψ)は 2次元で

あり，これへの LQの作用は ϕπ ⊗ |−|1/2 = ϕπ⊗|det|1/2 で与えられる．したがって，r0µ(ψ)
に対応する半単純 ℓ進表現 r0µ(ψ)ℓ とは，L代数的な尖点的保型表現 π ⊗ |det|1/2 に伴う
Galois表現Rπ⊗|det|1/2 のことに他ならない 注 18．f を πに属する重さ wのHecke固有新
形式とし，f に伴う 2次元 ℓ進表現を ρf と書くと，r0µ(ψ)ℓ ∼= ρf (1)が成り立つ．
ψ = ψχ が (b)の形の場合，i ̸= ±1ならば riµ(ψ) = 0である．r1µ(ψ), r−1

µ (ψ)はいず
れも 1次元である．r−1

µ (ψ)への LQの作用は χで与えられる．したがって，r−1
µ (ψ)に対

応する ℓ進表現は χℓ : ΓQ ↠ Γab
Q
∼= A×

Q/Q×R>0
χ−→ GL1(C) ∼= GL1(Qℓ)で与えられる．

r1µ(ψ)への LQ の作用は χ|−|で与えられる．したがって，r1µ(ψ)に対応する ℓ進表現は
χℓ(1)である．

注 18保型表現の L代数性および保型表現に伴う Galois表現の定義については次節で復習する．定義 4.1，定義
4.2 を参照．
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以上のことから，モジュラー曲線に対する予想 3.8 (ii)は以下のようになる：

IH 0(Sh∞,E ,Lξ) ∼=


⊕

χ χ
∞ ⊗ χ−1

ℓ （w = 2のとき）,
0 （w ≥ 3のとき）,

IH 1(Sh∞,E ,Lξ) ∼=
⊕

π : π∞∼=Dw

π∞ ⊗R∨
π⊗|det|1/2 ,

IH 2(Sh∞,E ,Lξ) ∼=


⊕

χ χ
∞ ⊗ χ−1

ℓ (−1) （w = 2のとき）,
0 （w ≥ 3のとき）.

これらはもちろん既に証明されている結果である．

例 3.13 (Kottwitz型志村多様体). 例 3.3において，Bが F 上の中心的斜体であり，
V = Bであるとする．このとき，ShKはコンパクトである．この場合の志村データ (G,X)

に対応する志村多様体は [Kot92a]において考察されており，ここでは Kottwitz型志村
多様体と呼ぶ（さらに pτ0 = 1, qτ0 = n − 1 の場合は [HT01] で詳細に扱われており，
Harris-Taylor型志村多様体と呼ばれる）．以下では nが奇数かつ ξの最高ウェイトが正則
であると仮定する．
d = [F+ : Q]とおく．µ : Gm,C → GC = GLdn,C×Gm,C は

z 7→
(
diag(z, . . . , z︸ ︷︷ ︸

pτ0 個

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
qτ0 個

), 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
d− 1 個

, z
)

で与えられるので，rµ : Ĝ = GLn(C)d ×C× → Vµは (
∧pτ0 Stdn)⊠ 1⊠ · · ·⊠ 1⊠ Std1と

なる（Stdm で GLm の自然表現を表す）．rµ は Ĝ⋊ ΓF に自然に持ち上がる．
Gは非自明なエンドスコピー群を持たないことが知られている（[Kot92a, Lemma 2]

参照）．したがって，ψ ∈ Ψ(G)に対し Sψ = Z(Ĝ), Sψ = 1が成り立つ．Aパラメータ
ψ ∈ Ψdisc(G)ξ をとる．各 π∞ ∈ Πψ∞ に対して νπ∞ = µ|Z(Ĝ)，したがって r0µ(ψ)[νπ∞ ] =

r0µ(ψ)であることに注意すると，定理 3.9とその証明より，ΓF の ℓ進表現 Rψ = r0µ(ψ)ℓ

が存在して，以下が成り立つ：

Hpτ0qτ0 (Sh∞,F ,Lξ)
ss ∼=

⊕
ψ∈Ψdisc(G)ξ

⊕
π∞∈Πψ∞

π∞⊗R∨
ψ, Hi(Sh∞,F ,Lξ) = 0 (i ̸= pτ0qτ0).

Rψについてもう少し詳しく調べよう．F = EF+よりG⊗QE ∼= ResF/E GLn×Gm,E で
あることに注意すると，ψ|LE : LE → Ĝ⋊WE はGLn(AF )×A×

E の保型表現 Π⊠ χに対
応する．Π⊠ χを ψの底変換と呼ぶことにする．Πは Π∨ ∼= Πcを満たす（cは CM体 F

上の複素共役であった）．Bが F 上の中心的斜体であることから，Πは離散的保型表現と
なり，さらに ψ|SL2(C) = 1より，Πは尖点的であることが分かる．合成

ψ′
F : LF

ψ|LF−−−→ Ĝ⋊WF → Ĝ⋊ ΓF = (GLn(C)d × C×)⋊ ΓF
(∗)−−→ GLn(C)× C×
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（(∗)は (g1, . . . , gd, a, w)を (g1, a)にうつす準同型）はGLn(AF )×A×
F の保型表現Π⊠ (χ◦

NrF/E)に対応することが容易に分かる．rµ(ψ)は ψ′
F と GLn(C) × C× → GL( n

pτ0
)(C);

(g, a) 7→ a · (∧pτ0 g)の合成であることに注意すると，F のほとんど全ての有限素点 vに対
し以下が成り立つことが分かる：

Rψ, Πv, χ◦NrF/Eはvにおいて不分岐であり，Πvの佐武パラメータをαv,1, . . . , αv,n

とおくと，Rψ(Frobv)の固有値は{
q
−pτ0qτ0/2
v χ(NrF/E(ϖv))

∏
i∈I

αv,i
}
I⊂{1,...,n},#I=pτ0

となる（ϖv は Fv の素元，qv は Fv の剰余体の元の個数）．特に pτ0 = 1のとき
は，Rψ(Frobv)の固有値は

q−(n−1)/2
v χ(NrF/E(ϖv))αv,1, . . . , q

−(n−1)/2
v χ(NrF/E(ϖv))αv,n

となる．

例 3.14 (ユニタリ型志村多様体). 次に，例 3.3において B = F , V = Fnの場合を
考える．F+ ̸= Qと仮定する．このとき ShK はコンパクトである．さらに nは奇数かつ
ξの最高ウェイトが正則であるとし，pτ0 = 1と仮定する．定理 3.9より，i ̸= n− 1のと
きHi(Sh∞,F ,Lξ) = 0である．
Aパラメータ ψ ∈ Ψdisc(G)ξ をとる．ξ の最高ウェイトが正則であるという仮定から，

ψ|SL2(C) = 1である．上の例と同様，ψの底変換 Π⊠ χを考えることができる．
まず Πが尖点的である場合を考える．このとき Sψ = Z(Ĝ)および Sψ = 1が成り立

つ．よって上の例と同じ議論によって，ΓF の n次元 ℓ進表現 Rψ = r0µ(ψ)ℓ が存在して，
以下が成り立つ：

• π∞ ∈ Πψ∞ に対し，Hn−1(Sh∞,F ,Lξ)[π∞]ss ∼= R∨
ψ．

• F のほとんど全ての有限素点 vに対し以下が成り立つ：

Rψ, Πv, χ ◦ NrF/E は v において不分岐であり，Πv の佐武パラメータを
αv,1, . . . , αv,n とおくと，Rψ(Frobv)の固有値は

q−(n−1)/2
v χ(NrF/E(ϖv))αv,1, . . . , q

−(n−1)/2
v χ(NrF/E(ϖv))αv,n

となる（ϖv は Fv の素元，qv は Fv の剰余体の元の個数）．

次にΠ = Π1⊞Π2（ΠiはGLni(AF )の尖点的保型表現でΠ∨
i
∼= Πciを満たし，n1+n2 = n）

と書ける場合を考える．s = (diag(In1 ,−In2), . . . ,diag(In1 ,−In2), 1) ∈ Ĝとおくと，Sψ =

⟨s⟩Z(Ĝ), Sψ = Z/2Zが成り立つ．ν± : Sψ → C×を ν±|Z(Ĝ) = µ|Z(Ĝ), ν
±(s) = ±1（複

号同順）によって定める．このとき，rµ(ψ) = r0µ(ψ) = r0µ(ψ)[ν
+] ⊕ r0µ(ψ)[ν−]が成り立

つ．定理 3.9より，以下のことが分かる：
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• ある ψ ∈ Ψdisc(G)ξ および π∞ ∈ Πψ∞ に対して ν+ = νπ∞ となるならば，r0µ(ψ)[ν+]
に対応する ΓF の n1次元 ℓ進表現 R+

ψ = r0µ(ψ)[ν
+]ℓが存在する．F のほとんど全て

の有限素点 vに対し，R+
ψ は以下の条件を満たす：

R+
ψ , Π1,v, χ ◦ NrF/E は v において不分岐であり，Π1,v の佐武パラメータ
を αv,1, . . . , αv,n1 とおくと，R+

ψ (Frobv)の固有値は

q−(n−1)/2
v χ(NrF/E(ϖv))αv,1, . . . , q

−(n−1)/2
v χ(NrF/E(ϖv))αv,n1

となる．

• ある ψ ∈ Ψdisc(G)ξ および π∞ ∈ Πψ∞ に対して ν− = νπ∞ となるならば，r0µ(ψ)[ν−]
に対応する ΓF の n2次元 ℓ進表現 R−

ψ = r0µ(ψ)[ν
−]ℓが存在する．F のほとんど全て

の有限素点 vに対し，R−
ψ は以下の条件を満たす：

R−
ψ , Π2,v, χ ◦ NrF/E は v において不分岐であり，Π2,v の佐武パラメータ
を βv,1, . . . , βv,n2 とおくと，R−

ψ (Frobv)の固有値は

q−(n−1)/2
v χ(NrF/E(ϖv))βv,1, . . . , q

−(n−1)/2
v χ(NrF/E(ϖv))βv,n2

となる．

• ψ ∈ Ψdisc(G)ξ および π∞ ∈ Πψ∞ に対し，

Hn−1(Sh∞,F ,Lξ)[π
∞]ss ∼=

R+∨
ψ (νπ∞ = ν+),

R−∨
ψ (νπ∞ = ν−).

Πがこれ以外の形の場合にも同様の考察が可能である．

§ 4. Galois表現の構成

本節では，前節の結果を利用してGLnの尖点的保型表現に対応する n次元 ℓ進表現を
構成する．GLn の尖点的保型表現と n次元 ℓ進表現の対応については定義 3.6で既に述
べたが，大域 Langlands群を用いない形で再度述べておく．

定義 4.1. F を代数体とし，Πを GLn(AF )の尖点的保型表現とする．ΓF の n次元
半単純 ℓ進表現 R : ΓF → GLn(Qℓ)が Πに対応するとは，F の有限個を除いた有限素点
vに対し以下が成り立つことをいう：

Πv, Rv : ΓFv → GLn(Qℓ)はともに不分岐であり，Πvの佐武パラメータとRv(Frobv)

の固有値が一致する．

Chebotarev密度定理から，Πに対応する Rは存在すれば一意である．
本節の主定理および証明を述べるために，保型表現の無限素点における代数性と正則性

の定義を導入しておく．
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定義 4.2. F を代数体とし，ΠをGLn(AF )の保型表現とする．F の無限素点 vにお
ける Πv の無限小指標を

• (av,1, . . . , av,n) ∈ Cn/Sn（vが実素点のとき）
• (av,1, . . . , av,n; bv,1, . . . , bv,n) ∈ Cn/Sn × Cn/Sn（vが複素素点のとき）

とおく．

(i) 任意の v に対し，(av,1, . . . , av,n) ∈ Zn/Sn あるいは (av,1, . . . , av,n; bv,1, . . . , bv,n) ∈
Zn/Sn × Zn/Sn であるとき，Πは L代数的であるという（[BG14]参照）．

(ii) 任意の vに対し以下が成り立つとき，Πは正則であるという：

• vが実素点のとき，av,1, . . . , av,n が相異なる．
• vが複素素点のとき，av,1, . . . , av,n および bv,1, . . . , bv,n がそれぞれ相異なる．

(iii) Πが L代数的であるとする．Πが強正則であるとは，任意の v に対し以下が成り立
つことをいう：

• vが実素点のとき，i ̸= j に対し |av,i − av,j | ≥ 2．
• vが複素素点のとき，i ̸= j に対し |av,i − av,j | ≥ 2, |bv,i − bv,j | ≥ 2．

また，Πが非常に強正則であるとは，任意の vに対し以下が成り立つことをいう 注 19．

• vが実素点のとき，i ̸= j に対し |av,i − av,j | ≥ 4．
• vが複素素点のとき，i ̸= j に対し |av,i − av,j | ≥ 4, |bv,i − bv,j | ≥ 4．

注意 4.3. Πが正則 L代数的であることは，Π∞⊗ |det|
n−1
2 が

∏
v|∞ GLn,v のある既

約代数的表現 ξと同じ中心指標・無限小指標を持つことと同値である．さらにこのとき，
Πが強正則であることは，ξの最高ウェイトが正則であることと同値である．

例 4.4. F を総実体とし，Hilbertモジュラー形式 f に伴う GL2(AF )の保型表現 Π

を考える（中心指標がユニタリになるように正規化しておく）．このときΠは L代数的で
ある．Πが正則であることは f の重さが全て 2以上であることと同値であり，Πが強正
則であることは f の重さが全て 3以上であることと同値である．

一般に，尖点的保型表現 Πが L代数的であるとき，Πに対応する n次元半単純 ℓ進表
現が存在すると予想されている．本節の主定理は以下の通りである．

定理 4.5 ([HT01], [Shi11], [CH13], [HLTT16], [Sch15]). F を総実体またはCM体と
し，Πを正則 L代数的なGLn(AF )の尖点的保型表現とする．このとき，Πに対応する n

次元半単純 ℓ進表現 RΠ が存在する．

注意 4.6. RΠについては様々な性質が成り立つことが期待されている．そのうちの
いくつかを例示する．
注 19これはここだけの用語である．
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• RΠ は既約表現である．
• F の有限素点 v ∤ ℓに対し，RΠ,v の Frobenius半単純化は Πv と局所 Langlands対応
で対応する（局所・大域整合性）．
• F の有限素点 v | ℓに対し，RΠ,v は de Rham表現であり，それに伴うWeil-Deligne

表現の Frobenius半単純化は Πv と局所 Langlands対応で対応する．
• Rを ΓF の n次元既約 ℓ進表現とし，以下の条件を仮定する（このうちはじめの 2つ
を満たす Rを代数的な ℓ進表現という）：

– Rはほとんど全ての素点において不分岐である．
– F の任意の素点 v | ℓにおいて Rv は de Rham表現である．
– 上記の v | ℓに対し，Rv の Hodge-Tate重さは相異なる．

このとき，正則L代数的なGLn(AF )の尖点的保型表現Πが存在し，RΠ
∼= Rとなる．

これらについても盛んに研究が行われており，部分的な結果が数多く存在する．

定理 4.5の証明を説明する前に，この定理を用いて証明される 注 20，代数的整数論の範
疇で述べられる定理を 2つ挙げる．

定理 4.7 (佐藤・Tate予想，[CHT08], [HSBT10], [Tay08]). EをQ上の楕円曲線と
する．Eの判別式を割らない素数 pに対し，ap = 1+ p−#Ẽ(Fp)とおき（Ẽは Eの Zp
上の良還元モデルとする），2次方程式 T 2 − apT + p = 0の 2解 αp, βpを考える（αp の
虚部が 0以上になるようにとる）．Hasseの定理より，|αp| = |βp| = p1/2であることが分
かっている．
Eが虚数乗法を持たないならば，pを動かしたとき，偏角 argαpは 2

π sin2 xの形に分布
する．すなわち，任意の 0 ≤ a < b ≤ πに対し，次が成り立つ：

lim
N→∞

#{p ≤ N | a ≤ argαp ≤ b}
#{p ≤ N}

=

∫ b

a

2

π
sin2 x dx.

佐藤・Tate予想は，2006年頃に部分的な解決がアナウンスされ，大きな話題となった．
基本的な方針は次の通りである．Eに伴う ΓQの 2次元 ℓ進表現を ρE とおき，全てのm

に対して総実体 F および GLm+1(AF )の正則 L代数的な尖点的保型表現 Πが存在して
(SymmρE)|ΓF ∼= RΠ となることを示す（このような F , Πが存在することを，SymmρE

は潜在的に保型的であるという）．この部分には多くの革新的なアイデアが含まれている
が，本題から逸れるのでここでは述べない．潜在的保型性が示せると，SymmρE の L関
数がよい解析的性質を持つことが分かる．そのことから佐藤・Tate予想が従うことは既
に Tateによって指摘されていた．
解決が話題となった時点では，跡公式の安定化が完成していなかったため，エンドスコ

ピーの理論が不要な，Kottwitz型の志村多様体（例 3.13）のエタールコホモロジーしか

注 20実際には，定理 4.5 だけではなく，RΠ の諸性質，特に Π が自己共役双対的な場合の局所・大域整合性も
必要となるが，本稿の本題ではないので説明は行わない．
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扱うことができていなかった．そのため，定理 4.5が適用できるΠは自己共役双対的かつ
ある有限素点で本質的離散系列表現であるようなものに限られていた．このような事情に
より，当時は楕円曲線の j 不変量が非整数であるという条件を課す必要があり，定理 4.5

の改良が佐藤・Tate予想の完全解決を阻む最後の壁として残っているという状況であっ
た．その後の，基本補題の解決に端を発する進展によって，この部分が克服され，Q上の
一般の楕円曲線を扱えるようになったのである．

定理 4.8 ([CC09]). S を Qの有限素点の有限集合とし，QS を Qの S 外不分岐最大
拡大とする．素数 p ∈ S に対し，代数閉包の埋め込み Q ↪→ Qp を固定すると，Galois群
の間の準同型 ΓQp → Gal(QS/Q)が得られる．
#S ≥ 2ならばこの準同型は単射である．

定理 4.8の方針を大雑把に述べる．ΓQp の n次元既約スムーズ表現 rをGal(QS/Q)の ℓ

進表現に延長することができれば単射性が従う．しかし，Galois表現の世界でこのような
問題を直接扱うのは難しいので，rに局所 Langlands対応で対応するGLn(Qp)の既約超尖
点表現 πを考え，これを大域化するという問題を考える．[CC09]においては，rを指標で
捻り，π∨が πの不分岐指標による捻りにならないという状況にした上で，GL2n(AQ)の尖
点的保型表現Πで以下の条件を満たすものの存在を跡公式を用いて証明している ([CC09,

Théorème 3.2])：

• Πは正則 L代数的である．
• Π ∼= Π∨．
• Πは S ∪ {∞}の外で不分岐．
• ある不分岐指標 χ : Q×

p → C× に対し，Πp ∼= (π ⊗ (χ ◦ det))⊞ (π∨ ⊗ (χ−1 ◦ det))．

このとき，Πに伴う Galois表現 RΠ が ΓQp の表現 (r ⊗ χ)⊕ (r∨ ⊗ χ−1)の延長を与える
ので主張が従う．

以下では F を総実体または CM体とし，cをその複素共役とする．定理 4.5の証明は，
大雑把には以下の 3つのステップに分かれている：

(A) Πが自己共役双対的，すなわち Π∨ ∼= Πc であり，かつ Πの正則性が高い場合に RΠ

を構成する ([HT01], [Shi11], [CHL11b])．
(B) Πが自己共役双対的であり，Πの正則性が高いとは限らない場合にRΠの構成を拡張

する ([CH13])．
(C) Πが自己共役双対的でない場合に RΠ の構成を拡張する ([HLTT16], [Sch15])．

(B), (C)は保型形式の合同を用いることによって達成されるが，本稿の主題から外れるの
で説明は省略する．(C)のうち [Sch15]の手法については [Ito14]に解説があるので，興味
をお持ちの方はご覧いただきたい．
(A)は奇数次一般ユニタリ群に伴う志村多様体のエタールコホモロジーに関する結果

（例 3.14）を用いることによって達成される．本節の残りの部分では，Πが自己共役双対
的かつ非常に強正則（定義 4.2 (iii)参照）であると仮定して，RΠ の構成を概観する．
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まず，Galois表現の貼り合わせの議論によって（[HT01], [Sor], [CHL11b, §5]参照），以
下の条件が成立する場合に帰着できる：

• F は CM体であり，F+ = F c=1とおくと，ある虚二次体 Eに対して F = EF+が成
り立つ．
• F+ ̸= Qである．
• SplF/F+,Q = {p：素数 | pの上にある F の素点は全て F/F+ において分解する }
とおき，F/Q において分岐する素数全体の集合を RamF/Q と書くと，RamF/Q ⊂
SplF/F+,Q である．
• Πの分岐素点の下にある素数全体の集合をRamQ(Π)と書くと，RamQ(Π) ⊂ SplF/F+,Q
が成り立つ．

以下では，nの偶奇によって場合分けを行う．

■ nが奇数のとき 例 3.3において B = F , V = Fn とする．nが奇数であるという仮
定から，⟨ , ⟩ : V × V → Qを以下の条件を満たすように選ぶことができる（[Clo91, §2],
[CHL11a, Lemma 1.4.1]参照）：

• pτ0 = 1, qτ0 = n− 1．
• Gは任意の有限素点において準分裂的．

E の代数的 Hecke指標 χをうまく選ぶと，以下が成り立つようにできる（この場合は Π

が強正則であるという仮定のみで十分である）：

最高ウェイトが正則であるようなGの既約代数的表現 ξおよび ψ ∈ Ψdisc(G)ξ が
存在して，ψの底変換が Π⊠ χとなる．

このとき，例 3.14におけるn次元 ℓ進表現Rψの指標による捻りRψ(−n−1
2 )⊗(χ◦NrF/E)

−1
ℓ

が Πに対応する ℓ進表現を与える．ここで，(χ ◦NrF/E)ℓ は Hecke指標 χ ◦NrF/E に伴
う ΓF の 1次元 ℓ進表現を表す．

■ nが偶数のとき m = n+1は奇数であるから，上の設定をmに対して考える．F の
代数的 Hecke指標 Π′ : A×

F → C×で Π′c = Π′−1および RamQ(Π
′) ⊂ SplF/F+,Qを満たす

ものをとる．Π⊞Π′が強正則ならば，Eの代数的 Hecke指標 χをうまく選ぶと，以下が
成り立つようにできる：

• 最高ウェイトが正則であるような Gの既約代数的表現 ξ および ψ ∈ Ψdisc(G)ξ が存
在して，ψの底変換が (Π⊞Π′)⊠ χとなる．
• RamQ(χ) ⊂ SplF/F+,Q．

RamF/Q, RamQ(Π), RamQ(Π
′), RamQ(χ)が SplF/F+,Q に含まれることから，任意の素

数 pに対して以下のいずれかが成立することに注意する：

(a) F/Qは pで不分岐であり，かつ (Π⊞Π′)⊠χを ResE/Q(GE)(AQ)の保型表現と見た
ものは pにおいて不分岐である．



40 三枝 洋一

(b) GQp は GLいくつかの直積である．

例 3.14における R+
ψ を用いることで，Πに対応するGalois表現を構成したい．そのた

めには次の補題が必要である．

補題 4.9. Π′ を適切に選ぶと，νπ∞ = ν+ となる π∞ ∈ Πψ∞ が存在する．

Proof. 概略のみ説明する．
まず Π′を一つ固定し，各素数 pに対してG(Qp)の既約表現 πpを以下のように構成す

る．pが上記の (a)を満たすときは，Πψp の元のうち不分岐なものがただ一つ存在するの
で，それを πp とする．pが上記の (b)を満たすときは，Πψp は一元集合であるから，そ
の唯一の元を πpとする．このとき，⟨−, πp⟩ = 1となっている．実際，(a)の場合には πp

の不分岐性から従い，(b)の場合はそもそも Sψp = 1である．π∞ =
⊗

p πp とおくと，
ψ|SL2(C) = 1より εψ = 1であるから，

νπ∞(s) = λπ∞(s)⟨s, π∞ ⊗ π∞⟩ = λπ∞(s)⟨s, π∞⟩

が成り立つ．右辺は無限素点のみで決まる値であるから，具体的な計算が可能である
([Kot92a, §7], [Clo11], [CHL11a], [CHL11b])．その結果，λπ∞(s)⟨s, π∞⟩は Π∞ および
Π′

∞の無限小指標のみに依存することが分かる．より具体的には以下で与えられる．F の無
限素点 vに対し，Πvの無限小指標を (av,1, . . . , av,n; a

′
v,1, . . . , a

′
v,n) (av,1 > · · · > av,n)とお

き，Π′
vの無限小指標を (bv; b

′
v)とおく．Π⊞Π′が正則ならば bv ̸= av,i (1 ≤ i ≤ n)である．

(av,1, . . . , av,n, bv)を大きい順に並べ換える置換を σv とおく．このとき，λπ∞(s)⟨s, π∞⟩
は
∏
v|∞ sgnσv と定数倍を除いて一致する．

F の無限素点 v0を一つ固定する．av0,n−2 ≥ bv0となるように bv0をとると sgnσv0 = 1

である．一方，Πは非常に強正則であると仮定していたので av0,n−1−av0,n ≥ 4であるから，
av0,n−1− 2 ≥ bv0 ≥ av0,n+2となるように bv0 をとることができ，このとき sgnσv0 = −1
である．代数的Hecke指標Π′

1,Π
′
2 : A

×
F → C×を，v0において上記それぞれの無限小指標

をとり，v0と異なる無限素点において同じ無限小指標をとるように選ぶ．このときΠ⊞Π′
i

は強正則である．Π′
1, Π

′
2双方に対し前述の条件を満たすような Eの代数的 Hecke指標 χ

をとる．(Π ⊞ Π′
i) ⊠ χに対応する Aパラメータを ψi とおき，π∞

i ∈ Πψ∞
i
を上で考えて

いた形の表現とすると，νπ∞
1
(s) = −νπ∞

2
(s)が成り立つ．これより主張が従う．

補題 4.9より n次元 ℓ進表現 R+
ψ の存在が分かるので，R

+
ψ (−

n
2 )⊗ (χ ◦NrF/E)

−1
ℓ を考

えることで Πに対応する ℓ進表現が得られる．

注意 4.10. nが偶数の場合の上記の構成は，Hilbertモジュラー形式の場合のBlasius-

Rogawskiによる構成 [BR89]の一般化にあたる．これに対し，保型形式の合同を用いて
強正則性を外す [CH13]の結果は，Taylorによる結果 [Tay89]の類似であると見ることも
できる（ただし，[CH13]では固有値多様体を用いるので，全く同じ手法というわけでは
ない）．
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注意 4.11. ここで解説したRΠの構成は，証明が完結していない定理 2.40に依存し
ているが，安定化された単純跡公式を用いてユニタリ群に対する Arthur予想を部分的に
証明することで，定理 2.40を用いることなく RΠ の存在を証明することも可能である．
[Lab11], [CHL11a], [CHL11b]を参照．

注意 4.12. [Shi11]においては，無限素点における議論をもう少し注意深く行うこと
で，上記の手法が以下のような条件のもとで適用可能であることを証明している：

• nが奇数の場合は，（自己共役双対的，正則 L代数的以外の）条件なし．
• nが偶数の場合は，F のある無限素点 vにおける Πv の無限小指標

– (av,1, . . . , av,n) (av,1 > · · · > av,n)（vが実素点のとき）
– (av,1, . . . , av,n; bv,1, . . . , bv,n) (av,1 > · · · > av,n)（vが複素素点のとき）

およびある奇数 iに対して，av,i − av,i+1 ≥ 2が成り立つ．

この結果は局所・大域整合性の証明の観点からも重要なものである．

§ 5. その他の応用

ここまでは志村多様体や Langlands対応と関係した応用を述べてきたが，Arthur分類
にはそれ以外の応用もたくさんある．ここではそのうちの 2つを紹介する．

§ 5.1. 尖点的保型形式の次元の計算

レベル 1の尖点的な楕円正則モジュラー形式のなすベクトル空間の次元公式は古典的
な話題であり，保型形式の教科書の多くに記載されている．また，低次の Siegel保型形式
に対する類似の結果も知られている（[Igu62], [Tsu83], [Tsu84], [Tsu86]等）．Arthur分
類を利用することで，同様の問題を，よりサイズの大きな群 Gの保型形式に対して考察
することが可能になる．この方向の研究としては，

• Gが Q上の n次直交群（n = 7, 8, 9）で，GR がコンパクトである場合 ([CR15])

• Gが Q上分裂的な直交群または斜交群で，GRが離散系列表現を持つ場合 ([Täı17a])

の 2つがある．前者の方が先行研究であるが，ここでは後者について述べることにする．
以下では Gを Q上分裂的な直交群または斜交群とし，GR が離散系列表現を持つと仮定
する．すなわち，Gは Sp2n, SO2n+1, SO2nのいずれかであるとし，G = SO2nの場合に
は nが偶数であると仮定する．これらの群の行列による具体的な実現については [Täı17a,

§2]を参照．T を対角行列からなる Gの分裂極大トーラスとし，ei ∈ X∗(T ) (1 ≤ i ≤ n)
を第 i成分への射影とする．ξ ∈ X∗(T )を支配的ウェイトとし，それに対応する Gの有
限次元既約表現を Vξ と書く．

定義 5.1. 以下の条件を満たす ψ ∈ Ψ̃disc(G)全体のなす集合を Ψ̃ξ,unrdisc (G)と書く．
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• Aパケット Πψ∞ に属する全ての表現が Vξ と同じ無限小指標を持つ 注 21．
• ψは全ての有限素点において不分岐である．

さらに，以下の条件を満たす ψ ∈ Ψ̃ξ,unrdisc (G)全体のなす集合を Ψ̃ξ,unrsim (G)と書く．

• N を Ĝの自然表現の次元とし，ψ を Ψ̃(GLN )の元と見て ψ = l1(µ1 ⊠ ν1) ⊞ · · · ⊞
lr(µr ⊠ νr)（§2.4参照）と書いたとき，r = 1, l1 = 1, dim ν1 = 1である（つまり，ψ
は GLN の尖点的保型表現である）．

J ⊂ {1, . . . , n}に対し，CJ ⊂ X∗(T )を以下で定める：(k1, . . . , kn) ∈ Zn に対し，

k1e1 + · · ·+ knen ∈ CJ ⇐⇒ k1 ≥ · · · ≥ kn ≥ 0かつ J = {1 ≤ j ≤ n | kj > kj+1}.

ただし，kn+1 = 0とおく．

定理 5.2 ([Täı17a, Theorem 4.3.1]). J = {j1, . . . , jr} ⊂ {1, . . . , n}に対し，以下の
ような 3つ組の有限族 {(ma, Pa,Λa)}a∈A が存在する：

• ma は 1以上の整数．
• Pa ∈ Q(ζma)[X1, . . . , Xr]（ζma は 1の原始ma 乗根）．
• Λa : (Z/maZ)r → Z/maZは全射準同型．
• 任意の ξ = k1e1 + · · ·+ krer ∈ CJ に対し，以下が成り立つ：

(∗) #Ψ̃ξ,unrsim (G) =
∑
a∈A

trQ(ζma )/Q
(
Pa(kj1 , . . . , kjr )ζ

Λa(kj1 ,...,kjr )
ma

)
.

さらに，n ≤ 6 または G = Sp14 の場合には，{(ma, Pa,Λa)}a∈A は具体的に計算でき
る 注 22．

定理 5.2の証明について簡単に説明を行う．証明は Ĝの自然表現の次元に関する帰納
法によってなされる．以下，簡単のため G ̸= SO2n として考える．
素数 pに対し fp = vol(G(Zp))−11G(Zp) ∈ C∞

c (G(Qp))と定める．また，支配的ウェ
イト ξ = k1e1 + · · · + knen ∈ X∗(T )を固定し，ξ に伴う Euler-Poincaré関数 ([CD90,

Théorème 3])を f∞ と書く．f =
⊗

v≤∞ fv に対して Arthur跡公式を用いると，これは
単純化された形になっている（[Art89a]参照）．この跡公式の幾何側（軌道積分側）を具
体的に計算する手法が [Täı17a, §3]において考案されており，その結果として，

(∗∗)
∑

π∈Aunr
disc(G)

m(π) EP(π∞ ⊗ V ∨
ξ ) =（(∗)の右辺のような形）

という等式が得られる．ここで，Aunr
disc(G) ⊂ Adisc(G) は全ての有限素点において不分

岐な元のなす部分集合を表し，EP(π∞ ⊗ V ∨
ξ ) =

∑
i(−1)i dimHi(gC,K∞;π∞ ⊗ V ∨

ξ )は
π∞ ⊗ V ∨

ξ の Euler-Poincaré標数を表す．
注 21この条件は ψ∞ を用いて代数的に記述することもできる．[Täı17a, Lemma 4.1.3] 参照．
注 22これは計算機における実装の問題であり，これよりサイズが大きくなると理論的な問題が起こるわけでは

ない．なお，G = Sp6, J = {1, 2, 3} の場合には #A = 370 になるとのことである ([Täı17a, Remark
4.3.2])．
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一方，大域 Arthur分類を用いると，(∗∗)の左辺は∑
ψ∈Ψ̃unr,ξ

disc (G)

∑
π∞∈Πψ∞
⟨−,π∞⟩=εψ

EP(π∞ ⊗ V ∨
ξ )

と表すことができる（π∞ と Vξ の無限小指標が一致しない場合は EP(π∞ ⊗ V ∨
ξ ) = 0で

あることに注意）．
ψ ∈ Ψ̃unr,ξ

sim (G) の場合には，π∞ ∈ Πψ∞ は離散系列表現となり ([Täı17a, p. 311])，
[BW00, Chapter III, Theorem 5.1]より EP(π∞⊗V ∨

ξ ) = (−1)q(G(R))である（q(G(R)) =
(dimG(R)− dimK∞)/2とおいた）．また，#Πψ∞ は ψ∞に依存しない定数である（§3.2
の記号を用いると#Πψ∞ = #(ΩR\B)である）．これを C と書くと，∑

ψ∈Ψ̃unr,ξ
sim (G)

∑
π∞∈Πψ∞
⟨−,π∞⟩=εψ

EP(π∞ ⊗ V ∨
ξ ) = (−1)q(G(R))C ·#Ψ̃unr,ξ

sim (G)

を得る．一方，ψ ∈ Ψ̃unr,ξ
disc (G)\ Ψ̃unr,ξ

sim (G)に関する和はGのエンドスコピー群からの寄与
とみなせるので，帰納法の仮定によって (∗)の右辺のような形となっていることが示せる
（この部分に，Adams-Johnson [AJ87]による Aパケットの構成と，それが Arthurの A

パケットと一致しているという結果 [AMR15]を用いる）．以上のことから，#Ψ̃unr,ξ
sim (G)

も (∗)の右辺のような形となっていることが従うので，証明が完了する．

定理 5.2から，レベル 1の Siegel尖点形式の次元についての結果を導くことができる．
k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ knを満たす整数の組 k = (k1, . . . , kn)に対し，(k1, . . . , kn)を最高ウェイ
トに持つ GLn(C)の有限次元既約表現を rk と書き，種数 n，重さ rk，レベル 1の Siegel

尖点形式の空間を Sk(Γn)と書く．

定理 5.3 ([Täı17a, Theorem A]). 整数 n ≥ 1に対し，以下のような 3つ組の有限族
{(ma, Pa,Λa)}a∈A が存在する：

• ma は 1以上の整数．
• Pa ∈ Q(ζma)[X1, . . . , Xr]（ζma は 1の原始ma 乗根）．
• Λa : (Z/maZ)r → Z/maZは全射準同型．
• k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kn > n+ 1を満たす整数の組 k = (k1, . . . , kn)に対し，以下が成り
立つ：

dimSk(Γn) =
∑
a∈A

trQ(ζma )/Q
(
Pa(kj1 , . . . , kjr )ζ

Λa(kj1 ,...,kjr )
ma

)
.

さらに，n ≤ 7の場合には，{(ma, Pa,Λa)}a∈A は具体的に計算できる．

証明の方針は以下の通りである．種数 nの Siegel保型形式と PGSp2n の保型表現の対
応（[AS01], [Täı17a, §5.2]参照）により，以下の条件を満たす π ∈ Acusp(PGSp2n)にわ
たるm(π)の和が dimSk(Γn)と等しいことが分かる：
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• 任意の素数 pに対し πp は不分岐．
• π∞ ∼= πhol

ξ ．ここで πhol
ξ は，支配的ウェイト ξ = (k1−n−1)e1+ · · ·+(kn−n−1)en

に伴う PGSp2nの有限次元既約表現と同じ無限小指標を持つ PGSp2n(R)の正則離散
系列表現を表す．

[Wal84, Theorem 4.3]より，π ∈ Adisc(PGSp2n)\Acusp(PGSp2n)ならば π∞は緩増加では
なく，したがってπ∞ ≇ πhol

ξ なので，上記のπはAcusp(PGSp2n)内ではなくAdisc(PGSp2n)

内を動かしてもよいことが分かる．さらに，Sp2nと PGSp2nの保型表現を比較すること
で，以下の条件を満たす π ∈ Adisc(Sp2n)にわたるm(π)の和を求めればよいことが分か
る ([CR15, §4.3], [Täı17a, Remark 5.2.2])：

• 任意の素数 pに対し πp は不分岐．
• π∞ ∼= πhol

ξ,+．ここで πhol
ξ,+は，支配的ウェイト ξ = (k1−n−1)e1+ · · ·+(kn−n−1)en

に伴う Sp2nの有限次元既約表現と同じ無限小指標を持つ Sp2n(R)の正則離散系列表
現のうちの一方を表す（[Täı17a, §5.1]参照）．

このようなπは，あるψ ∈ Ψ̃unr,ξ
disc (Sp2n)に対するAパケットΠψに属している．Ψ̃unr,ξ

disc (Sp2n)

の元はいくつかの群Gに対する Ψ̃unr,ξG
sim (G)の元の和で書くことができ，さらにそれぞれの

場合に応じてAパケットにいつ上記 2条件を満たす πが属するかを決定することができる
（[Täı17a, §5.3]に n = 4の場合の例が載っている）．このことと定理 5.2の J = {1, . . . , n}
の場合から，定理 5.3のうち k1 > k2 > · · · > kn > n+ 1の場合が従う．
定理 5.3の証明を完成させるためには，上で選んだ {(ma, Pa,Λa)}a∈Aおよび k1 ≥ k2 ≥
· · · ≥ kn > n+ 1となる k = (k1, . . . , kn)に対して

dimSk(Γn) =
∑
a∈A

trQ(ζma )/Q
(
Pa(kj1 , . . . , kjr )ζ

Λa(kj1 ,...,kjr )
ma

)
が成り立つことを証明する必要があるが，ここではふれない．[Täı17a, §5.4]を参照．

§ 5.2. Galois表現の Selmer群の階数

ここでは，GLn の保型表現に伴う Galois表現の Selmer群の階数と L関数の中心値と
の関係に関する Belläıche-Chenevier [BC09]の結果についてごく簡単に述べる．
まず，Galois表現の Selmer群について簡単に復習する．Eを代数体とする．F を p進

体とし，p進Galois表現R : ΓE → GLn(F )を考える．Rは代数的であると仮定する（注
意 4.6参照）．E の各有限素点 vに対し，

• H1(E,R)→ H1(Ev, R)→ H1(IEv , R) （v ∤ pのとき）
• H1(E,R)→ H1(Ev, R)→ H1(Ev, Bcrys ⊗R) （v | pのとき）

という準同型を考える．これらの準同型で 0にうつる H1(E,R)の元全体を Sel(R)と書
き，Rの Selmer群という注 23．これは楕円曲線に対する Selmer群の一般化となっている．
楕円曲線に対する BSD予想の一般化として，以下の予想が知られている：

注 23H1
f (E,R) と書かれることもある．
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予想 5.4 (Bloch-Kato予想).

ords=0 L(s,R) = dimF Sel(R∨(1))− dimF H
0(E,R∨(1)).

以下では E を虚二次体とし，その複素共役を cと書く．nを 4で割り切れない整数と
し，GLn(AE)の自己共役双対的な尖点的保型表現 Πで以下を満たすものを考える 注 24：

• Π⊗ |det|1/2 は正則 L代数的である．
• Πの無限小指標を (a1, . . . , an; b1, . . . , bn)とすると，ai ̸= ±1/2である．
• E/Qで非分解である E の素点 vに対し，Πv は [BC09, 6.9.1 (iii)]にある条件を満た
す（詳細は省略）．

定理 4.5より，Π⊗ |det|1/2 に対応する Galois表現 R : ΓE → GLn(Qp)が存在する．ΓE

の連続表現に関する一般論から，Qpの有限次拡大 F で ImR ⊂ GLn(F )を満たすものが
存在するので，Rは上で考えていた p進Galois表現 ΓE → GLn(F )を与える．Rが代数
的であることも証明済みである．
この Galois表現に対し，以下が成り立つ：

定理 5.5. ε(0, R) = −1ならば Sel(R) ̸= 0である．

ここで，ε(0, R)は Rの完備化 L関数 Λ(s,R) 注 25 の関数等式 注 26

Λ(s,R) = ε(s,R)Λ(−s,R∨(1))

における ε因子の中心値である．Πが自己共役双対的であるという仮定から，R∨(1) ∼= Rc

となるので，上記の関数等式は Λ(s,R) = ε(s,R)Λ(−s,Rc) = ε(s,R)Λ(−s,R)となる．
s = 0における Laurent展開を比較することで ε(0, R) = ±1が分かるが，定理 5.5ではそ
のうち ε(0, R) = −1となる場合を考えるということである．
定理 5.5と予想5.4との関係について述べよう．関数等式に s = 0を代入するとΛ(0, R) =

ε(0, R)Λ(0, R)となるので，ε(0, R) = −1からΛ(0, R) = 0すなわちL(0, R) = 0が分かる．
よって，予想 5.4が正しいならば dimF Sel(R) = dimF Sel(Rc) = dimF Sel(R∨(1)) > 0

となるはずであるが，これが実際に証明されているということである（なお，この Rに
対しては H0(E,R∨(1)) = H0(E,Rc) = H0(E,R) = 0となることが容易に分かるので，
予想 5.4の等式は ords=0 L(s,R) = dimF Sel(R)となる）．
最後に，定理 5.5の証明の概要を説明する．Sel(R)はH1(E,R) = Ext1ΓE (1, R)の部分

群なので，Sel(R)の元を与えるためには，ΓE の表現の拡大 0→ R→ U → 1→ 0で，適
切な性質を満たすものを構成すればよい．基本的な考え方は，自明な拡大 R ⊕ 1を p進
注 24[BC09] では，さらに Π が緩増加であることが仮定されているが，自己共役双対的かつ正則 L 代数的な尖

点的保型表現に対する Ramanujan-Petersson 予想が証明されていることから ([Car12, Corollary 5.9])，
この仮定は現在では不要である．

注 25L(s,R) に適切な Γ 因子をかけたものである．Γ 因子の具体的な形は [Tat79] 等を参照．
注 26もちろん，この関数等式は R が保型表現に伴うことを用いて証明されるのであって，一般の Galois 表現

R に対する直接証明は非常に困難であると考えられている．
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的に動かして非自明な拡大 U を作ろうというものである．しかし，Galois表現の世界で
直接このような変形を扱うのは困難であるため，保型表現の世界に移り，保型表現（正確
にはその Hecke固有値）の p進族をパラメータ付ける空間である固有値多様体の理論を
使うことによって目的を達成することを考える．
以下では簡単のため，nが偶数の場合を考える．m = n+ 2とおき，

U(m)(Q) = {g ∈ GLm(E) | gc(tg) = 1}

となるようなユニタリ群 U(m)を考える．これは無限素点においてコンパクトなユニタ
リ群である．Πの Lパラメータを ψΠ : LE → GLn(C)と書き，Aパラメータ ψΠ ⊕ (1⊠
Std) : LE×SL2(C)→ GLm(C)を考える．これはU(m)のAパラメータψ′のLE×SL2(C)
への制限とみなすことができる．Qの各素点 vに対し，U(m)(Qv)の局所 Aパケットの
元 πnv ∈ Πψ′

v
を適切に定め（[BC09, §6.9]参照），それらの制限テンソル積をとることで

得られる U(m)(AQ)の表現を πn と書く．これは U(m)の大域 Aパケット Πψ′ の元であ
り，ε(0, R) = −1という仮定より ⟨−, πn⟩ = εψ′ となるので，大域Arthur分類から πnは
U(m)(AQ)の保型表現であることが分かる（[BC09, §A.13]を参照）．なお，πn の右上の
nは “non-tempered”を表しており，ψ′|SL2(C) が非自明であることと対応している．
Belläıche-Chenevierにより，πn を含む固有値多様体 X が構成されている．前述の通

り，これは U(m)の保型表現のHecke固有値を p進的に補間して得られるリジッド空間で
ある．GLm(AE)への持ち上げと定理 4.5を組み合わせることで，（無限小指標に関する適
切な仮定のもとで）U(m)の保型表現に ΓE の Galois表現を対応させることができるが，
その指標を p進的に補間することで，X 上に擬指標 (pseudocharacter) ΓE → Γ(X,OX)

というものを構成することができる．これがいわば，X 上の p進保型表現の普遍族に対
応する Galois表現の族にあたるものとなっている．擬指標 ΓE → Γ(X,OX)の πn ∈ X
の近傍への制限を利用して所望の拡大 0→ R → U → 1→ 0が得られるのだが，本題か
ら外れるのでこれ以上の説明は行わない．擬指標の理論および拡大の構成に関する一般論
は [BC09, §1]にまとまっているので，興味をお持ちの方はそちらをご覧いただきたい．
この証明の面白いところは，L関数の中心値が消えることを保証する ε(0, R) = −1と

いう条件が，U(m)(AQ)の表現 πn の保型性を保証する ⟨−, πn⟩ = εψ′ という，一見全く
関わりのないような条件と繋がっているという点にあると思う．このような関係が偶発的
なものなのか，それとも，より大きな理論の一端となっているのかは興味を惹かれるとこ
ろである．
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