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概 要

p進体上の一般線型群に対する局所ラングランズ対応を幾何学的に実現する方
法として，形式群の変形空間のエタールコホモロジーを用いる非可換Lubin-
Tate理論というものが知られている．この理論をより一般の p進簡約代数
群へと拡張することが目標である．p進簡約代数群がシンプレクティック群
GSp4(Qp)である場合に，最近得られた結果について紹介する．

pを素数とし，ΓFp = Gal(Fp/Fp), ΓQp = Gal(Qp/Qp)をFp, Qpの絶対Galois群とす

る．幾何学的Frobenius元Frob: Fp −→ Fp; x 7−→ x1/pによって生成されるΓFpの稠密

部分群をFrobZと書く．自然な全射ΓQp −→ ΓFpの核を IQpと書き，惰性群と呼ぶ．ま

た，ΓQp −→ ΓFpによってFrobZの元にうつされるΓQpの元全体をWQpと書き，Qpの

Weil群と呼ぶ．WQpには自然に位相が定まり，局所コンパクト群となる．この位相に

関し，IQpはWQpの開部分群となる．

1. 局所ラングランズ対応

1.1. GLnの局所ラングランズ対応

まずはじめに，GLnに対する局所ラングランズ対応について思い出しておく．ここで

は簡単のためQp上の場合に限って主張を述べるが，一般の非アルキメデス局所体に対

しても同様の事実が知られている．GLnの局所ラングランズ対応とは，次の 2つの集

合の間に自然な一対一対応が存在することを主張するものである．

(A) GLn(Qp)の（C上の）既約スムーズ表現の同型類 Irr(GLn(Qp))．

(B) Frobenius半単純な n次元Weil-Deligne表現 r : WQp × SL2(C) −→ GLn(C)の同

型類．

(A)について，一般に位相群GのCベクトル空間V への表現がスムーズであるとは，任

意のv ∈ V の安定化群{g ∈ G | gv = v}がGの開部分群になることをいう．(B)におい

ては，rはWQp上ではスムーズ表現，SL2(C)上では代数群の準同型となることを要求す

る．また，rがFrobenius半単純であるとは，任意のw ∈ WQpに対しr(w, 1)がGLn(C)

の半単純元となることをいう．ℓを pと異なる素数とすると，n次元Weil-Deligne表現

はWQp の n次元連続 ℓ進表現WQp −→ GLn(Qℓ)と一対一に対応することが知られて

いる．したがって，GLnの局所ラングランズ対応は，GLn(Qp)の既約スムーズ表現と

WQpの（Frobenius半単純な）n次元連続 ℓ進表現の間の対応と見ることもできる．

n = 1の場合には局所類体論の同型Q×
p
∼= W ab

Qp
によってQ×

p = GL1(Qp)のスムーズ

指標とWQpのスムーズ指標の間に一対一対応が得られるが，これがGL1に対する局所

ラングランズ対応である．
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n = 2の場合には，(A), (B)双方を完全に分類することで明示的にラングランズ対応

を構成することができる．しかし，一般のnに関してこのようなことを行うのは困難

であり，現在知られている証明（Harris-Taylor，Henniart，Scholzeによる）において

は，いずれも幾何学的手法と表現論的な手法を巧妙に組み合わせることで，具体的な

分類を行うことなく一対一対応を構成している．

1.2. 一般の簡約代数群に対する局所ラングランズ対応

GをQp上の連結簡約代数群とし，G = G(Qp)とおく．簡単のため，GはQp上分裂す

ると仮定する．ĜをGの双対群とする．このとき，次の 2つの間に関係があることが

予想されている：

(A) Gの既約スムーズ表現の同型類 Irr(G)．

(B) 準同型WQp × SL2(C) −→ Ĝ(C)である条件を満たすもの（Lパラメータ）の共

役類．

GLnの場合との最も大きな違いは，(A)から (B)へファイバーが有限な全射が存在する

ことしか期待できない点にある．別の言い方をすると，Lパラメータϕに対して Irr(G)

の空でない有限部分集合ΠG
ϕ（Lパケット）が自然に定まり，Irr(G) =

⨿
ϕ ΠG

ϕ となる

というのが局所ラングランズ対応の大まかな主張である．

G′がGの内部形式であるときにも，Lパラメータϕ : WQp × SL2(C) −→ Ĝ(C)に応

じてG′の既約スムーズ表現の有限集合ΠG′

ϕ が定まり，Irr(G′) =
⨿

ϕ ΠG′

ϕ となると期待

されている．しかし，ΠG′

ϕ は空であることもあり得る．どのようなϕに対してΠG′

ϕ ̸= ∅
となるかについても精密な予想がある．特に，ϕが離散的であるとき，すなわち，ϕ

の Ĝ(C)における中心化群Sϕが Ĝ(C)の中心を位数有限の部分群として持つときには

ΠG′

ϕ ̸= ∅であると予想されている．
近年の安定跡公式の理論の発展により，古典群に関する局所ラングランズ対応はか

なり解決に近づいていると言われている．また，GがGSp4およびその内部形式であ

る場合には，テータ対応とGL2, GL4の局所ラングランズ対応を用いることで局所ラン

グランズ対応が構成されている (Gan-Takeda, Gan-Tantono)．ただし，彼らの構成し

たLパケットが期待される性質を満たしているかどうかはまだ完全には確かめられて

いない．

2. Rapoport-Zink塔

ここでは，局所ラングランズ対応を幾何学的に実現すると期待されているRapoport-

Zink塔をGSp2nの場合に導入する．以下では，n ≥ 1を整数とする．Ẑur
p をZpの強ヘ

ンゼル化（最大不分岐拡大）の完備化とし，Q̂ur
p をその商体とする．

定義 2.1. XをFp上の勾配1/2のn次元p可除群とし，λ0 : X
∼=−−→ X∨をλ∨

0 = −λ0を満

たす同型とする（このようなλ0をXの偏極化と呼ぶ）．

定義 2.2. Ẑur
p 代数Aで p ∈ Aが羃零元となるようなもの全体のなす圏をNilpとおく．

関手M : Nilp −→ Setを以下で定める：M(A) = {(X, λ, ρ)}/ ∼=；ここで

X：A上のp可除群，λ：Xの偏極化，ρ : X⊗Fp
A/pA −→ X ⊗A A/pA：擬

同種写像，ρ−1 ◦ (λ mod p) ◦ ρはλ0のQ×
p 倍．



Mは Ẑur
p 上の形式スキームで表現されることが知られている．この形式スキームを

Rapoport-Zink空間と呼び，同じ記号Mで表す．
J = QIsog(X, λ0)を，偏極化λ0を定数倍を除いて保つXの自己擬同種写像全体のな

す群とする．Jは（ρに右から合成することで）Mに自然に作用する．

注意 2.3. DをQp上の四元数体とすると，J ∼= GU (n,D)であることが容易に分かる．

これはGSp2n(Qp)の内部形式である．

Mのリジッド一般ファイバーをMとおく．これはQ̂ur
p 上のリジッド空間である．M上

の普遍p可除群がM上に誘導するp可除群を X̃と書くと，これはM上エタールであり，

自然に偏極化 λ̃を持つ．この組 (X̃, λ̃)へのレベル構造を利用することで，GSp2n(Zp)の

コンパクト開部分群Kを添字集合に持つMのエタール被覆の射影系{MK}K⊂GSp2n(Zp)

を構成することができる．これをRapoport-Zink塔と呼ぶ．例えばKが合同部分群

Km = Ker(GSp2n(Zp) → GSp2n(Z/pmZ))の場合には，MKmは偏極化を定数倍を除い

て保つ同型Z/pmZ
∼=−−→ X̃[pm]を分類する空間である．特にM = MGSp2n(Zp)である．

Rapoport-Zink塔には次の2種類の群作用がある：

• Jの作用．これはレベルKを保つ作用であり，定義2.2で定めたM = MGSp2n(Zp)

への作用の自然な拡張である．

• G = GSp2n(Qp)の作用（Hecke作用）．これはレベルKを変える作用である．

g ∈ Gに対して同型MK −→Mg−1Kgが定まる．

したがって，Rapoport-Zink塔のコンパクト台エタールコホモロジーをとることで

G, Jが作用するベクトル空間を得ることができる：

定義 2.4. ℓをpと異なる素数とし，H i
RZ = lim−→K⊂GSp2n(Qp)

H i
c(MK ⊗Q̂ur

p
Q̂ac

p , Qℓ)とおく

（Q̂ac
p は Q̂ur

p の代数閉包）．これはGal(Q̂ac
p /Q̂ur

p )×G×Jの表現である．Gal(Q̂ac
p /Q̂ur

p ) =

Gal(Qp/Qur
p ) = IQpの作用はWQpへと自然に延長でき，H i

RZはWQp ×G× Jの表現と

なる．

この表現H i
RZをG, Jに対する局所ラングランズ対応を用いて記述することが本研究

の目標である．結果を述べる前に，GLnの場合に知られていることについて簡単に復

習しておく．

注意 2.5. 上記のRapoport-Zink空間の定義において，Xを勾配1/nの1次元p可除群に

置き換え，偏極化に関する条件を取り除いて得られる形式スキームをLubin-Tate空間

と呼ぶ．Lubin-Tate空間に対して上と同様の手続きを行うことで，コンパクト開部分群

K ⊂ GLn(Zp)で添字付けられたリジッド空間の射影系（Lubin-Tate塔）およびそのエ

タールコホモロジーH i
LTが定義される．この場合，G = GLn(Qp), J = D×

n（DnはQp

上の中心的斜体でHasse不変量が1/nのもの）となるので，H i
LTはWQp×GLn(Qp)×D×

n

の表現となる．

H i
LTには，局所ラングランズ対応と局所Jacquet-Langlands対応（GLn(Qp)の表現と

D×
n の表現の間の対応）が現れる．WQpのn次元 ℓ進表現σ，GLn(Qp)の既約スムーズ

表現π，D×
n の既約スムーズ表現ρが下のような関係にあるとする（WD(σ)はσに対応

するWeil-Deligne表現）．

WD(σ)
局所ラングランズ対応←−−−−−−−−−−−−→ π

局所 Jacquet-Langlands対応←−−−−−−−−−−−−−−−→ ρ



さらに，dim ρ > 1と仮定する（このときπは超尖点表現，σは既約表現となる）．こ

のとき，次が成り立つ（非可換Lubin-Tate理論）：

HomGLn(Qp)(H
i
LT, π) =

σ
(1− n

2

)
⊗ ρ (i = n− 1),

0 (i ̸= n− 1)．

より精密にH i
LT全体の既約分解も得られている（Boyerによる）が，ここでは述べない．

3. GSp4の場合

ここでは，GSp4の場合に得られた結果について述べる．本節の結果は伊藤哲史氏との

共同研究によるものである．

前述の通り，G = GSp4(Qp)およびJ = GU (2, D)に対しては局所ラングランズ対応

が構成されている．ϕ : WQp × SL2(C) −→ ĜSp4(C) = GSp4(C)を離散的なLパラメー

タとし，ΠG
ϕ , ΠJ

ϕをϕに対応するG, JのLパケットとする．

まず，ϕ|SL2(C)が自明である場合を考える．この場合，ΠG
ϕ , ΠJ

ϕはともに超尖点表現か

らなり，次が成り立つ：

定理 3.1. ρ ∈ ΠJ
ϕに対し，H i

RZ[ρ] = HomJ(H i
RZ, ρ)G-smとおく．これはWQp × Gの表

現である．H i
RZ[ρ]の超尖点部分をH i

RZ[ρ]cuspとする．

i) i ̸= 3のときH i
RZ[ρ]cusp = 0である．

ii) H3
RZ[ρ]cuspは次のような既約分解を持つ：

H3
RZ[ρ]cusp =

⊕
π∈ΠG

ϕ

σπ⊗π, σπはWQpの ℓ進表現で
⊕
π∈ΠG

ϕ

WD(σπ) = r ◦ ϕを満たす．

ただし，r : GSp4(C) ↪−→ GL4(C)は自然な埋め込みである．

この定理はGLnの場合の非可換Lubin-Tate理論の自然な一般化であり，また，Rapoport-

Zink空間のコホモロジーに関するKottwitzの予想の精密化ともなっている．

次に，ϕ|SL2(C)が非自明であり，かつΠG
ϕ が超尖点表現を含む場合を考える．このと

き，ΠG
ϕ は超尖点表現と超尖点的ではない離散系列表現からなる2元集合である．この

場合には，次が成り立つ：

定理 3.2. π ∈ ΠG
ϕ を超尖点表現とする．このとき，πはH3

RZ, H4
RZの部分商に現れる．

これはGLnのときには起こらなかった新しい現象であり，GSp4(A)のCAP表現がGSp4

の志村多様体のH2, H4に現れることの局所的な類似と見ることもできる．ただし，こ

の場合にはπはH2
RZには現れないと予想している（より強く，H2

RZ = 0であると期待

している）．πと対になってH3
RZ, H4

RZに現れるWQpやJの表現についても精密な予想

を立てており，現在はその解決に向けた研究が進行中である．

定理 3.1，定理 3.2の証明はいずれもGSp4の志村多様体（Siegelモジュラー多様体）

のコホモロジーと H i
RZ を結び付けることによって行われる．大まかな方針は非可換

Lubin-Tate理論の場合と類似しているが，Rapoport-Zink空間Mがとても大きな空間
であること，Siegelモジュラー多様体がコンパクトでないこと，Jが中心を法としてコ

ンパクトでないこと，GSp4(A)の保型表現に対して強重複度 1定理が成り立たないこ

となど，幾何学，表現論の両側面において様々な困難が発生する．


