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・原則として講義の記号を用いる．

1. Lie微分

問 1.1. Xをベクトル場，{φt}をXにより定まる一径数局所変換群（フロー）とする．
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{
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が成り立つことを示せ．
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が成り立つことを示せ．

問 1.2. Xをベクトル場とし，{φt}をXに附随する一径数局所変換群（フロー）とする．ω

を (r, s)テンソルとすると，以下は同値であることを示せ．
1) (φt)

∗ω = ωが（絶対値が）十分小さな tについて成り立つ．
2) LXω = 0が成り立つ．

2. 縮約

V を線型空間とし，V r,s = V r ⊗ (V ∗)sとする．r, s > 0とすると，1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ sに
ついて γi

j : V r,s → V r−1,s−1が
γi

j(v1 ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ φ1 ⊗ · · · ⊗ φs)

= φj(vi) v1 ⊗ · · · ⊗ v̂i ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ φ1 ⊗ · · · ⊗ φ̂j ⊗ · · · ⊗ φs

により定まる．次が成り立つ．

補題 2.1. π : E → M をベクトル束とする．Er,s = E⊗r ⊗ (E∗)sと置く．r, s > 0とすると，
1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ sについて πi

j : Er,s → Er−1,s−1が自然に定まる．
※ γi

jはここでの記号である．なお，γi
jは「バンドル写像」（あるいは「バンドル準同型」）

である．

定義 2.2. γi
jをテンソルの縮約（contraction）と呼ぶ．
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例 2.3. 1) ω ∈ Ω1(U), X ∈ X(U)とする．X⊗ω ∈ ΓU(T
1,1(U))である．γ1

1 : T 1,1(U) →
T 0,0(U) = C∞(U)について，γ1

1(X ⊗ ω) = ω(X)が成り立つ．
2) ωを (0, s)-テンソル，X1, . . . , Xs ∈ X(U)とする．ω ⊗X1 ⊗ · · · ⊗Xs ∈ ΓU(T

s,sM)で
あって，

s 回︷ ︸︸ ︷
γ1

1 ◦ γ11 ◦ · · · ◦ γ11(ω ⊗X1 ⊗ · · · ⊗Xs) = ω(X1, . . . , Xs)

が成り立つ．

命題 2.4. Lie微分と縮約は可換である．

縮約に関してはEinsteinの規約が良く用いられる．T を (r, s)-テンソル場とし，局所的に
T =

∑
i1,...,ir,j1,...,js

T i1,...,ir
j1,...,js

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs

と表す．Einsteinの規約は「同じ添字が上と下に現れる場合にはそれについては和を取る」
というものである．例えば

T = T i1,...,ir
j1,...,js

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs

と表す．ただ，和を取らず文字通りの意味で右辺を表したい場合もあるので，そのような場
合には注意書きをするなどの工夫が必要になる．

問 2.5. T を (r, s)テンソル場とし，局所的に
T =

∑
i1,...,ir
j1,...,js

T i1,...,ir
j1,...,js

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs

と表す．1 ≤ a ≤ r，1 ≤ b ≤ sとし，iaと jbに関してT の縮約を取って得られる (r−1, s−1)

テンソルを Sとする．
1)

S =
n∑

k=1

∑
i1,...,îa,...,ir
j1,...,ĵb,...,js

T i1,...,

a
⌣
k ,...,ir

j1,...,

b
⌣
k ,...,js

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂̂

∂xia
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir

⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ d̂xjb ⊗ · · · ⊗ dxjs

が成り立つことを示せ．
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2) Eisteinの規約を用いると，

S = T i1,...,

a
⌣
k ,...,ir

j1,...,

b
⌣
k ,...,js

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂̂

∂xia
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir

⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ d̂xjb ⊗ · · · ⊗ dxjs

と表されることを確かめよ．

問 2.6. Rn,Rmの標準的な基底をそれぞれ E = {e1, . . . , en}，F = {f1, . . . , fm}で表す．ま
た，F : Rn → Rmを線型写像とし，A = (aij)i,j ∈ Mm,n(R)を (E ,F )に関するF の表現行列
とする．そして，

φ =
∑
i,j

fiaije
∗
j

と定める．
1) φ ∈ Rm⊗ (Rn)∗が成り立つことを示せ．テンソル積の順序はあまり気にしなくて良い
（以下同様）．

2) v ∈ Rnについて，
φ(v) =

∑
i,j

fiaije
∗
j(v)

と定めれば，
∀ v ∈ Rn, F (v) = φ(v)

が成り立つことを示せ．
3) v ∈ Rnについて φ ⊗ v ∈ Rm ⊗ (Rn)∗ ⊗ Rnを考える．γ : Rm ⊗ (Rn)∗ ⊗ Rn → Rmを
第二成分と第三成分に関する縮約とすると，v ∈ Rnについて

γ(φ⊗ v) = F (v)

が成り立つことを示せ．

問 2.7. Mを多様体とし，{(Uα, φα)}α∈AをMの座標近傍系とする．また，φα(Uα)の座標を
(xα1, . . . , xαn)とする．さて，φα(Uα ∩ Uβ)上で φβα = φβ ◦ φα

−1と置く．この時，以下は同
値であることを示せ．

1) 各 α ∈ Aについて，Uα上の函数族 {Tα
i1,...,ir

j1,...,js}が定まっていて，
Tβ

i1,...,ir
j1,...,js = Tα

k1,...,kr
l1,...,ls(Dφβα)k1

i1 · · · (Dφβα)kr
ir(Dφβα)

l1
l1 · · · (Dφβα)

ls
js

が成り立つ，ただし，Dφβαの (i, j)成分を (Dφβα)
i
j，(Dφβα)

−1の (i, j)成分を (Dφβα)i
j

でそれぞれ表す．
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2)

T =
∑

i1,...,ir
j1,...,js

Tα
i1,...,ir

j1,...,js

∂

∂xαi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xαir
⊗ dxαj1 ⊗ · · · ⊗ dxαjs

とすると，T は大域的に定まった (r, s)テンソルである．
※ 伝統的には物理では前者の記述が，数学では後者の記述が好まれる傾向にある．

（以上）
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