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基本的なフラクタル格子の 1つである Sierpinski gasket 格子上での長
距離浸透モデルに対して、ランダムグラフ上のランダムウォークの混合
時間の評価 ([3]) と、ランダムグラフの等周定数について考える。

平面上の点O = (0, 0), u0 = (1
2
,
√
3
2
), v0 = (1, 0)に対して、三角形Ou0v0

の 3個の頂点と 3本の辺からなるグラフをG0とする。さらに、un = 2nu0,

vn = 2nv0とし、有限グラフの列 {Gn}∞n=0を

Gn+1 = Gn ∪ (Gn + un) ∪ (Gn + vn) (n = 0, 1, 2, · · · )

によって定義する。G = ∪∞
n=0Gnを Sierpinski gasket格子 (pre-Sierpinski

gasket)と呼ぶ。以下ではGnの頂点集合を Vnで表す。
nを固定し、有限グラフGn上で長距離浸透モデルの問題を考える。す

なわち、p(1) = 1,

p(k) = 1− exp(−βk−s) (k = 2, 3, 4, · · · )

（β, sは正の実数）として、各 x, y ∈ Vn (x ̸= y)に対して独立に、確率
p(|x− y|)で、2点 x, yがランダムな辺で結ばれるとする。（|x− y|は、Gn

上における 2点間の最短ステップ数。）Vnに属する頂点と、上記の規則
によって作られるランダムな辺からなるランダムグラフをG′

nとおく。な
お、ここでは向き付けられた辺集合を考え、x, yが辺で結ばれているとき
には辺 (x, y)と辺 (y, x) が存在しているとみなす。また、Gn上の長距離
浸透モデルに対する確率測度を Pで表す。
ランダムグラフG′

nの形状を固定するごとに、その上で、推移確率P (x, y) =

P (Xt+1 = y|Xt = x)が

P (x, y) =


1

2deg(x)
(x ̸= yかつ x, yがG′

n上の隣接点のとき)
1
2

(x = yのとき)

0 (その他)

(x, y ∈ Vn)

（deg(x)は xから出ている辺の本数）で与えられる離散時間 lazy random

walk {Xt}∞t=0を考え、{Xt}∞t=0の混合時間を τ(G′
n)とおく。なお、以下で

は d = log 3/ log 2とする。
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定理 1 ([3]) d < s < 2dのとき、正の定数 c1, c2 が存在して次が成り
立つ。

lim
n→∞

P
(
c12

(s−d)n ≤ τ(G′
n) ≤ nc22(s−d)n

)
= 1.

Z/nZ上の長距離浸透モデルに対しては、τ(G′
n)に相当する量が 1 <

s < 2のとき ns−1のオーダー、s > 2のとき n2のオーダーとなり、s = 2

の前後で不連続に変化することが [1]で示されている。（[2]で証明の一部
が修正されている。）一方、Sierpinski gasket 格子上の長距離浸透モデル
の場合には、s > 2dのときの τ(G′

n)の評価はまだ得られていない。

以下では、τ(G′
n)と深い関係を持つ量であるランダムグラフの等周定数

について考える。π = (π(x))x∈VnをG′
n上の lazy random walk {Xt}∞t=0の

定常分布とし、Q(x, y) = π(x)P (x, y) (x, y ∈ Vn)とおく。また、A,B ⊂ Vn

に対して π(A) =
∑

x∈A π(x), Q(A,B) =
∑

x∈A
∑

y∈B Q(x, y) と書く。

ϕ∗ = min
D⊂Vn

0<π(D)≤ 1
2

Q(D,Dc)

π(D)

を等周定数と呼ぶ。

命題 2 (1) d < s < 2dのとき、正の定数 c3, c4が存在して次が成り立つ。

lim
n→∞

P
(
n−c32(d−s)n ≤ ϕ∗ ≤ c42

(d−s)n
)
= 1.

(2) s ≥ 2dのとき、正の定数 c5, c6が存在して次が成り立つ。

lim
n→∞

P
(
c5n

−13−n ≤ ϕ∗ ≤ c6n3
−n

)
= 1.

参考文献
[1] Benjamini, I., Berger, N., Yadin, A. Long-range percolation mixing

time. Combin. Probab. Comput. 17, 487–494 (2008)

[2] Benjamini, I., Berger, N., Yadin, A. Long-range percolation mixing

time. arXiv:math/0703872v2. (2009)

[3] Misumi, J. The mixing time of a random walk on a long-range

percolation cluster in pre-Sierpinski gasket. J. Stat. Phys. 165, 153-

163 (2016)

2


