
数学講究XBレポート問題 (会田担当分)

以下の中から 2問を選んで解け. ただし, 以下で現れる測度はルベーグ測度に絶対連続で密度関数は滑ら

かな正値関数とする. また, Ck
b (Rn) で Rn 上の Ck 級関数のうち関数自身とその関数の k 階までの導関数

がすべて有界関数である物全体を表す.

1. Rn 上の確率測度 µ に対して次の対数ソボレフ不等式が成立するとする.∫
Rn

f(x)2 log
(
f(x)2

)
dµ(x) ≤ α

∫
Rn

|Df(x)|2dµ(x) + ∥f∥2L2(Rn,µ) log(∥f∥
2
L2(Rn,µ)) f ∈ C1

b (Rn).

ただし, α > 0,Df(x) = ( ∂f
∂x1

(x), . . . , ∂f
∂xn

(x)), |Df(x)| =
{∑n

i=1

(
∂f
∂xi

(x)
)2

}1/2

. このとき, 1 + εg

(ε は十分小さい正数)をこの不等式に代入して, ε → 0 とすることにより g ∈ C1
b に対して次のポア

ンカレ不等式が成立することを示せ.∫
Rn

(
g(x)−

∫
Rn

g(x)dµ(x)

)2

dµ(x) ≤ α

2

∫
Rn

|Dg(x)|2dµ(x).

2. µi (i = 1, 2, . . .) を R 上の有限測度とする. αi > 0 が存在し対数ソボレフ不等式∫
R
f(x)2 log(f(x)2)dµi(x) ≤ αi

∫
R
|f ′(x)|2dµi(x) + ∥f∥2L2(R,µi)

log(∥f∥2L2(R,µi)
) f ∈ C1

b (R)

が成立するとする. 直積測度 µ = µ1 ⊗ · · · ⊗ µn に対して, 対数ソボレフ不等式∫
Rn

f(z)2 log
(
f(z)2

)
dµ(z) ≤α

∫
Rn

|Df(z)|2dµ(z) + ∥f∥2L2(Rn,µ) log(∥f∥
2
L2(Rn,µ)) f ∈ C1

b (Rn) (∗)

が成立することを次に従って示せ. ただし, α = max{α1, . . . , αn}. Df(z) の定義は問題 1 と同じ

である. また, z = (x, y) ∈ Rn+m, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm と表すことにし,

µ(n)(dx) = (µ1 ⊗ · · · ⊗ µn) (dx) µ
(m)(dy) = (µn+1 ⊗ · · · ⊗ µn+m) (dy) をそれぞれ, Rn,Rm 上の直積

測度とする.

(a) Rn+m 上の C1
b 関数 f(z) (z = (x, y), x ∈ Rn, y ∈ Rm) に対し, φ(y) =

√∫
Rn f(x, y)2dµ(n)(x)

とおく. ただし, すべての (x, y) について f(x, y) > 0 を仮定する.∫
Rm

|(Dφ)(y)|2dµ(m)(y) ≤
∫
Rn+m

|(Dyf)(z)|2dµ(z)

を示せ. ただし, Dyf は y に関する偏微分Dyf(z) =
(

∂f
∂y1

, . . . , ∂f
∂ym

)
である.

(b) 帰納法を用いて, (∗) を示せ.

3. {Xn}∞n=1 を P (Xn = 1) = P (Xn = −1) = 1
2 を満たす独立確率変数とし, Sn =

∑n
k=1 Xk とおく.

任意の有界連続関数 f について limn→∞ E
[
f
(

Sn√
n

)]
=

∫
R f(x) e

− x2

2√
2π

dx となることが知られている.

f ∈ C1
b (R) のとき

lim
n→∞

∫ 1

0

E

[
f

(
Sn√
n− 1

+
2t− 1√

n

)]
dt =

∫
R
f(x)

e−
x2

2

√
2π

dx

となることを示せ.

4. 講義の中で紹介した Cn 上の離散対数ソボレフ不等式の n = 1 の場合を証明せよ. さらに Cn 上の不
等式で等号成立の条件は関数が定数関数であることを示せ.
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