
数学解析レポート問題 3

1. ϕ(x)を Rn上の有界連続関数とする．X = L2(Rn, dx)とおく．f ∈ X に対して

(Tf)(x) = ϕ(x)f(x)

と定義する．このとき，T はX上の有界線形作用素であることを示せ．また ‖T‖ = supx |ϕ(x)|で
あることを示せ．

2 h0(x) = 1とし n次多項式 hn(x) (n ≥ 1)を次の式で定める．
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tnhn(x) = etx− t2

2 を示せ．

(2) (1)を用いて h′
n(x) = hn−1(x) (n ≥ 1)を示せ．

(3) (1)を用いて (n + 1)hn+1(x) − xhn(x) + hn−1(x) = 0 (n ≥ 1)を示せ．

(4) h′′
n(x)−xh′

n(x) = −nhn(x) (n ≥ 0)となることを示せ．(すなわちhnは作用素L = − d2

dx2 +x d
dx

の固有値を nとする固有関数である).

(5) en(x) =
√

n!hn(x) (n = 0, 1, . . .)とおく．{en | n = 0, 1, . . .}はヒルベルト空間

X =
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∣∣∣ f はルベーグ可測で
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の完全正規直交系であることを次の定理を用いて示せ．
定理 µを R上の有限 Borel測度で, 任意のK > 0について,∫

R
eK|x|dµ(x) < ∞.

となるものとする. X = L2(R, dµ)とする. このとき, P := {R上の多項式の全体}とすると P は
X の中で稠密である.

(6) un(x) = en(x) 1
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4 とおく．次を示せ．

(i) {un | n = 0, 1, 2, . . .}は L2(R, dx)の完全正規直交系である．
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un(x) = nun(x) (n = 0, 1, 2, . . .)


