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以上の文献は下にいくほど新しい文献である。[1, 2, 3]は 1980年以前、[4]は 1980年、[5, 6, 7, 8]
は 2000年以後の出版である。[1, 4]はコンパクトにまとまっている。[7, 4]はルベーグ積分の歴史
にも詳しい。また、[7]では、Stieltjes積分の説明も詳しい。[6]は記述がわかりやすいが、測度論
一般の説明と言うより、Rn上の関数、測度の実解析的観点から書かれている。[3]は全測度 1の測
度空間、確率空間上の測度論が基礎から展開され、確率論特有の言葉に慣れるのによい。[5]では、
講義ではあまり話されない停留位相、ラプラスの漸近公式も述べられている。

2 リーマン積分

2.1 平面上の積分

ここではリーマン積分の定義を思い出す。記述を簡単にするため、2次元 (平面)の場合に述べ
るが、一般次元でも同じである。E = {(x, y) | x ∈ [a, b], y ∈ [c, d]} とする。f(x, y)を E 上の有

界関数とする。
∫∫

E
f(x, y)dxdy の定義を思い出そう。
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定義 2.1 Eの分割

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b, c = y0 < y1 < · · · < ym = d

に対し、

S(f,∆) =
∑

1≤i≤n,1≤j≤m

sup {f(x, y) | xi−1 ≤ x ≤ xi, yj−1 ≤ y ≤ yj} (xi − xi−1)(yj − yj−1)

s(f,∆) =
∑

1≤i≤n,1≤j≤m

inf {f(x, y) | xi−1 ≤ x ≤ xi, yj−1 ≤ y ≤ yj} (xi − xi−1)(yj − yj−1).

さらに

S(f) = inf {S(f,∆) | ∆はすべての分割を動く}
s(f) = sup {s(f,∆) | ∆はすべての分割を動く}

S(f), s(f)については次のDarbouxの定理が基本的である。

定理 2.2 ∆ に対して |∆| = max{xi − xi−1, yj − yj−1 | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} とおく。
lim
|∆|→0

S(f,∆) = S(f), lim
|∆|→0

s(f,∆) = s(f)が成立する。

定義 2.3 S(f) = s(f)のとき、f(x, y)はE上可積分と言い、この共通の値を
∫∫

E
f(x, y)dxdyと

書く。

注 2.4 (1) f(x, y)が連続ならば可積分である。実は可積分になるための必要十分条件は f(x, y)
の”不連続点の集合の測度ゼロ”ということが知られている。これについては後ほど述べる。
(2)f(x, y)が可積分ならばDarbouxの定理からどのように分点 ξi,j ∈ [xi−1, xi]× [yj−1, yj ] を選ん
でも ∫∫

E
f(x, y)dxdy = lim

|∆|→0

∑

1≤i≤n,1≤j≤m

f(ξi,j)(xi − xi−1)(yj − yj−1)

となる。逆にこの極限が分点、分割の取り方によらず同じ値に収束するなら、f(x, y)が可積分に
なることもDarbouxの定理から容易に分かるだろう。

2.2 面積について

前章の積分に基づいてリーマン積分の意味での面積の定義を思い出そう。有界集合 A ⊂ R2を
考える。

1A(x, y) =





1 (x, y) ∈ A

0 (x, y) ∈ Ac
(2.1)

と定義し、1AをAの定義関数と言う。
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定義 2.5 (Aの面積の定義) A ⊂ Eとなる長方形を一つ取る。1AがEで可積分のとき、

|A| =
∫∫

E
1A(x, y)dxdy. (2.2)

この定義で、ある E に対して 1Aが可積分ならば他の Aを含む長方形 E′についても 1Aは E′上
可積分で ∫∫

E
1A(x, y)dxdy =

∫∫

E′
1A(x, y)dxdy

が成立する。したがって、Aの面積 |A|の定義はEの取り方にはよらない。

有界でない集合についても広義積分で面積を定義できるが、リーマン積分に基づいた面積の定
義に深入りしてもあまり意味がないので、述べないことにする。

定義 2.6 S(1A)をmJ(A), s(1A)をmJ(A) と書き、それぞれ Aの Jordan外測度、Jordan内測
度と言う。また面積 |A|のことをAの Jordan測度とも呼び、mJ(A)とも書く。S(1A), s(1A)を定
義する時には、Aを含む長方形 Eを取ることになるが、これらの値は Eの取り方にはよらない。
積分の定義から Jordan内測度と Joran外測度が一致する時、面積が確定することになる。またこ
のとき、Aは Jordan可測と言う。

例 2.7 (1) c(t) = (x(t), y(t))を区分的に C1の平面上の単純閉曲線 (c(0) = c(1)かつ t 6= t′のと
き c(t) 6= c(t′))とし、この曲線で囲まれた図形Aの面積は確定。
(2) A を E = [0, 1]2 の点で x 座標、y 座標がともに有理数であるような点全体の集合とする。
mJ(A) = 0, mJ(A) = 1 で Jordan可測ではない。

この講義では証明しないが以下の性質が成り立つ。

定理 2.8 以下A,Aiは有界集合とする。
(1) mJ(A) ≤ mJ(A).
(2) (Jordan測度の有限加法性)A1, A2が Jordan可測ならばA1 ∪A2, A1 ∩A2も Jordan可測で

mJ(A1 ∪A2) = mJ(A1) + mJ(A2)−mJ(A1 ∩A2).

(3) {Ai}n
i=1が Jordan可測ならば ∪n

i=1Aiも Jordan可測で

mJ(∪n
i=1Ai) ≤

n∑

i=1

mJ(Ai).

(4) A ⊂ E (Eは長方形)のとき、

mJ(A) = |E| −mJ(Ac ∩ E).

またAが Jordan可測ならばAc ∩ Eも Jordan可測である。
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演習問題 2.9 Aを R2 の集合とする。1A の不連続点全体の集合は Aの境界と一致することを示
せ。ただし、Aの境界 ∂Aとは次の集合である。

∂A =
{
P ∈ R2 | 任意の ε > 0に対して、Bε(P ) ∩A 6= ∅, Bε(P ) ∩Ac 6= ∅ }

. (2.3)

ただし、P = (p, q)のときBε(P ) = {(x, y) |
√

(x− p)2 + (y − q)2 < ε}.

演習問題 2.10 有界集合A ⊂ R2の面積が確定するための必要十分条件はAの境界の Jordan測度
の面積が 0であることを示せ。

演習問題 2.11 Rの閉区間 I = [a, b]をとる。

(i) I の中点を中心とした長さ 1
3 の開区間を除く。

(ii) (i)の操作で除かれた後の左側の閉区間を I1,右側の閉区間を I2とする。I1の中点を中心に、
長さ

(
1
3

)2の開区間を除く。同様に I2の中点を中心に長さ
(

1
3

)2 の開区間を除く。

(iii) (ii)の操作の後残っている閉区間を左から I1,1, I1,2, I2,1, I2,2とする。おのおのの閉区間の中
点を中心とした長さ

(
1
3

)3の開区間を除く。以下この操作を繰り返す。

以上のような開集合を除去して最終的に得られる集合 C は Cantor集合と呼ばれる。mJ(C) = 0
を示せ。また、n回目の操作で除かれる開区間の長さを rn (0 < r < 1

3) として得られる閉集合を
Crと書くとき Crは Jordan可測では無いことを示せ。

2.3 ルベーグ測度について

例 2.7 (2)の集合 Aは Eの稠密な部分集合だが可算集合である。したがって、その面積は 0に
なってもおかしくない。しかし、その Jordan外測度は正でそのため面積が 0ではなくなっている。
これは、Jordan外測度が規則的に並んだ長方形の和で覆ったときの面積で近似するという近似の
仕方が粗すぎることにある。そのためルベーグはもっとうまく外から図形を覆って外測度が小さく
なるように工夫して次の定義を置いた。以下では特に 2次元にかぎらず一般次元で定義を与える。

定義 2.12 Aを Rnの部分集合とする。Aのルベーグ外測度mL(A)を次のように定義する。

mL(A)

= inf

{ ∞∑

i=1

|Ii|
∣∣∣ Ii は Rnの直方体 (

∏n
i=1[ai, bi]の形の図形 )で、A ⊂ ∪∞i=1Ii

}
(2.4)

次の (1)-(4)は定義から簡単にわかる。(5)-(7)は少し工夫を要する。

演習問題 2.13 (1) A ⊂ BならばmL(A) ⊂ mL(B).
(2) Aiがルベーグ外測度ゼロの集合ならば ∪∞i=1Aiのルベーグ外測度もゼロ。
(3) Aが可算集合ならばmL(A) = 0.
(4) Aを有界集合とするとmL(A) ≤ mJ(A).
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(5) Aを有界閉集合とする。このとき、Aのルベーグ測度が 0ということと Jordan測度が 0とい
うことは同じである。
(6) Eを Rnの直方体とする。mL(E)はEの体積と一致する。
(7) Eを R2の長方形とし、A ⊂ Eとする。このとき、

mL(A) + mL(Ac ∩ E) ≥ mL(E).

上の演習問題の (6)は、次のように拡張される。
任意の集合A,Bについて、

mL(A ∩B) + mL(Ac ∩B) ≥ mL(B). (2.5)

この拡張は重要なことであるが、これについては、10.2章を参照せよ。
次にルベーグ測度の定義を与える。

定義 2.14 Aを Rnの部分集合とする。任意の Rnの部分集合Bに対してつねに

mL(A ∩B) + mL(Ac ∩B) = mL(B) (2.6)

が成立するとき、Aをルベーグ可測集合、mL(A)を Aのルベーグ測度と言いmL(A)と書く。ま
た、Rnのルベーグ可測な部分集合全体をBL(Rn) と書く。

注 2.15 Aが有界集合とする。Eを直方体でA ⊂ Eのとき、B = Eとすると (2.6)は

mL(A) = |E| −mL(Ac ∩ E) (2.7)

と同じである。この式は定理 2.8の (4)の式に従い、右辺を Aの「ルベーグ内測度」の定義と思
うならば、「ルベーグ内測度＝ルベーグ外測度」を意味し、Jordan測度の定義から見ても定義と
してふさわしいと見て取れる。

ルベーグ可測集合、Jordan可測集合の定義と定理 2.8 (4)と演習問題 2.13 (4), (6)から次が直
ちにわかる。

定理 2.16 Rn の有界集合 A が Jordan 可測とする。このとき、A はルベーグ可測で mJ(A) =
mL(A).

定理 2.17 (1) Rn, ∅ ∈ BL(Rn).
(2) A ∈ BL(Rn)ならばAc ∈ BL(Rn).
(3) Ai ∈ BL(Rn) (i ∈ N)ならば ∪∞i=1 ∈ BL(Rn).
(4) (ルベーグ測度の完全加法性) Ai ∈ BL(Rn) (i ∈ N)かつ i 6= jのときAi ∩Aj 6= ∅ならば

mL(∪∞i=1Ai) =
∞∑

i=1

mL(Ai). (2.8)

定理 2.17の (3), (4)が解析での極限と積分の順序交換に有効に働く基本的に重要な性質である。
定理 2.16とあわせれば面積・体積が定義される集合が非常にたくさんあることがわかる。
ルベーグ測度のその他の基本的な性質は 10.1章にまとめる。
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3 測度空間

3.1 定義と性質

定義 3.1 以下Xと書いたら集合を表す。また、2XでXの部分集合全体を表す (X 自身、∅も入る)。
2X の部分集合はX の部分集合の集合だがそれを集合族と呼ぶ。

定義 3.2 (可測空間) X を集合、F を 2X の部分集合 (すなわち F の要素はX の部分集合)とす
る。(X,F)が可測空間であるとは次が成立する時に言う。
(1) X, ∅ ∈ F .
(2) A ∈ F ならばAc ∈ F .
(3) An ∈ F (n = 1, 2, . . .)ならば ∪∞n=1An ∈ F .
上の (1), (2), (3)をみたす集合族を σ-algebra, σ-field,σ-加法族, σ-集合体などという。

例 3.3 (X, 2X)は明らかに可測空間である。X が有限集合あるいは可算個の要素からなる集合な
らこれは自然な例である。

命題 3.4 (X,F)を可測空間とする。このとき、次が成立する。
(3)′ An ∈ F (n = 1, 2, . . .)ならば ∪N

n=1An ∈ F (N ∈ N).

証明 定義 3.2 (2) の条件で、An = ∅ (n = N + 1, N + 2, . . .) とすればよい。

注 3.5 定義 3.2の (1), (2)と上の (3)′をみたす集合族を有限加法族とよぶ。あきらかに σ-加法族
は有限加法族である。

定義 3.6 (測度空間) (X,F)を可測空間とし、mをF 上の関数とする。mが次の性質をみたすと
き、mを測度、三つ組 (X,F ,m)を測度空間と言う。
(1) すべてのA ∈ F について 0 ≤ m(A) ≤ +∞ かつm(∅) = 0.
(2) (可算加法性,完全加法性) An ∈ F がAn ∩Am = ∅ (n 6= m) をみたせば、

m(∪∞n=1An) =
∞∑

n=1

m(An). (3.1)

特に、
(i) m(Xn) < ∞ (n ∈ N)が存在してX = ∪∞n=1Xnのとき σ-有限測度空間、
(ii)m(X) < ∞のとき有限測度空間、
(iii) m(X) = 1のとき確率空間 (mを確率測度と言う)
と言う。

注 3.7 (1) A ⊂ 2X とし, (X,A,m)が

(i) Aは有限加法族

(ii) すべてのA ∈ Aについて 0 ≤ m(A) ≤ +∞かつm(∅) = 0.
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(iii) Ai ∈ A (1 ≤ i ≤ n, n ∈ N), がAi ∩Aj = ∅をみたせばm(∪n
i=1Ai) =

∑n
i=1 m(Ai).

をみたすとき、有限加法的測度空間と言う。Jordan測度はこの性質をみたす。

例 3.8 (1) X を集合とし、F = 2X とする。

m(A) =





Aの要素の数 Aが有限集合

+∞ Aが無限集合.
(3.2)

(2) X = Rn, F としてルベーグ可測集合の全体 BL(Rn), ,m(A)を Aのルベーグ測度の三つ組
(Rn,BL(Rn),mL).

確率論では

X = {w : [0,∞) → Rn | w(0) = 0 で w(t)は tの連続関数} (3.3)

X = [0, 1]N (3.4)

のような無限次元空間上に測度 (確率測度)を考える必要がある。どのような σ-加法族を考えるか
については、3.2を見よ。

命題 3.9 (X,F ,m)を測度空間とする。次が成り立つ。
(1) Ai ∈ F (1 ≤ i ≤ n) のとき∪n

i=1Ai ∈ X. さらにAi∩Aj = ∅ならばm(∪n
i=1Ai) =

∑n
i=1 m(Ai).

(2) A,B ∈ F が A ⊂ B を満たせばm(A) ≤ m(B). さらに、m(B) < ∞ならばm(A) < ∞で
m(B \A) = m(B)−m(A).
(3) An ⊂ An+1, An ∈ F (n = 1, 2, . . .) のとき

lim
n→∞m(An) = m (∪∞n=1An) . (3.5)

(4) An ∈ F (n = 1, 2, . . .)ならばm (∪∞n=1An) ≤ ∑∞
n=1 m(An).

(5) An ⊃ An+1, An ∈ F (n = 1, 2, . . .) かつある n0に対してm(An0) < ∞とする。このとき、

lim
n→∞m(An) = m(∩∞n=1An). (3.6)

(6) A4B := (A\B)∪(B\A)とおく。m(A) < ∞,m(B) < ∞とする。|m(A)−m(B)| ≤ m (A4B).

証明 (1) 定義 3.6の完全加法性でAn+1 = An+2 = · · · = ∅とすればよい。
(2) B = A∪ (B \A)かつA∩ (B \A) = ∅. ここでB \A = B∩Acである。(1)の結果よりm(B) =
m(A) + m(B \A) ≥ m(A). m(B) < ∞のときm(A) < ∞であり、m(B \A) = m(B)−m(A).
(3) Bn = An \An−1 (n ≥ 1, A0 = ∅)とおく。

1. AN = ∪N
n=1An = ∪N

n=1Bn (N ∈ Nまたは+∞)

2. n > mのとき、Bn ∩Bm ⊂ Ac
n−1 ∩Am = ∅.
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したがって、完全加法性とすでに証明した (1)より

m (∪∞n=1An) = m (∪∞n=1Bn) = lim
N→∞

N∑

n=1

m(Bn) = lim
N→∞

m
(∪N

n=1Bn

)

= lim
N→∞

m(AN ). (3.7)

(4) まず帰納法で

m
(∪N

n=1An

) ≤
N∑

n=1

m(An) (3.8)

を示す。
(i) N = 2のとき A1 ∪ A2 = A1 ∪ (A2 \ A1)より m(A1 ∪ A2) = m(A1) + m(A2 \ A1) ≤

m(A1) + m(A2).
(ii) N のときOKとする。N = 2の結果と帰納法の仮定から

m
(
∪N+1

n=1 An

)
= m

(
(∪N

n=1An) ∪AN+1

)

≤ m
(∪N

n=1An

)
+ m(AN+1)

≤
N+1∑

n=1

m(An). (3.9)

これで示された。目的の式は (3.8)でN →∞として (3)の結果を適用すればよい。
(5) An \An+1 = Bn, ∩∞n=1An = C とおく。n > mのとき、Bn ∩Bm ⊂ An ∩Ac

m+1 = ∅.

An0 \ C = ∪∞n=n0
Bn. (3.10)

したがって、(2)の結果と測度の完全加法性よりm(C) < ∞,m(An) < ∞ n ≥ n0で

m(An0)−m(C) =
∞∑

n=n0

m(Bn) = lim
N→∞

N∑
n=n0

(m(An)−m(An+1))

= lim
N→∞

(m(An0)−m(AN+1)) . (3.11)

ゆえにm(C) = limN→∞m(AN ). なお (3.10)は図を書くとほとんど自明だが次のようにチェック
できる。

(i) x ∈ An0 \ C とする。このとき、ある n ≥ n0 に対して x ∈ An かつ x /∈ An+1.したがって
x ∈ An \An+1 = Bn.

(ii) x ∈ ∪n=n0Bnとする。このとき、ある n ≥ n0に対して x ∈ Bn = An \ An+1. したがって
x ∈ An0 かつ x /∈ C.
(6) m(A) = m(A∩B)+m(A∩Bc), m(B) = m(A∩B)+m(B∩Ac). したがって、|m(A)−m(B)| =
|m(A ∩Bc)−m(B ∩Ac)| ≤ m(A ∩Bc) + m(B ∩Ac) = m(A4B).

命題 3.10

lim sup
n→∞

An = ∩∞n=1 {∪∞i=nAi} (3.12)

lim inf
n→∞ An = ∪∞n=1 {∩∞i=nAi} (3.13)

9



と定義する。lim infn→∞An = lim supn→∞Anのとき、limn→∞Anと書く。次が成立する。
(1) lim infn→∞An ⊂ lim supn→∞An.
(2) m(lim infn→∞An) ≤ lim infn→∞m(An).
(3) ある n0 ∈ Nに対してm

(∪∞n=n0
An

)
< ∞とする。このとき、

lim sup
n→∞

m(An) ≤ m

(
lim sup

n→∞
An

)
. (3.14)

(4) ある n0 ∈ Nに対してm
(∪∞n=n0

An

)
< ∞とする。limn→∞Anが存在するとき、

lim
n→∞m(An) = m

(
lim

n→∞An

)
. (3.15)

証明 (1) x ∈ lim inf An とするとある n0 が存在して x ∈ ∩i=n0Ai. ゆえに任意の n に対して
x ∈ ∪i=nAi. したがって、x ∈ lim sup An.
(2) Bn = ∩∞i=nAi とおく。lim infn→∞An = ∪∞n=1Bn である。B1 ⊂ B2 ⊂ B3 ⊂ · · · だから命
題 3.9 (3)より

m
(
lim inf
n→∞ An

)
= m (∪∞n=1Bn)

= lim
n→∞m(Bn)

= lim inf
n→∞ m(Bn)

≤ lim inf
n→∞ m(An) (3.16)

(3) Cn = ∪∞i=nAiとおく。lim sup An = ∩∞n=1Cnかつ C1 ⊃ C2 ⊃ C3 ⊃ · · · , m(Cn0) < ∞だから
命題 3.9 (5)より

m (lim sup An) = m (∩∞n=1Cn)

= lim
n→∞m(Cn)

= lim sup
n→∞

m(Cn)

≥ lim sup
n→∞

m(An). (3.17)

(4) (2),(3)の結果より

m
(
lim inf
n→∞ An

)
≤ lim inf

n→∞ m(An) ≤ lim sup
n→∞

m(An) ≤ m

(
lim sup

n→∞
An

)
. (3.18)

仮定よりこの４つの量はすべて等しい。

演習問題 3.11

lim sup
n→∞

An =
{
x ∈ X | n(1, x) < n(2, x) < · · · < n(k, x) < · · · が存在して x ∈ ∩∞k=1An(k,x)

}

(3.19)

lim inf
n→∞ An =

{
x ∈ X | n(x)が存在して x ∈ ∩∞n=n(x)An

}
(3.20)

を示せ。
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演習問題 3.12 {fn(x)}∞n=1, f(x)をX上の [0,+∞]値関数とし、すべてのnと xについて fn(x) ≤
fn+1(x)かつ limn→∞ fn(x) = f(x)とする。a, bは 0 ≤ a < b ≤ +∞を満たすとする。

An = {x ∈ X | a < fn(x) ≤ b} (3.21)

A = {x ∈ X | a < f(x) ≤ b} (3.22)

とおく。このとき、limn→∞An = Aを示せ。

なお、命題 3.10 (2)と演習問題 3.12 は単調収束定理 (定理 5.13)の証明で用いる。

3.2 ある集合族から生成された σ-加法族

感じとしては、σ-加法族とはX の部分集合のうち、面積、体積が定義され得る集合全体のこと
であるが、2X 以外に性質 (1)～(3)をみたすものをどう作るか? 疑問に思うのが自然である。
そこで次の概念を定義する。

定義 3.13 C1, C2 ⊂ 2X とする。C1 ⊂ C2のとき C1は C2より小さい (C2は C1より大きい) と言う。

以下、上の意味で集合族の大小関係 (数学用語では順序)を考えることにする。

補題 3.14 C ⊂ 2X とする。
σ(C) = ∩λ∈ΛFλ

と定義する。ただし、{Fλ | λ ∈ Λ} は C ⊂ Fλ となる σ-加法族Fλ全体を表す。すると σ(C)は C
を含む σ-加法族の中で最小のものである。

証明 まず、2X 自身は σ-加法族だから少なくとも一つは C ⊂ Fλとなるものがあることに注意す
る。また、C ⊂ σ(C)は自明。したがって、次の二つを示せばよい。

(i) σ(C)は σ-加法族であること
(ii) F が σ-加法族で C ⊂ F をみたせば σ(C) ⊂ F となること

(i)の証明：定義 3.2の条件 (1)-(3)を示す。
(1) 任意の λについてX, ∅ ∈ FλだからX, ∅ ∈ σ(C).
(2) A ∈ σ(C)ならば任意の λ ∈ ΛについてA ∈ Fλ. Fλは σ-加法族だからAc ∈ Fλ ∀λ ∈ Λ. し
たがってAc ∈ σ(C).

(3) An ∈ σ(C) (n = 1, 2, . . .)とする。An ∈ Fλだから ∪nAn ∈ Fλ. これがすべての λについて
言えるから ∪nAn ∈ σ(C).
以上から σ(C)は σ-加法族。

(ii)の証明：C ⊂ F ならばこの F は {Fλ}の中に入っている。したがって σ(C) ⊂ F .

定義 3.15 σ(C)を Cで生成された σ-加法族という。

多くの σ-加法族がこのような形で得られる。代表的なのが Rnの Borel(ボレル)集合族である。
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例 3.16 X = Rnとする。C = {O ⊂ Rn | Oは Rnの開集合 } とする。σ(C)をB(Rn)と書き、
Rnのボレル集合族と言う。また、B(Rn)に属す集合をボレル可測集合という。ボレル可測集合は
ルベーグ可測集合である (理由は?)。B(Rn) ( BL(Rn) が知られている。さらにBL(Rn) ( 2X も
選択公理を仮定すれば証明することができる。
さらに、一般に位相空間 Sについても、その開集合全体で生成された σ-加法族も Borel集合族
と言い、B(S)と書く。Sの例としては (3.3), (3.4) などがある。

演習問題 3.17 X = Rnとする。次の Ci (i = 1, . . . , 5)のいずれにしても σ(Ci)はB(Rn)になる
ことを示せ。
(1) C1 = {Rnの閉集合全体 }
(2) C2 = {∏n

i=1[ai, bi] | −∞ < ai < bi < ∞}
(3) C3 = {∏n

i=1[ai, bi) | −∞ < ai < bi < ∞}
(4) C4 = {∏n

i=1(ai, bi] | −∞ < ai < bi < ∞}
(5) C5 = {Br(a) | rは有理数、a ∈ Rn かつ aの各座標成分はすべて有理数 }. ただし、Br(a) =
{x ∈ Rn | d(x, a) < r}.

4 可測関数

以下一般な集合X から実数への写像 (関数)を考える。以下の性質は基本的であり、(1)はこれ
からよく使う。

命題 4.1 集合X, Y と写像 f : X → Y を考える。A ⊂ X に対して f(A) := {f(x) | x ∈ A}を A

の f による像、B ⊂ Y に対して f−1(B) := {x ∈ X | f(x) ∈ B}をBの f による逆像と言った。
(1) Bn ⊂ Y (n = 1, 2, . . .)ならば

f−1 (∪∞n=1Bn) = ∪∞n=1f
−1(Bn) (4.1)

f−1 (∩∞n=1Bn) = ∩∞n=1f
−1(Bn). (4.2)

(2) An ⊂ X (n = 1, 2, . . .)とする。f (∪∞n=1An) = ∪∞n=1f(An), f (∩∞n=1An) ⊂ ∩∞n=1f(An)が成立
する。
(3) 任意のB ⊂ Y に対して f−1(Bc) =

(
f−1(B)

)c.

4.1 定義と性質

以下では、−∞,+∞をも値に取り得る関数を考える。

定義 4.2 (可測関数) (1) (X,F)を可測空間とする。関数 f : X → [−∞,+∞] が F-可測関数
(F-measurable function)である (あるいは、F-可測である)とは次が成立する時に言う：
任意の a ∈ Rに対して、f−1((a,+∞]) := {x ∈ X | f(x) > a} ∈ F .
(2) X = Rn で F = B(Rn),BL(Rn)のときそれぞれボレル可測関数, ルベーグ可測関数と言う。
ボレル可測関数、ルベーグ可測関数というと通常はRに値を取る (すなわち+∞,−∞を取らない)
関数のみを考えるのが普通である。
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注 4.3 (1) F が何かはっきりしているときは、単に可測関数と言うことが多い。
(2) f : Rn → Rがボレル可測関数ならルベーグ可測関数でもある (理由は?)。
(3) A ∈ F とし、A上でのみ定義されている関数 f : A → [−∞,+∞] についても任意の a ∈ Rに
ついて {x ∈ A | f(x) > a} ∈ F のとき F-可測という。

命題 4.4 f : Rn → Rを連続関数とする。このとき、f はボレル可測関数である。

証明 f : Rn → Rが連続ならば、f−1((a,+∞])は開集合である。開集合はボレル可測集合だから、
B(Rn)-可測関数になる。

補題 4.5 f : X → [−∞,+∞]が可測関数ならば、f−1(R), f−1({+∞}), f−1({−∞}) はすべて F
に属す。

証明

f−1 ({+∞}) = f−1 (∩∞n=1(n, +∞]) = ∩∞n=1f
−1 ((n, +∞])

f−1 ({−∞}) = f−1 (∩∞n=1[−∞,−n]) = ∩∞n=1f
−1 ([−∞,−n]) = ∩∞n=1

(
f−1 ((−n, +∞])

)c
.

f−1((a,+∞]) ∈ F だから可測空間の性質 (2), (3) から f−1({+∞}), f−1({−∞}) ∈ F . また
f−1(R) = X \ (

f−1({±∞})) ∈ F .
次の 4つの命題 4.6-4.9は基本的である。

命題 4.6 (X,F)を可測空間とする。関数f : X → [−∞,+∞]に対する次の4つの条件 (1), (2), (3), (4)
は同値である。
(1) f(x)は可測関数である。
(2) 任意の a ∈ Rに対して、{x ∈ X | f(x) ≤ a} ∈ F .
(3) 任意の a ∈ Rに対して、{x ∈ X | f(x) ≥ a} ∈ F .
(4) 任意の a ∈ Rに対して、{x ∈ X | f(x) < a} ∈ F .

証明 (1), (2), (3)の同値性を示す。(4)の同値性も同じように示せる。
(1) → (2): f−1([−∞, a]) = f−1((a,+∞])c ∈ F .
(2) → (3):

f−1([a,+∞]) = f−1([−∞, a))c = f−1

(
∪∞n=1[−∞, a− 1

n
]
)c

=
(
∪∞n=1f

−1

(
[−∞, a− 1

n
]
))c

∈ F .

(3) → (1):

f−1 ((a,+∞]) = f−1

(
∪∞n=1[a +

1
n

,+∞]
)

= ∪∞n=1f
−1

(
[a +

1
n

,+∞]
)
∈ F .

命題 4.7 (X,F)を可測空間とする。関数 f : X → [−∞,+∞]に対する次の三つの条件 (1), (2), (3)
は同値である。
(1) f(x)はX 上の可測関数。
(2) f−1({+∞}), f−1({−∞}) ∈ F となる。さらに、次の二つの性質をみたすRの集合族 Cが存在
する。
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(i) σ(C) = B(R).

(ii) 任意のA ∈ Cに対して f−1(A) ∈ F .

(3) f−1({+∞}) ∈ F となる。さらに、任意のA ∈ B(R)に対して f−1(A) ∈ F .

証明 (1) → (2) → (3) → (1) を示す。
(1) → (2)の証明: f−1({+∞}), f−1({−∞}) ∈ F はすでに示した。C = {(a, b] | − ∞ < a <

b < +∞}とおく。演習問題 3.17 (4)より σ(C) = B(R). また, f−1((a, b]) = f−1((a,+∞]) ∩(
f−1((b, +∞])

)c ∈ F だから (ii)も成立するので、この C について (2)が成立する。
(2) → (3)の証明：以下の論法は測度論でよく出てくるものなので慣れて欲しい。

H =
{
A | Aは Rの部分集合で f−1(A) ∈ F}

とおく。B(R) ⊂ Hを示せばよい。このため、Hが

(a) C ⊂ H,

(b) Hは σ-加法族である.

をみたすことを言う。そうすれば、定義からB(R) = σ(C) ⊂ Hである。(a)は (ii)から自明。(b)
を示す。

(1) R, ∅ ∈ H: f−1(R) = X, f−1(∅) = ∅よりOK。
(2) A ∈ HならばAc ∈ H: f−1(Ac) = (f−1(A))c ∈ F だからOK。
(3) An ∈ H (n = 1, 2, . . .)ならば ∪∞n=1An ∈ H: f−1 (∪∞n=1An) = ∪∞n=1f

−1 (An) ∈ F よりOK。
以上より、Hは σ-加法族である。
(3) → (1)の証明：a ∈ Rとする。f−1 ((a,+∞]) = f−1 ((a,∞)) ∪ f−1({+∞}) ∈ F .

命題 4.8 f(x), g(x)は可測関数で +∞,−∞を取らないとする。ϕ : R2 → Rが連続関数のとき、
h(x) = ϕ(f(x), g(x))も可測である。

証明 a ∈ Rとする。ϕは連続関数だから Sa = {(x, y) | ϕ(x, y) > a}とおくと Saは開集合である。
Sa 6= ∅とする。

H = {(α, β)× (γ, δ) | α, β, γ, δ は有理数で (α, β)× (γ, δ) ⊂ Sa. }

とおくとこの集合族は可算濃度を持つ。したがって、H = {Ii × Ji | i = 1, 2, . . .} と番号をつけら
れる。ここで Ii = (αi, βi), Ji = (γi, δi). すると

{x ∈ X | h(x) > a} = {x ∈ X | ϕ(f(x), g(x)) > a} = {x ∈ X | (f(x), g(x)) ∈ Sa}
= ∪∞i=1{x ∈ X | (f(x), g(x)) ∈ Ii × Ji}
= ∪∞i=1

(
f−1(Ii) ∩ f−1(Ji)

) ∈ F .

命題 4.8より、可測関数の定数倍、和、積、商も可測関数になることがわかる。
さらに、下の結果から可測関数は極限を取る操作に関して閉じていることがわかる。
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命題 4.9 fn : X → [−∞,+∞] (n = 1, 2, . . .)を可測関数とする。次が成立する。
(1) 関数 supn∈N fn(x), infn∈N fn(x) は可測である。
(2)関数 lim supn→∞ fn(x), lim infn→∞ fn(x)は可測である。従って、すべてのxについて limn→∞ fn(x)
が (+∞,−∞もこめて)存在すれば極限関数も可測である。

証明 (1)

{x ∈ X | sup
n∈N

fn(x) ≤ a} = ∩∞n=1{x ∈ X | fn(x) ≤ a} ∈ F ,

{x ∈ X | inf
n∈N

fn(x) ≥ a} = ∩∞n=1{x ∈ X | fn(x) ≥ a} ∈ F .

上の式で命題 4.6の同値性を用いた。
(2) lim supn→∞ fn(x) = infn

{
supm≥n fm(x)

}
, lim infn→∞ fn(x) = supn {infm≥n fm(x)}だから

(1)の結果から従う。

演習問題 4.10 f, g : X → [−∞,+∞]を可測関数とする。集合 A = {x ∈ X | f(x) 6= g(x)} は可
測集合であることを示せ。

演習問題 4.11 fn(x) (n = 1, 2, . . .)を Rに値を取る (X,F)上の可測関数とする。

X0 = {x ∈ X | limn→∞ fn(x)がある実数値に収束する }

とおくとX0 ∈ F となることを示せ。

演習問題 4.12 f(x)を [0, 1]で定義された実数値有界関数する。f(x)の不連続点全体の集合はボ
レル可測集合であることを示せ。ボレル可測集合の定義は例 3.16を見よ。

演習問題 4.13 (1) f : X → Rを可測関数とする。Ff := {f−1(A) | A ∈ B(R)} とおくと Ff は
σ-加法族で Ff ⊂ F であることを示せ。
(2) X 上の σ-加法族 Gで性質

(i) G ⊂ F .
(ii) f は G-可測である
をみたすものの中で最小のもの (大小関係は定義 3.13で定義したもの)はFf であることを示せ。

上の問の σ-加法族 Ff を σ(f)と書き、f で生成された σ-加法族と言う。

4.2 補足

定義 4.14 (Xi,Fi) (i = 1, 2)を可測空間とする。写像 f : X1 → X2が F1/F2-可測とは、次が成
立する時に言う:
任意のA ∈ F2に対して、f−1(A) ∈ F1となる。

定義 4.15 (X,F)が可測空間、S を位相空間とする。S の開集合全体の集合で生成された σ-加
法族 ( Sのボレル集合族と言う) B(S)を考えて、可測空間 (S, B(S))を考える。f : X → S が
F/B(S)-可測の時、単に可測写像と言うことが多い。
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例 4.16 X2 = R,F2 = B(R)のとき、F1/F2-可測とは定義 4.2 の意味での F1-可測関数である。

演習問題 4.17 写像 f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) : X → Rn について次の条件 (1), (2)は同値である。
(1) f は F/B(Rn)-可測である。
(2) すべての iについて fi : X → Rは定義 4.2の意味で F-可測である。

5 ルベーグ積分の定義

5.1 非負単関数の積分

定義 5.1 (X,F)を可測空間とする。f : X → Rが単関数 (simplefunction)であるとは次が成立
する時に言う：
(1) f は可測関数。
(2) f(x)の取る値は有限個。

注 5.2 一般にA ⊂ X に対してX 上の関数 IA(x)を

IA(x) =





1 if x ∈ A,

0 if x ∈ Ac
(5.1)

と定義しAの定義関数 (indicator function)と言う。

補題 5.3 f(x)を非負単関数とし、その取りうる相異なる値を {a1, . . . , an}, Ei = f−1({ai})とお
く。以下が成立する。
(1) Ei ∈ F . i 6= jならばEi ∩ Ej = ∅ かつ ∪n

i=1Ei = X.
(2) f(x) =

∑n
i=1 aiIEi(x).

上の (2)で ai = 0となるとき、aiIEi(x) = 0 だからこの項は加えても加えなくても同じだが、
入れて書いていることに注意せよ。(2)のような表示を単関数 f(x)の標準形と呼ぶ。

補題 5.4 f(x)が単関数であるための必要十分条件はある実数 αi (i = 1, . . . , n)とEi ∈ F が存在
して f(x) =

∑n
i=1 αiIEi(x).

上で標準形と呼んだのは単関数を定義関数の定数倍の和の形で書く書き方はいろいろありえる
からである。

定義 5.5 非負単関数 f の標準形が f(x) =
∑n

i=1 aiIEi(x)のとき、

∫

X
f(x)dm(x) =

n∑

i=1

aim(Ei). (5.2)

ただし、0 · ∞ = 0と約束する。
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命題 5.6 以下の関数は非負の単関数とする。
(1) 任意の α, β ≥ 0に対して

∫

X
(αf(x) + βg(x))dm(x) = α

∫

X
f(x)dm(x) + β

∫

X
g(x)dm(x). (5.3)

(2) f(x) =
∑l

i=1 αiIAi(x) (αi ≥ 0 1 ≤ i ≤ n, 標準形とは限らない！) のとき
∫
X fdm =∑l

i=1 αim(Ai).
(3) 0 ≤ f(x) ≤ g(x)のとき ∫

X
fdm ≤

∫

X
gdm. (5.4)

証明 (1) f(x) =
∑n

i=1 aiIEi(x), g(x) =
∑m

j=1 bjIFj (x) を標準形とする。αf(x) =
∑n

i=1 αaiIEi(x)
は標準形だから

∫
X αfdm = α

∫
X fdm. ゆえに α = β = 1のときに証明すればよい。Ei ∩ Fj 6= ∅

となる i, j に対する ai + bj 全体を {cl}N
l=1とする。もちろん、{cl}はすべて相異なる数の集合で

ある。Sl = {(i, j) | ai + bj = cl, Ei ∩ Fj 6= ∅} とおく。Xl = ∪(i,j)∈Sl
Ei ∩ Fj と定める。次に注意

する：

1. l 6= kならば Sl ∩ Sk = ∅

2. ∪N
l=1Xl = X

3. l 6= kならばXl ∩Xk = ∅

4.
∑N

l=1 clIXl
(x)は f + gの標準形である。

したがって、
∫
X(f + g)dm =

∑N
l=1 clm(Xl). これと上の 1,2を用い、

∫

X
(f + g)dm =

N∑

l=1

clm(Xl)

=
N∑

l=1

clm
(∪(i,j)∈Sl

Ei ∩ Fj

)

=
N∑

l=1

∑

(i,j)∈Sl

(ai + bj)m (Ei ∩ Fj)

=
∑

1≤i≤n,1≤j≤m

(ai + bj)m(Ei ∩ Fj) (5.5)

=
n∑

i=1

aim(Ei) +
m∑

j=1

bjm(Fj) =
∫

X
fdm +

∫

X
gdm (5.6)

(5.5)から (5.6)への変形では
∑

1≤i≤n,1≤j≤m aim(Ei ∩ Fj) =
∑n

i=1 aim(Ei)などを用いた。
(2)

∫
X αiIAidm = αim(Ai)と (1)の結果より容易に従う。
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(3) (1)で用いたf, gの標準形を用いる。f(x) =
∑

(i,j)∈∪N
l=1Sl

aiIEi∩Fj (x), g(x) =
∑

(i,j)∈∪N
l=1Sl

bjIEi∩Fj (x)
に注意する。すべての xについて f(x) ≤ g(x)だから (i, j) ∈ ∪lSlについて ai ≤ bj .従って、

∫

X
fdm =

∑

(i,j)∈∪N
l=1Sl

aim (Ei ∩ Fj)

≤
∑

(i,j)∈∪N
l=1Sl

bjm (Ei ∩ Fj)

=
∫

X
gdm. (5.7)

5.2 非負可測関数の積分と単調収束定理

定義 5.7 [0,∞]上の関数 ϕN (t)を次のように定める。ただし、N ∈ N.

ϕN (t) =





0 0 ≤ t ≤ 1
2N のとき

k
2N

k
2N < t ≤ k+1

2N , 0 < k ≤ 2NN − 1のとき

N t > N のとき

(5.8)

補題 5.8 f(x), g(x)を [0,+∞]値可測関数とする。このとき、次が成立する。
(1)

ϕN (f(x)) =
2N ·N∑

k=0

k

2N
IEN,k

(x), (5.9)

ここで EN,k = f−1
(
( k
2N , k+1

2N ]
)

(0 ≤ k ≤ 2NN − 1), EN,2NN = f−1 ((N,∞]). 特に ϕN (f(x))は
単関数である。
(2) 任意のN ∈ N, x ∈ X について ϕN (f(x)) ≤ ϕN+1(f(x)).
(3) 任意の x ∈ X について limN→∞ ϕN (f(x)) = f(x).
(4) f(x) ≤ g(x)ならば ϕN (f(x)) ≤ ϕN (g(x)).

上記 Lemmaより ϕN (f(x))は f(x)に下から収束する単関数であることがわかる。ϕN (f(x))の
積分は既に定義されている。さらに補題 5.8 (2)と補題 5.6 (3)より 0 ≤ ∫

X ϕN (f(x))dm(x) ≤∫
X ϕN+1(f(x))dm(x) がわかる。したがって次に定義する I(f)は f(x)の積分の候補になるであ
ろう。なお、多くの本にのっている f(x)の近似関数列

fN (x) =
2N ·N∑

k=0

k

2N
IE′N,k

(x) (5.10)

E′
N,k := f−1

(
[

k

2N
,
k + 1
2N

)
)

(0 ≤ k ≤ 2NN − 1) (5.11)

E′
N,2NN := f−1 ([N,∞]) . (5.12)

とは微妙に違うことに注意せよ。
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定義 5.9 [0,+∞]値可測関数 f(x)について

IN (f) =
∫

X
ϕN (f(x))dm(x) (5.13)

I(f) = lim
N→∞

IN (f). (5.14)

とおく。

このとき、次が言える。

補題 5.10 f(x)を (X,F ,m)上の非負単関数とする。このとき、I(f) =
∫
X f(x)dm(x).

証明 f(x) =
∑n

i=1 aiIEi(x)と標準形で表されているとする。このとき、ϕN (f(x)) =
∑n

i=1 ϕN (ai)IEi(x).
ゆえに IN (f) =

∫
X ϕN (f(x))dm(x) =

∑n
i=1 ϕN (ai)m(Ei). ここで limN→∞ ϕN (ai) = ai だから

I(f) = limN→∞ IN (f) =
∑n

i=1 aim(Ei) =
∫
X f(x)dm(x).

したがって、f が非負単関数のとき、I(f)はすでに定義した積分の値と一致している。したがっ
て、I(f)はより一般の [0,+∞]値可測関数について積分を定義しているものと言えるので、これ
を積分とよぶことにする。

定義 5.11 [0,+∞]値可測関数 f(x)に対して
∫

X
f(x)dm(x) := I(f). (5.15)

従って、[0,+∞]値可測関数ならば(∞になってしまう可能性もあるが ) 常に積分が定義されるこ
とになる。

補題 5.12 0 ≤ f(x) ≤ g(x) (∀x ∈ X)ならば
∫
X f(x)dm(x) ≤ ∫

X g(x)dm(x).

証明 f(x) ≤ g(x)ならばϕN (f(x)) ≤ ϕN (g(x))だから単関数の積分の性質から
∫
X ϕN (f(x))dm(x) ≤∫

X ϕN (g(x))dm(x). N →∞とすれば結論が得られる。

定理 5.13 (単調収束定理 (Monotone convergence theorem,MCTと略す)) f(x)を [0,+∞]
値可測関数とする。やはり [0,+∞]値可測関数の列 {fn(x)}∞n=1で次を満たすものを考える。
(1) f1(x) ≤ f2(x) ≤ . . . ≤ fn(x) ≤ . . .

(2) limn→∞ fn(x) = f(x).
このとき、limn→∞

∫
X fn(x)dm(x) =

∫
X f(x)dm(x)

証明まず、補題 5.12より、
∫
X fn(x)dm(x)は単調増加で limn→∞

∫
X fn(x)dm(x) ≤ ∫

X f(x)dm(x)
が成り立つことを注意する。IN (fn), IN (f)を実際に書いてみると

IN (fn) =
2N ·N∑

k=1

k

2N
m

(
E

(n)
N,k

)
(5.16)

IN (f) =
2N ·N∑

k=1

k

2N
m (EN,k) . (5.17)
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ここで

E
(n)
N,k =

{
x ∈ X | k

2N
< fn(x) ≤ k + 1

2N

}
(1 ≤ k ≤ 2NN − 1) (5.18)

E
(n)

N,2N ·N = {x ∈ X | fn(x) > N} (5.19)

EN,k =
{

x ∈ X | k

2N
< f(x) ≤ k + 1

2N

}
(1 ≤ k ≤ 2NN − 1) (5.20)

EN,2NN = {x ∈ X | f(x) > N} . (5.21)

fn(x) は単調に増加しかつ limn→∞ fn(x) = f(x) だから limn→∞E
(n)
N,k = EN,k. 従って、命

題 3.10 (2)よりm(EN,k) ≤ lim infn→∞m(E(n)
N,k). ゆえに、

lim
n→∞

∫

X
fn(x)dm(x) ≥ lim inf

n→∞ IN (fn) ≥ IN (f). (5.22)

したがって、limn→∞
∫
X fn(x)dm(x) ≥ limN→∞ IN (f) =

∫
X f(x)dm(x). これが示すべきことで

あった。
上の定義 5.11 だと非常に特殊な f(x)を近似する関数列を取り、積分を定義したように見える
が実はそうではないことが上のMCTからわかる。さらに次も自明であろう。

演習問題 5.14 f を [0,+∞]値可測関数とすると
∫

X
f(x)dm(x) = sup

{∫

X
g(x)dm(x) | gは非負の単関数ですべての xで 0 ≤ g(x) ≤ f(x)

}
.

(5.23)

(5.23) の右辺を [0,+∞]値可測関数 f の積分の定義として議論を始める本も多いことを注意し
ておく。

注 5.15 補題 3.9 (3)に出てくる集合 {An}, Aに対して、fn(x) = IAn(x), f(x) = IA(x) と定め
るとMCTから limn→∞m(An) = m(A) が得られる。したがって、MCTは補題 3.9 (3)の拡張で
ある。

5.3 一般の関数に対する積分の定義とその性質

f(x)が非負とは限らない可測関数のとき、次のように積分を定義する。

定義 5.16 (1) f(x)を (X,F ,m)上の可測関数とする。f+(x) := max (f(x), 0), f−(x) := max (−f(x), 0)
とおく。 ∫

X
f+(x)dm(x) < ∞ かつ

∫

X
f−(x)dm(x) < ∞ (5.24)

のとき f(x)は可積分であると言い、
∫

X
f(x)dm(x) :=

∫

X
f+(x)dm(x)−

∫

X
f−(x)dm(x) (5.25)
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と定義する。
(2) A ∈ F とする。f(x)は A上で定義された可測関数とし、f(x)が A上に制限して得られる
測度空間 (A,F|A,m|A) 上でルベーグ積分可能のとき、積分値を

∫
A f(x)dm(x)と書く。ただし、

F|A = {B ∈ F | B ⊂ A}, m|A(B) = m(B)である。

注 5.17 定義をやや拡張して
∫
X f+(x)dm(x) = ∞かつ∫

X f−(x)dm(x) < ∞のとき、∫
X f(x)dm(x) =

+∞.
∫
X f+(x)dm(x) < ∞かつ ∫

X f−(x)dm(x) = ∞のとき、∫
X f(x)dm(x) = −∞. と定義して

も不合理な事は起こらないだろう。

補題 5.18 次の (1), (2)は同値。
(1) f が (5.24)を満たす。
(2)

∫
X |f(x)|dm(x) < ∞.

証明 ϕN (|f(x)|) = ϕN (f+(x)) + ϕN (f−(x)) だから定義から自明。

定義 5.19 補題 5.18の同値な性質をみたす f 全体 (すなわち可積分な関数全体) を L1(X,F ,m)
と書く。また、積分値

∫
X |f(x)|dm(x)を ‖f‖L1(X,F ,m), ‖f‖L1 などと書き f の L1-ノルムとよぶ。

ノルムになることは後で示す。

命題 5.20 以下の関数はすべて可測関数とする。
(1) すべての xについて f(x) ≥ 0, g(x) ≥ 0 とする。任意の α ≥ 0, β ≥ 0に対して

∫

X
(αf(x) + βg(x))dm(x) = α

∫

X
f(x)dm(x) + β

∫

X
g(x)dm(x). (5.26)

(2) すべての xについて f(x) ≥ 0, g(x) ≥ 0 かつ f, g ∈ L1ならば h(x) := f(x)− g(x) ∈ L1かつ
∫

X
h(x)dm(x) =

∫

X
f(x)dm(x)−

∫

X
g(x)dm(x). (5.27)

(3) f, g ∈ L1, α, β ∈ Rならば αf(x) + βg(x) ∈ L1かつ
∫

X
(αf(x) + βg(x))dm(x) = α

∫

X
f(x)dm(x) + β

∫

X
g(x)dm(x). (5.28)

証明 (1) fn(x), gn(x) をそれぞれ単調に増加して f(x), g(x) に収束する非負可測関数とすると
αfn(x) + βgn(x)は非負可測で単調に増加し αf(x) + βg(x)に収束するから

∫

X
(αf + βg)dm = lim

n→∞

∫

X
(αfn + βgn)dm

= lim
n→∞

{
α

∫

X
fndm + β

∫

X
gndm

}

= α

∫

X
fdm + β

∫

X
gdm. (5.29)

(2) h(x) = h+(x)−h−(x) = f(x)− g(x)より h+(x)+ g(x) = f(x)+h−(x). ゆえに h+(x) ≤ f(x)
かつ h−(x) ≤ g(x). ゆえに h+, h− ∈ L1. したがって f − g ∈ L1. (1)の結果より

∫

X
h+dm +

∫

X
gdm =

∫

X
fdm +

∫

X
h−dm. (5.30)

21



したがって ∫

X
hdm =

∫

X
h+dm−

∫

X
h−dm =

∫

X
fdm−

∫

X
gdm. (5.31)

(3) f ∈ L1ならば定義から
∫
X(−f)dm = − ∫

X fdm. したがって、(3)を α, β ≥ 0のときに示せば
よい。αf(x) + βg(x) = (αf+(x) + βg+(x)) − (αf−(x) + βg−(x)). αf+ + βg+, αf− + βg− ∈ L1

だから (2)の結果より αf + βg ∈ L1かつ
∫

X
(αf + βg)dm =

∫

X
(αf+ + βg+)dm−

∫

X
(αf− + βg−)dm

= α

(∫

X
f+ −

∫

X
f−dm

)
+ β

(∫

X
f+dm−

∫

X
f−dm

)

= α

∫

X
fdm + β

∫

X
gdm. (5.32)

系 5.21 (1) すべての xについて |f(x)| ≤ g(x)かつ g ∈ L1ならば
∣∣∣∣
∫

X
fdm

∣∣∣∣ ≤
∫

X
|f(x)|dm(x) ≤

∫

X
g(x)dm(x). (5.33)

特に f, |f | ∈ L1.
(2) f, g ∈ L1かつすべての xについて f(x) ≤ g(x)ならば

∫
fdm ≤ ∫

gdm.

証明 (1) 補題 5.12,補題 5.18 と定義から、
∣∣∣∣
∫

X
fdm

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

X
f+dm−

∫

X
f−dm

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

X
|f |dm

∣∣∣∣ ≤
∫

X
gdm.

(2) すでに 0 ≤ f(x) ≤ g(x)のときは補題 5.12で示している。これはその一般の場合への拡張で
ある。命題 5.20 (3)より

∫
X gdm− ∫

X fdm =
∫
X(g − f)dm ≥ 0 だから (4)が示された。

定義 5.22 f(x), g(x)を可測関数とする。m ({x ∈ X | f(x) 6= g(x)}) = 0 のとき f(x)と g(x)は
ほとんどすべての xで等しいと言い

f(x) = g(x) m− a.e. x. (5.34)

と書く。a.e. x, m− a.s. x, a.s. x, a.a. x などのようにも書く。

補題 5.23 二つの非負単関数 f(x), g(x) が f(x) = g(x) a.e. xをみたせば
∫

X
fdm =

∫

X
gdm. (5.35)

証明 f の標準形を f(x) =
∑n

i=1 αiIEi(x) とする。これに対して、α1, . . . , αn以外の g(x)の取る
値を β1, . . . , βmとして、g(x) =

∑n
i=1 αiIFi(x) +

∑m
l=1 βlIGl

(x) とかける。ここで、Fi, Gl ∈ F で
Gl ∩ Fi = ∅ (∀i, l)である。

{x | f(x) 6= g(x)} = (∪i6=j(Ei ∩ Fj)) ∪ (∪i,l(Ei ∩Gl))

に注意する。したがって、すべての l, i, j についてm(Gl) = 0、m(Ei4Fi) = 0. 特に、m(Ei) =
m(Fi) (1 ≤ i ≤ n). ゆえに

∫
X fdm =

∫
X gdm.
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命題 5.24 (1) f, gを非負可測関数とし、f = g a.e.xとすると
∫
X fdm =

∫
X gdm.

(2) f ∈ L1かつ f = g a.e. xならば g ∈ L1かつ
∫
X gdm =

∫
X fdm.

(3) f を非負可測関数とすると f = 0 a.e. xと
∫
X fdm = 0は同値。

証明 (1) N = {x ∈ X | f(x) 6= g(x)}とおく。m(N) = 0である。非負単関数 fnで単調に増加し
f に収束するものを取る。MCTより

lim
n→∞

∫

X
fndm =

∫

X
fdm.

f̃n(x) = fn(x)INc(x)とおく。すると f̃n は単関数で単調に増加して f(x)INc(x)に収束する。ゆ
えに

lim
n→∞

∫

X
f̃ndm =

∫

X
fINcdm.

また補題 5.23より
∫
X fndm =

∫
X f̃ndm. 従って、

∫

X
fdm =

∫

X
fINcdm.

同様に
∫
X gdm =

∫
X gINcdm. すべての xについて f(x)INc(x) = g(x)INc(x)だから

∫
X fdm =∫

X gdm.
(2) f = g a.e. xならば f+ = g+ a.e. x かつ f− = g− a.e. x. 従って、

∫
X f±dm =

∫
X g±dm. ゆえ

に証明終わり。
(3) f = 0 a.e. x =⇒ ∫

X fdm = 0 は (1)から従う。逆を示す。A = {x ∈ X | f(x) > 0}とおく。
m(A) = 0を示せばよい。An = {x ∈ X | f(x) > 1/n}とおくと An ⊂ An+1 (n = 1, 2, . . .) かつ
A = ∪∞n=1An. ゆえに測度の連続性からm(A) = limn→∞m(An). m(A) > 0を仮定するとある n

でm(An) > 0.従って、
∫

X
fdm ≥

∫

X
fIAndm ≥ 1

n

∫

X
IAndm =

m(An)
n

> 0.

これは矛盾である。ゆえにm(A) = 0

注 5.25 (1) f(x)を [a, b]上の非負値連続関数とすると
∫ b
a f(x)dx = 0と f(x) = 0 ∀x ∈ [a, b] は

同値である。この結果と上の (3)との違いに注意せよ。
(2) 測度ゼロの集合N ∈ F が存在してN cで定義された関数をほとんどすべての点で定義された
関数と言う (このような関数は応用上よく現れる。)。ルベーグ積分の値は測度ゼロの集合上の値を
変えても変わらないからこのような関数については積分を

∫
Nc f(x)dm(x)ではなく

∫
X f(x)dm(x)

と書くことが多い (Fubiniの定理 定理 8.2 (3) の (ii)にも出てくるので注意せよ。)。

6 リーマン積分とルベーグ積分の関係

R上の積分を考える。この章のみ、わかりやすくするため、リーマン積分は R-
∫

A
f(x)dx, ル

ベーグ積分は L-
∫

A
f(x)dxなどのように書く。次のようなリーマン積分可能な関数はルベーグ積

分可能で積分の値は一致することがわかる。
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定理 6.1 f(x)を区間 I = [a, b]上の連続関数とすると L-
∫

I
f(x)dx = R-

∫

I
f(x)dx.

証明

f
N

(x) :=
2N−1∑

k=0

inf{f(x) | k

2N
≤ x ≤ k + 1

2N
}IFN,k

(x)

FN,k =
[ k

2N
,
k + 1
2N

)
(ただし k = 2N − 1のときは右端も含める)

とおくと f
N

(x)はルベーグ可測で f
N

(x)は単調に増加して f(x)に収束する。したがって、単調
収束定理より L-

∫
I f(x)dx = limN→∞ L-

∫
I f

N
(x)dx. L-

∫
I f

N
(x)dxは 2N 等分の分割に対する

Darbouxの不足和だからこの極限は R-
∫
I f(x)dxとも同じである。

注 6.2 f(x)が I 上でリーマン積分可能ならば f(x)はルベーグ可測でルベーグ可積分かつ二つの
積分値は一致することがわかる。これは、上の f

N
(x)とその定義の中の inf を supに置き換えて

得られる関数 fN (x)を考えて、

(1) Darbouxの定理

(2) ボレル可測関数とほとんどすべての点で一致する関数はルベーグ可測であること (定理 10.3)

(3) 単調収束定理

を用いるとわかる。また、この証明の過程で有界関数がリーマン積分可能であるための必要十分
条件は関数の不連続点全体の集合のルベーグ測度がゼロということもわかる。

7 収束定理

7.1 収束定理

補題 7.1 (Fatouの補題) 非負の可測関数 fn(x)について、
∫

X
lim inf
n→∞ fn(x)dm(x) ≤ lim inf

n→∞

∫

X
fn(x)dm(x). (7.1)

証明 gn(x) = infk≥n fk(x)とおくとすべての xについて lim infn→∞ fn(x) = limn→∞ gn(x) かつ
g1(x) ≤ g2(x) ≤ · · · gn(x) ≤. したがって、単調収束定理より

∫

X
lim inf
n→∞ fn(x)dm(x) =

∫

X
lim

n→∞ gn(x)dm(x) = lim
n→∞

∫

X
gn(x)dm(x).

∫
X gn(x)dm(x) ≤ ∫

X fn(x)dm(x)だから補題が証明された。

演習問題 7.2 可測関数 fn(x)がすべての xで f(x)に収束するとする。supn ‖fn‖L1 < ∞ ならば
f ∈ L1で ‖f‖L1 ≤ lim infn→∞ ‖fn‖L1.
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定理 7.3 (ルベーグの優収束定理 (Lebesgue’s dominated convergence theorem)) {fn(x)}
が可測で次の (1), (2)をみたすとする。
(1) lim

n→∞ fn(x) = f(x) (x ∈ X)

(2) ある g ∈ L1(X, m)が存在して |fn(x)| ≤ g(x) (x ∈ X).
このとき、

lim
n→∞

∫

X
fn(x)dm(x) =

∫

X
f(x)dx.

証明 まず、仮定 (2)より、fn ∈ L1(X, m)に注意する。また、(1),(2)を合わせれば、|f(x)| ≤
g(x) (∀x ∈ X)だから f ∈ L1(X, m)でもある。hn(x) = g(x)+fn(x)とおくとhn(x) ≥ 0 (∀x ∈ X)
かつ limn→∞ hn(x) = g(x) + f(x). したがって、Fatouの補題より

∫

X
(g(x) + f(x)) dm(x) ≤ lim inf

n→∞

∫

X
hn(x)dm(x)

=
∫

X
g(x)dm(x) + lim inf

n→∞

∫

X
fn(x)dm(x). (7.2)

よって、 ∫

X
f(x)dm(x) ≤ lim inf

n→∞

∫

X
fn(x)dm(x). (7.3)

fn, f をそれぞれ−fn,−f に対して同じ議論をすれば、

−
∫

X
f(x)dm(x) ≤ − lim sup

n→∞

∫

X
fn(x)dm(x).

すなわち、 ∫

X
f(x)dm(x) ≥ lim sup

n→∞

∫

X
fn(x)dm(x). (7.4)

(7.3), (7.4)を合わせれば証明終り。

注 7.4 単調収束定理が命題 3.9 (3)の拡張であると述べたが、ルベーグの収束定理は命題 3.9 (5)
の拡張と見ることができる。

次の問題は一見、積分は関係なさそうだが、ルベーグの優収束定理を用いて証明できる。

演習問題 7.5 {xn | n = 1, 2, . . .}を実数列とする。任意の t ∈ [0, 1]に対して limn→∞ e
√−1txn = 1

ならば limn→∞ xn = 0.

演習問題 7.6 f(x)を [a, b]上のルベーグ積分可能な関数とする。F (x) =
∫
[a,x] f(t)dmL(t)とおく

と F (x)は xの連続関数であることを示せ。

以下の系は定理 7.3から直ちに証明できる。

系 7.7 可測関数列 {fn(x)}に対して可積分関数 g(x)が存在して
∑∞

n=1 |fn(x)| ≤ g(x) (x ∈ X)が
成立すれば

∑∞
n=1 fn(x)は可積分で

∫

X

∞∑

n=1

fn(x)dm(x) =
∞∑

n=1

∫

X
fn(x)dm(x).
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以下の問題は上の系に含まれる結果と言える (ただし、直接証明しても難しくは無い)。

演習問題 7.8 系 7.7を用いて、以下を示せ。∑∞
n=1 an < +∞, an ≥ 0 (∀n)とする。f(t, n) (t ≥ 0, n ∈ N)が次の (1), (2)を満たすとする。

(1) lim
n→∞ f(t, n) = αn.

(2) 任意の t, nに対して |f(t, n)| ≤ an.

このとき、
∑∞

n=1 f(t, n),
∑∞

n=1 αn は収束し、 lim
t→∞

∞∑

n=1

f(t, n) =
∞∑

n=1

αn.

演習問題 7.9
∑∞

n=1 an < ∞, an ≥ 0 (∀n) とする。 lim
t→∞

1
t

∞∑

n=1

log(1 + ant) = 0を示せ。

定理 7.10 (微分と積分の順序交換定理) f(t, x) (a ≤ t ≤ b, x ∈ X)とし、次を仮定する。
(1) f(t, x)は tの C1関数。
(2) 任意の tに対して f(t, ·) ∈ L1(X, m).

(3) g ∈ L1(X, m)が存在して、すべての (t, x)について、
∣∣∣∣
∂

∂t
f(t, x)

∣∣∣∣ ≤ g(x).

このとき、F (t) =
∫
X f(t, x)dm(x)は tの C1関数で、F ′(t) =

∫

X

∂

∂t
f(t, x)dm(x).

証明 次に注意する。

F (t + h)− F (t)
h

=
∫

X

f(t + h, x)− f(t, x)
h

dm(x) (7.5)

lim
h→0

f(t + h)− f(t)
h

=
∂

∂t
f(t, x) (7.6)

∣∣∣∣
f(t + h, x)− f(t, x)

h

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∂f

∂t
(t + θh, x)

∣∣∣∣ ≤ g(x). (7.7)

したがって、ルベーグの優収束定理より、F ′(t) =
∫
X

∂f
∂t (t, x)dm(x). F ′(t)の連続性もルベーグの

優収束定理から従う。

7.2 測度 0の集合についての注意

以上の収束定理では「すべての xについて limn→∞ fn(x) = f(x) (∀x ∈ X)」など、各点収束を
仮定してきた。しかし、これを「ほとんどすべての xについて limn→∞ fn(x) = f(x)」と緩めて
も同様に定理が成立する。なお、「ほとんどすべての xについて limn→∞ fn(x) = f(x)」が成立す
る時、fn(x)は f(x)に概収束すると言う。きちんと定義しよう。

定義 7.11 (1) 測度空間 (X,F ,m)上の可測関数 fn(x)が可測関数 f(x)に「概収束する」「ほとん
どすべての点で収束する」とは

m
({

x ∈ X | lim
n→∞ fn(x) 6= f(x)

})
= 0

のときに言う。集合N = {x ∈ X | limn→∞ fn(x) 6= f(x)}は可測集合になることに注意せよ。
(2) m ({x ∈ X | f(x) > g(x)}) = 0のとき f(x) ≤ g(x) a.e. xと書く。
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ルベーグの収束定理は次のような形で成立する。この定理の内容は定理 7.3に帰着できるが、ど
のように帰着させるかも述べよう。

定理 7.12 (ルベーグの優収束定理 (ほとんどすべてのバージョン)) {fn(x)}が可測で次の (1), (2)
をみたすとする。
(1) lim

n→∞ fn(x) = f(x) a.e. x ∈ X.

(2) ある g ∈ L1(X, m)が存在して |fn(x)| ≤ g(x) a.e. x ∈ X.
このとき、

lim
n→∞

∫

X
fn(x)dm(x) =

∫

X
f(x)dx.

証明 次のような集合を考える。

N =
{

x ∈ X | lim
n→∞ fn(x) 6= f(x)

}

Nk = {x ∈ X | |fk(x)| > g(x)} (k = 1, 2, . . .)

定義からm(N) = m(Nk) = 0 (k = 1, 2, . . .). Ñ = N ∪ (∪∞k=1Nk)とおくとm(Ñ) = 0(なぜでしょ
うか!). f̃n(x) = fn(x)IÑc(x), f̃(x) = f(x)IÑc(x)と定義する。すると limn→∞ f̃n(x) = f̃(x) (∀x ∈
X) かつ |f̃n(x)| ≤ g(x) (∀x ∈ X). したがって、定理 7.3 を適用して

lim
n→∞

∫

X
f̃n(x)dm(x) =

∫

X
f̃(x)dm(x). (7.8)

fn(x) = f̃n(x) a.e. x, f(x) = f̃(x) a.e. xだから命題 5.24 (2)より
∫
X fn(x)dm(x) =

∫
X f̃n(x)dm(x),∫

X f(x)dm(x) =
∫
x f̃(x)dm(x). したがって、(7.8)は定理の主張を示している。

収束定理とは関係ないが a.e.に慣れるために次の問題をあげる。

演習問題 7.13 以下を示せ。
(1) f(x) = g(x) a.e. xかつ g(x) = h(x) a.e. xならば f(x) = h(x) a.e. x.
(2) f1(x) = g1(x) a.e. xかつ f2(x) = g2(x) a.e. xのとき f1(x) + f2(x) = g1(x) + g2(x) a.e. x.

8 ユークリッド空間上のフビニの定理

Rn+mの点 zを z = (x, y) x ∈ Rn, y ∈ Rmのように最初の n次元の点を x、後のm次元の点を
yと書くことにする。f(z) = f(x, y)を Rn+m上のルベーグ積分可能な関数として、累次積分

∫

Rn+m

f(z)dz =
∫

Rn

(∫

Rm

f(x, y)dy

)
dx =

∫

Rm

(∫

Rn

f(x, y)dx

)
dy

は可能であろうか？この問題を解決しているのが Fubini(フビニ)の定理である。
ここでは、次の順番で定理を証明する：

(1) ボレル可測関数に対する Fubiniの定理
(2) ルベーグ可測関数に対する Fubiniの定理
以下の記号を使う。
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定義 8.1 A ⊂ Rn+mに対して

Ax = {y ∈ Rm | (x, y) ∈ A} (x ∈ Rn)

Ay = {x ∈ Rn | (x, y) ∈ A} (y ∈ Rm)

以下で Rn,Rm,Rn+m上の３つのルベーグ測度が出てくるがいずれもmLと書くことにする。

8.1 ボレル可測関数に対するFubiniの定理

次がボレル可測関数に対する Fubiniの定理である。

定理 8.2 f(z) (z = (x, y) ∈ Rn+m, x ∈ Rn, y ∈ Rm) はボレル可測関数とする。
(1) y ∈ Rmを固定する。関数 x(∈ Rn) → f(x, y) はRn上のボレル可測関数である。x ∈ Rnを固
定して得られる Rm上の関数 y → f(x, y)もボレル可測である。
(2) (非負値関数のとき) すべての z = (x, y)について f(x, y) ≥ 0とする。このとき、x, yの関数

F (x) =
∫

Rm

f(x, y)dmL(y),

G(y) =
∫

Rn

f(x, y)dmL(x) (8.1)

は (+∞の値を取るかも知れない)ボレル可測関数である。更に次の等式が成立する：
∫

Rn+m

f(z)dmL(z) =
∫

Rn

F (x)dmL(x) =
∫

Rm

G(y)dmL(y) (8.2)

(3) (一般の場合) f ∈ L1(Rn+m,mL)とする。このとき、以下が成立する。

(i) mL(N1) = 0 (N1 ∈ B(Rn))が存在して、x /∈ N1に対して f(x, ·) ∈ L1(Rm,mL). 同様に
mL(N2) = 0 (N2 ∈ B(Rm))が存在して、y /∈ N2に対して f(·, y) ∈ L1(Rn,mL).

(ii) 関数 F (x) =
∫
Rm f(x, y)dmL(y) (x ∈ N c

1), G(y) =
∫
Rm f(x, y)dmL(x) (y ∈ N c

2) はそれぞ
れボレル可測かつ Rn,Rm上のルベーグ積分可能な関数で次の等式が成立する。

∫

Rn+m

f(z)dmL(z) =
∫

Rn

F (x)dmL(x)

=
∫

Rm

G(y)dmL(y). (8.3)

注 8.3 上記の (ii)の statementに関しては、注 5.25 (2)に注意せよ。すなわち、関数 F (x), G(y)
は測度 0の集合の上で値が決まっていないがそこでどのような値をとろうが積分の値は変わらな
いので、

∫
Nc

1
F (x)dmL(x)ではなく

∫
Rn F (x)dmL(x)と書いている。
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上の Fubiniの定理を

1. f(x, y)が定義関数のとき (補題 8.4)

2. f(x, y)が非負単関数のとき (補題 8.8)

3. f(x, y)が一般のボレル可測関数のとき (定理 8.2)

のように順番に証明して行く。1の証明がもっとも本質的である。

補題 8.4 (定義関数に対する Fubiniの定理) A ∈ B(Rn+m)とする。
(1) A ∈ B(Rn+m)のとき任意の x, y に対して Ax ∈ B(Rm), Ay ∈ B(Rn). かつ x(∈ Rn) →
mL(Ax), y(∈ Rm) → mL(Ay) はボレル可測関数である。
(2)

mL(A) =
∫

Rn

mL(Ax)dmL(x) =
∫

Rm

mL(Ay)dmL(y). (8.4)

注 8.5 f(x, y) = IA(x, y)とすると

(1) f(x, y) = IAx(y) = IAy(x),

(2)
∫
Rm f(x, y)dmL(y) = mL(Ax),

∫
Rn f(x, y)dmL(x) = mL(Ay),

∫
Rn+m f(z)dmL(z) = mL(A)

であるからこの補題は f(x, y) = IA(x, y)について Theorem 8.2 (1), (2)が成立すると言っている
のと同じである。

この補題の証明のため、次の単調族定理 (Monotone class theorem)を用いる。このMonotone
class theoremはよく使われる定理である。この講義では、これを認めて使うことにする。

定義 8.6 集合族 Cが単調族とは、次の二つが成立するときに言う：

(1) Ai ∈ C, Ai ⊂ Ai+1 (i = 1, 2, . . .)のとき ∪∞i=1Ai ∈ C.

(2) Ai ∈ C, Ai+1 ⊂ Ai (i = 1, 2, . . .)のとき ∩∞i=1Ai ∈ C.

定理 8.7 (Monotone class theorem) Aが有限加法族、Cが単調族でA ⊂ Cをみたすならば、
σ(A) ⊂ C.

補題 8.4の証明
Aを∏n+m

i=1 (ai, bi] (−∞ ≤ ai ≤ bi ≤ +∞) の形の半開区間の有限個の和集合でかける集合全体
とする。ただし、bi = +∞のときは、(ai,+∞]ではなく、(ai,+∞)と解釈する。するとAは有限
加法族であることがわかる。EN = (−N, N ]nと定める。

C =
{

A ∈ B(Rn+m) | 任意のN に対して定まる集合A ∩ EN に対して

補題の (1), (2)が成立する
}

.

(i) Cが単調族であること
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(ii) A ⊂ C
を示せば単調族定理からB(Rn+m) = σ(A) ⊂ C がわかる。したがって、任意の N について、

(A∩EN )x, (A∩EN )yはボレル可測集合でx(∈ Rn) → mL((A∩EN )x), y(∈ Rm) → mL((A∩EN )y)
はボレル可測関数である。N →∞として (1)が示される。また、

mL(A ∩ EN ) =
∫

Rn

mL((A ∩ EN )x)dmL(x) =
∫

Rm

mL((A ∩ EN )y)dmL(y). (8.5)

この式で N → ∞とすれば単調収束定理より、(2)が示される。よって、(i), (ii)を示そう。(i)
は単調収束定理、ルベーグの優収束定理、命題 3.9 (3), (5)から容易にわかる。Aの元は、お互
いに共通部分を持たない

∏n+m
i=1 (ai, bi]の形の集合の有限和で書けるから、(ii)を示すためには、

A =
∏n+m

i=1 (ai, bi] のときに示せばよい。
x = (x1, . . . , xn)のとき、

Ax =





∏n+m
j=n+1(aj , bj ] (ai < xi ≤ bi 1 ≤ n ≤ nのとき)

∅ (そのほかのとき)
(8.6)

y = (y1, . . . , ym)のとき、

Ay =





∏n
i=1(ai, bi] (an+j < yj ≤ bn+j 1 ≤ j ≤ mのとき)

∅ (そのほかのとき)
(8.7)

だから ai < xi ≤ bi (1 ≤ n ≤ n)のとき、mL(Ax) =
∏m

j=1(bn+j − an+j), an+j < yj ≤ bn+j (1 ≤
j ≤ m)のとき、mL(Ay) =

∏n
i=1(bi − ai). したがって、明らかに (1),(2)が成立する。これで証明

が終わった。
次の非負単関数にたいする定理 8.2 は補題 8.4から容易に従う。

補題 8.8 (単関数に対する Fubiniの定理)
Rn+m 上のボレル可測な単関数が f(x, y) =

∑k
i=1 αiIAi(x, y) と書けているとする。ここで、

Ai ∈ B(Rn+m)である。次が成立する。
(1)

f(x, y) =
k∑

i=1

αiI(Ai)x
(y) =

k∑

i=1

αiI(Ai)y(x) (8.8)

である。特に x, yを固定して得られる関数 y → f(x, y), x → f(x, y) はボレル可測である。
(2) αi ≥ 0 (1 ≤ i ≤ k)とする。F (x) =

∫
Rn f(x, y)dmL(y), G(y) =

∫
Rm f(x, y)dmL(x)とおく。
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次の等式が成立する。

F (x) =
k∑

i=1

αimL((Ai)x) (8.9)

G(y) =
k∑

i=1

αimL((Ai)y) (8.10)

∫

Rn

F (x)dmL(x) =
k∑

i=1

αim(Ai) =
∫

Rn+m

f(z)dmL(z) (8.11)

∫

Rm

G(y)dmL(y) =
k∑

i=1

αim(Ai) =
∫

Rn+m

f(z)dmL(z) (8.12)

定理 8.2の証明 (1) f+
N (x, y)を非負ボレル可測単関数で単調に増加して f(x)の正部分 f+(x, y)

に収束する関数列とする。同様に負部分 f−(x, y)に収束する関数列 f−N (x, y)を取る。fN (x, y) =
f+

N (x, y)− f−N (x, y)とおくと fN (x, y)はボレル可測な単関数で

lim
N→∞

fN (x, y) = f(x, y) ∀(x, y) ∈ Rn+m.

x → fn(x, y)はB(Rn)-可測だからその極限の x → f(x, y)もB(Rn)-可測。y → f(x, y)も同様に
B(Rm)-可測である。
(2) (1)で作った単関数 fN (x, y)を用いる。今の場合、fN (x, y) ≥ 0に注意する。

FN (x) =
∫

Rm

fN (x, y)dmL(y)

GN (y) =
∫

Rn

fN (x, y)dmL(x)

とおく。単調収束定理よりすべての x, yについて limN→∞ FN (x) = F (x), limN→∞GN (y) = G(y)
である。次に ∫

Rn+m

f(z)dmL(z) =
∫

Rn

F (x)dmL(x) (8.13)

を示す。∫

Rn+m

f(z)dmL(z) = lim
N→∞

∫

Rn+m

fN (z)dmL(z) (単調収束定理より)

= lim
N→∞

∫

RN

FN (x)dmL(x) (単関数に対する Fubiniの定理より)

=
∫

RN

F (x)dmL(x) (単調収束定理より). (8.14)

G(y)の方も同様である。
(3) (1)で作った f±N (x, y), fN (x, y)を用いる。G(y)に対する statementの証明は F (x)の方と同様
なので、F (x)の方のみ示す。

FN,1(x) =
∫

Rm

f+
N (x, y)dmL(y) (8.15)

FN,2(x) =
∫

Rm

f−N (x, y)dmL(y) (8.16)
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と FN,1, FN,2 を定める。N → ∞とすると単調収束定理より F1(x) = limN→∞ FN,1(x), F2(x) =
limN→∞ FN,2(x)が収束し (+∞に発散するのもこめて収束すると言っている!)

F1(x) =
∫

Rm

f+(x, y)dmL(y) (8.17)

F2(x) =
∫

Rm

f−(x, y)dmL(y) (8.18)

がすべての xで成立する。非負の可測関数に対しての Fubiniの定理の結果 (2)から
∫

Rn

F1(x)dmL(x) =
∫

Rn+m

f+(z)dmL(z) < ∞ (8.19)
∫

Rn

F2(x)dmL(x) =
∫

Rn+m

f−(z)dmL(z) < ∞. (8.20)

ゆえに K1 = {x | F1(x) = +∞},K2 = {x | F2(x) = +∞}とおくとmL(K1) = mL(K2) = 0.
N1 = K1 ∪K2とおくとやはりmL(N1) = 0である。積分の定義とほとんどすべての点で等しい関
数の積分は等しいことから

∫

Rn+m

f(z)dmL(z) =
∫

Rn+m

f+(z)dmL(z)−
∫

Rn+m

f−(z)dmL(z)

=
∫

Rn

(F1(x)IKc(x)− F2(x)IKc(x)) dmL(x) (8.21)

ここで、任意の x ∈ N c
1 について f(x, y)は yについて可積分であり

F1(x)− F2(x) =
∫

Rm

f(x, y)dmL(y) = F (x) (∀x ∈ Kc)

に注意すると (8.21)の右辺は
∫
Rn F (x)dmL(x)となる。

8.2 ルベーグ可測関数に対するFubiniの定理

この節では「10.1 ルベーグ測度の性質について」の結果を使う。

補題 8.9 A ∈ BL(Rn+m)とする。
(1) ルベーグ測度ゼロの集合 N1 ⊂ Rn, N2 ⊂ Rm が存在して任意の x ∈ N c

1 , y ∈ N c
2 に対して

Ax, Ay はルベーグ可測集合である。さらに x(∈ N c
1) → mL(Ax), y(∈ N c

2) → mL(Ay)はルベーグ
可測関数である。
(2)

mL(A) =
∫

Rn

mL(Ax)dmL(x) =
∫

Rm

mL(Ay)dmL(y). (8.22)

が成立する。

証明 系 10.2よりボレル可測集合 B,C で C ⊂ A ⊂ B, mL(B \ C) = 0 となるものが存在する。
D = B \ C は測度ゼロのボレル集合だから補題 8.4 (2)より

∫

Rn

mL(Dx)dmL(x) =
∫

Rm

mL(Dy)dmL(y) = 0.
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したがって、測度ゼロのボレル集合N1 ⊂ Rn, N2 ⊂ Rmが存在して任意の x ∈ N c
1 , y ∈ N c

2 に対し
てmL(Dx) = 0,mL(Dy) = 0. したがって、この x, yに対してmL((B \A)x) = mL((B \A)y) = 0.
Bx, By はボレル可測集合だからこの結果より、x ∈ N c

1 , y ∈ N c
2 に対して Ax, Ay はルベーグ可

測である。すべての x ∈ N c
1 , y ∈ N c

2 に対して mL(Ax) = mL(Bx), mL(Ay) = mL(By) であ
り x(∈ Rn) → mL(Bx), y(∈ Rm) → mL(By) はボレル可測関数だから x(∈ N c

1) → mL(Ax),
y(∈ N c

2) → mL(Ay)はルベーグ可測である。
(2) すべての x ∈ N c

1 , y ∈ N c
2 に対してmL(Ax) = mL(Bx), mL(Ay) = mL(By)であるから、Bに

対する補題 8.4から容易に従う。

定理 8.10 f(z) (z = (x, y) ∈ Rn+m, x ∈ Rn, y ∈ Rm) はルベーグ可測関数とする。
(1) y ∈ Rm を固定する。ルベーグ測度ゼロの集合 N1 ⊂ Rn, N2 ⊂ Rm が存在して次が成立す
る。x ∈ N c

1 を固定して得られる関数 y(∈ Rm) → f(x, y), y ∈ N c
2 を固定して得られる関数

x(∈ Rn) → f(x, y)はルベーグ可測である。
(2) (非負値関数のとき) すべての z = (x, y)について f(x, y) ≥ 0とする。このとき、x, yの関数∫

Rm

f(x, y)dmL(y),
∫

Rn

f(x, y)dmL(x) は (+∞の値を取るかも知れない)ルベーグ可測関数であ

る。更に次の等式が成立する：
∫

Rn+m

f(z)dmL(z) =
∫

Rn

(∫

Rm

f(x, y)dmL(y)
)

dmL(x) =
∫

Rm

(∫

Rn

f(x, y)dmL(x)
)

dmL(y)

(8.23)
(3) (一般の場合) f ∈ L1(Rn+m,mL)とする。このとき、以下が成立する。

(i) mL(N1) = 0 (N1 ∈ B(Rn))が存在して、x /∈ N1に対して f(x, ·) ∈ L1(Rm,mL). 同様に
mL(N2) = 0 (N2 ∈ B(Rm))が存在して、y /∈ N2に対して f(·, y) ∈ L1(Rn,mL).

(ii) 関数 x(/∈ N1) →
∫

Rm

f(x, y)dmL(y), y(/∈ N2) →
∫

Rm

f(x, y)dmL(x) はそれぞれルベーグ可

測かつ Rn,Rm上のルベーグ積分可能な関数で次の等式が成立する。
∫

Rn+m

f(z)dmL(z) =
∫

Rn

(∫

Rm

f(x, y)dmL(y)
)

dmL(x)

=
∫

Rm

(∫

Rn

f(x, y)dmL(x)
)

dmL(y). (8.24)

証明 (1) f+(z), f−(z)のそれぞれについて証明すればよいので, f(z) ≥ 0と仮定してよい。f(z)に
収束する非負単関数の増大列 fn(z)が存在する。したがって、ルベーグ可測集合Aの定義関数 IA

について証明すれば十分である。x ∈ Rn, y ∈ Rmに対して

{y ∈ Rm | IA(x, y) = 1} = Ax

{x ∈ Rn | IA(x, y) = 1} = Ay.

したがって、補題 8.9 (1) のN1, N2を取ればよい。
(2) f(x, y)に対して非負ボレル可測関数 f̃(x, y)で f̃(x, y) = f(x, y) mL − a.e.(x, y). すなわち
N = {(x, y) | f(x, y) 6= f̃(x, y)}とおくとmL(N) = 0. このN に対して補題 8.9 (1)を適用して得
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られる測度 0の集合をN1 ⊂ Rn, N2 ⊂ Rmとする。また、(2)の結果より
∫
Nc

1
mL(Nx)dmL(x) =∫

Nc
2
mL(Ny)dmL(y) = 0. したがって、測度ゼロの集合 N ′

i で Ni ⊂ N ′
i をみたすものが存在し、

mL(Nx) = 0 (x ∈ N ′c
1 ), mL(Ny) = 0 (y ∈ N ′c

2 ). すなわち

任意の x ∈ N ′c
1 に対して f(x, y) = f̃(x, y) (mL − a.e. y)

任意の y ∈ N ′c
2 に対して f(x, y) = f̃(x, y) (mL − a.e. x)

(8.25)

したがって

任意の x ∈ N ′c
1 に対して

∫

Rm

f(x, y)dmL(y) =
∫

Rm

f̃(x, y)dmL(y)

任意の y ∈ N ′c
2 に対して

∫

Rn

f(x, y)dmL(x) =
∫

Rn

f̃(x, y)dmL(y)

(8.26)

∫
Rm f̃(x, y)dmL(y),

∫
Rn f̃(x, y)dmL(y)はボレル可測関数だから定理 8.2 (2)から結論が従う。

(3) (2)と同じように定理 8.2 (3) を用いて証明すればよいので省略する。

注 8.11 (1) f(x, y)がルベーグ可測で
∫
Rn

(∫
Rm |f(x, y)|dmL(y)

)
dmL(x)が有限ならばf ∈ L1(Rn+m,mL)

であることもわかる。
(2) f(x, y)が A ∈ BL(Rn+m)上のルベーグ可積分関数ならば以下のルベーグ積分はすべて well-
defined で

∫

A
f(z)dmL(z) =

∫

Ay

(∫

Ax

f(x, y)dmL(y)
)

dmL(x)

=
∫

Ax

(∫

Ay

f(x, y)dmL(x)
)

dmL(y). (8.27)

が成立する。

演習問題 8.12 I を Rnの直方体、J を Rmの直方体とし f(x, y)が I × J でリーマン積分可能と
する。
(1) mL-a.e. x ∈ I に対して関数 y → f(x, y), mL-a.e. y ∈ J に対して関数 x → f(x, y)はリーマ
ン積分可能であることを示せ。
(2) J での有界関数 F (y)に対して、リーマン上積分、下積分を R-

∫
I F (y)dy, R-

∫
I F (y)dyと書

く事にする。このとき、R-
∫
J f(x, y)dy, R-

∫
J f(x, y)dy は I 上でリーマン積分可能で

∫

I

(
R-

∫

J
f(x, y)dy

)
dx =

∫

I

(
R-

∫

J
f(x, y)dy

)
dx =

∫

I×J
f(x, y)dxdy

を示せ。

注 8.13 上の演習問題で (2)を示すのに、(1)は使う必要は無い。ただし、(1)の結果から、ほと
んどすべての xについてR-

∫
J f(x, y)dy = R-

∫
J f(x, y)dy が言えていることになる。
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9 色々な関数の収束概念

10 補足

10.1 ルベーグ測度の性質について

この節では、

(1) ルベーグ可測集合とボレル可測集合がルベーグ測度ゼロの集合を除いて一致すること

(2) ルベーグ積分可能な関数が連続関数で Lp-ノルムの意味で近似できること

(3) ルベーグ測度の平行移動・回転不変性

(4) ルベーグ測度の完備性

を示す。
(1)

定理 10.1 任意の正数εと任意のルベーグ可測集合Aに対して、開集合Gと閉集合FでF ⊂ A ⊂ G

かつmL(G \A) ≤ ε,mL(A \ F ) ≤ ε とできる。

証明 (1) A が有界集合のとき： このとき、mL(A) < ∞ である。ルベーグ測度の定義から、
ある直方体の列 {Ii}∞i=1 で A ⊂ ∪∞i=1Ii,

∑∞
i=1 mL(Ii) ≤ mL(A) + ε

2 をみたすものが存在する。

Ii =
∏n

l=1[a
(i)
l , b

(i)
l ]の形をしているが、十分早く 0に収束する正数列 {εl}をとり、Ji =

∏n
l=1(a

(i)
l −

εl, b
(i)
l + εl) とおくとA ⊂ ∪∞i=1Jiかつ

∞∑

i=1

mL(Ji) ≤ mL(A) + ε. (10.1)

G = ∪∞j=1JiとおけばGは開集合であり、

mL(G \A) = mL(G)−mL(A) ≤
∞∑

i=1

mL(Ji)−mL(A) ≤ ε.

次に内側から近似する閉集合の存在を示す。A ⊂ Eとなる直方体 Eを取る。B = E \ Aとおく。
Bに対して開集合Gで B ⊂ GかつmL(G \ B) ≤ εとなるものが存在する。F = E ∩ Gcとおく
と F は閉集合で F ⊂ Aかつ

mL(A \ F ) = mL(A)−mL(F ) = mL(E)−mL(B)− (mL(E)−mL(G ∩ E))

= mL(G ∩ E)−mL(B) ≤ mL(G)−mL(B) = mL(G \B) ≤ ε. (10.2)

(2) Aが有界集合でないとき： このときは、原点中心、半径 nの閉球をBnとし、(B0 = ∅とす
る)。An = A ∩ (Bn) ∩ Bc

n−1とおくと Anは有界な可測集合で互いに共通部分をもたない。かつ
A = ∪∞n=1An. おのおののAnに対して (1)を適用し開集合、閉集合を作りその和を考えればよい。
(一般に閉集合の可算個の和集合は閉集合では無いが、今の場合は閉集合である。なぜか？)
この系として
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系 10.2 任意のルベーグ可測集合Aに対してボレル可測集合B,CでC ⊂ A ⊂ BかつmL(B\A) =
mL(A \ C) = 0 となるものがある。

この系を用いると

定理 10.3 (1) f(x)をRn上のルベーグ可測関数とするとボレル可測関数 g(x)で次をみたすもの
がある：

f(x) = g(x) mL − a.e. x. (10.3)

(2) あるボレル可測関数とほとんどすべての点で等しい関数はルベーグ可測関数である。

証明 (1) f(x)が非負値の場合のみ証明すれば十分である。このとき、

fN (x) =
2NN∑

k=0

k

2N
IEN,k

(x)

EN,k =
{

x ∈ Rn | k

2N
< f(x) ≤ k + 1

2N

}
(0 ≤ k ≤ 2NN − 1)

EN,2NN = f−1((N, +∞))

と定義すると limN→∞ fN (x) = f(x) (x ∈ Rn). EN,k はルベーグ可測集合だからボレル可測集合
ẼN,kで ẼN,k ⊂ EN,kかつmL(EN,k \ ẼN,k) = 0となるものがある。f̃N (x) =

∑2NN
k=0

k
2N IẼN,k

とお

くと f̃N (x)はボレル可測で f̃N (x) = fN (x) mL − a.e. x. 測度ゼロの集合 ∪∞N=1{f̃N (x) 6= fN (x)}
の外側では fN (x) = f̃N (x)だから limN→∞ f̃N (x) = f(x) である。f̃(x)を

f̃(x) =





lim supN→∞ f̃N (x) lim supN→∞ f̃N (x) < +∞のとき
0 lim supN→∞ f̃N (x) = +∞のとき

(10.4)

と定めると Borel可測で f(x) = f̃(x) mL − a.e. x となる。
(2) 関数 f(x) に対してあるボレル可測関数 g(x) が存在して mL({f(x) 6= g(x)}) = 0 とする。
N = {x ∈ Rn | f(x) 6= g(x)}とおく。a ∈ Rとすると

{x ∈ Rn | f(x) > a} = ({f(x) > a} ∩N c) ∪ ({f(x) > a} ∩N)

= ({g(x) > a} \ ({g(x) > a} ∩N)) ∪ ({f(x) > a} ∩N) . (10.5)

(10.5)の右辺の 3つの集合はいずれもルベーグ可測だから f(x)はルベーグ可測である。
(2) Lp関数の連続関数による近似
以下の定理で次の関数の空間を用いる。

C0(Rn) = {f : Rn → R | f(x)は Rn上の連続関数で {x ∈ Rn | f(x) 6= 0} は有界な集合である} .

(10.6)

定理 10.4 f ∈ Lp(Rn,mL) (p ≥ 1)とする。任意の ε > 0に対して fε ∈ C0(Rn)が存在して、
‖f − fε‖Lp ≤ ε.
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(3) ルベーグ測度の平行移動不変性・回転不変性とは次のことである。

定理 10.5 A が Rn のルベーグ可測集合ならば任意の Rn の元 v、O(n) の元 T に対して、A +
v := {x + v | x ∈ A}, TA := {Tx | x ∈ A} もルベーグ可測集合で mL(A) = mL(A + v),
mL(TA) = mL(A).

(4) ルベーグ測度の完備性を説明する。

定義 10.6 測度空間 (X,F ,m)が完備であるとは、次の性質が成立するときに言う：
A ∈ F がm(A) = 0をみたすなら、Aの任意の部分集合は F に属し、その測度は 0である。

定理 10.7 ルベーグ測度は完備である。

これは、次の補題に注意すればよい。

補題 10.8 次は同値である。
(1) mL(A) = 0
(2) Aはルベーグ可測でmL(A) = 0.

証明 (2) → (1)は定義から自明。(1) → (2)を示す。Bを Rnの任意の部分集合とする。mL(A ∩
B) + mL(Ac ∩B) ≤ mL(B) を示せばよい。mL(A∩B) ≤ mL(A) = 0 だから明らかである。

10.2 Carathéodoryによる測度の構成法

10.3 直積測度とFubiniの定理
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