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1 定義と問題設定

多様体上のリーマン計量 g に対し，そのスカラー曲率を sg により表そう．
もちろん sg は多様体上の関数である．sg が恒等的に 0 であるようなリーマ
ン計量をスカラー平坦計量と呼ぶ．
多様体の全体が次の３つに分類されることは自明である（[12])．

(P) sg > 0 となるリーマン計量 g を持つ多様体．
(Z) sg > 0 となるリーマン計量 g は持たないが，sg ≥ 0 となるリーマン計
量 g を持つ多様体.
(N) sg ≥ 0 となるリーマン計量 g は持たない多様体，

２次元向き付け可能多様体の場合，(P) の属するものは球面，(Z) はトー
ラス，(N) は種数 2 以上の曲面からなる．
以下，多様体はすべて，コンパクト，向き付け可能で，次元は 3 以上と

する．まず，(Z) に属する多様体上の非負スカラー曲率計量は実際スカラー
平坦計量である．なぜなら Kazdan-Warner の定理 [8] により，sg ≥ 0 かつ
少なくとも１点 p で sg(p) > 0 であるならば，別のリーマン計量 g̃ で seg > 0
となるものが存在するからである．そこで次の定義をする．

　定義 1.1.
(P ) に属する多様体を正スカラー曲率多様体と呼ぶ．
(Z)に属するコンパクト多様体を真性スカラー平坦多様体（strictly scalar-flat
manifold），または強スカラー平坦多様体（strongly scalar-flat manifold)と
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呼ぶ．
(N) に属するコンパクト多様体を真性負スカラー曲率多様体（strictly nega-
tive scalar curvature manifold），または強負スカラー曲率多様体（strongly
negative scalar curvature manifold)と呼ぶ．

注意 1.2. さらに，Bourguignon の結果（[2]）によれば (Z) に属する
スカラー平坦計量は，実際にはリッチ曲率 0 の計量（リッチ平坦計量）
である．

注意 1.3. 任意のコンパクト多様体は sg < 0 なるリーマン計量を持
つ（Kazdan-Warner の定理）．さらに，このことと山辺の問題の解決
（Aubin-Schoen)を組み合わせると (P) に属する多様体はスカラー平坦
計量を持つことがわかる．従って，結局 (P) に属する多様体は正，0，
負のいずれの符号の定スカラー曲率計量も持ち，(Z) に属する多様体は
0 または負の定スカラー曲率計量を持ち，(N) に属する多様体は負の定
スカラー曲率計量を持つ．上の定義で単にスカラー平坦多様体と呼ば
ず，真性スカラー平坦多様体と呼んだ理由はこのことから来る．また，
同じ理由で (N) に属する多様体を真性負スカラー曲率多様体と呼ぶの
は自然であろう．

問題 ： (P) ，(N)，(Z) に属する多様体を決定せよ．

2 ５次元以上の場合

どういう表現の仕方をすれば決定したことになるのか問題であるが，（微分）
位相不変量や複素幾何などのなじみのある言葉の範囲で表現できれば決定し
たことになる，ということにしよう（この言い方自体曖昧であるが）．その
了解のもとに，この問題の答えは 5 次元以上の単連結コンパクト多様体に対
しては解決済みである．答えは次の通りである．

　定理 2.1. (Gromov-Lawson-Stolz ([7], [14]) 5 次元以上の単連結コンパク
ト多様体 M が正のスカラー曲率計量を持つための必要十分条件は，M は
non-spin か，または spin かつ α(M) = 0 をみたすことである．
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α(M) ∈ KO−∗(pt) というのは Â-種数 Â(M) を拡張した不変量で，スピ
ン多様体M に対しディラク作用素を用いて定義されるものである（[9]参照）．
この定理を使うと (Z) に属するコンパクト単連結多様体が決定される．
まずこの定理から (Z) および (N) に属する多様体は Spin かつ α(M) 6= 0

である．よって，特に (Z) に属する多様体では Lichnerowicz formula から
parallel spinor を持つ．よってスピン束のホロノミー群は Spin(n) より小さ
くなり，従ってリーマン多様体のホロノミーも SO(n) より小さくなる．よっ
てベルジェ・サイモンスの定理（[1], [5]など参照）により holonomyは reduce
するので，de Rham 分解の意味で既約なものだけを考えることにして，対称
空間か，または

U(n/2), SU(n/2), Sp(n/4) · Sp(1), Sp(n/4), Spin(7), G2

のいずれかのホロノミーになる．
次に，(Z) に属する多様体は Ricci-flat である．（この証明は２通りある．

一つは Bourguignon の結果を使う方法：もし Ricci-flat でないならスカラー
平坦計量は正スカラー曲率計量に変形できる．
もう一つは Ousama Hijiazi の議論を使う方法： parallel spinor を持て

ば Ricci-flat である．Hijazi の議論は単純なテンソル計算から得られる（[6]
参照）．）
そこで，　上の候補の中から Ricci-flat という条件に適するものを選び

出す．既約対称空間は Einstein で Ricci-flat でないので除外される．U(n/2)
ということはケーラーであるが， Ricci-flat Kahler なら SU(n/2) になるの
で， (full に) U(n/2) となるホロノミーは除外され， SU(n/2) はとりあえず
残る． Sp(n/4) · Sp(1) は Einstein だが not Ricci-flat だから除外，Sp(n/4)
は hyperKähler で Ricci-flat だから残る． Spin(7)，G2 は Ricci-flat だから
残る．
結局，SU(n/2)， Sp(n/4)，Spin(7)，G2 が残り，　これらの直積が候補

となる．次に α(M) 6= 0 なるものを選び出さなければならない．KO−∗(pt)
は Bott 周期性に従い mod 8 で 1 ∼ 8 の次元で Z2, Z2, 0, Z, 0, 0, 0, Z
であるので，SU(3); n = 6, SU(7); n = 17, ....，G2; n = 7 は α(M) = 0
となり除外される．　実 8k 次元では α(M) = Â(M)，8k + 4 次元の場合
α(M) = Â(M)/2で，　どちらの場合も SU(n/2)ホロノミーでは Â(M) = 2
であるので，これらは真性スカラー平坦である．Sp(n/4) も Â = n/4 + 1
で真性スカラー平坦である．また 8 次元多様体の例外ホロノミー Spin(7)-
多様体においても Â(M) = 1 であることが容易にわかる．興味深いのは
SU(5); n = 10 で torsion になるが，この場合 α(M) = 1 mod 2 となり（∵
Lawson-Michaelsohn[9]， p.147, 式（7.32) と Ricci-flat Kähler ではディラク
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作用素 ＝ スピン c ディラク = ∂̄ + ∂̄∗ より），これは真性スカラー平坦で
ある．
ところが SU(5) 多様体 ×SU(10) 多様体は 30次元で 30 ≡ 6 mod 8 で

あるのでこれは (P) に属する．　この例が示すように 真性スカラー平坦を
二つ直積しても (P) になることがある．
従って，『(Z) は S(n/2) ホロノミーと Sp(n/4) ホロノミーと Spin(7) ホ

ロノミーのいくつかの直積で α(M) 6= 0 なるものからなる』というのが正し
い言い方である（[6]）．
以上の考察から (P) と (Z) がわかったので，(N) はそれ以外のものとい

う意味でわかったことになる．
さて，上の定理は余次元 3 以上の手術により正のスカラー曲率を持つと

いう性質は不変であるということと，h コボルディズム定理の証明の議論と
同じ議論を用いることによって証明される．定理のなかの単連結という仮定
は h コボルディズム定理が単連結でないと成り立たないことと同じ理由で
ある．

3 ４次元の場合

４次元の場合 h コボルディズム定理は成立しないことがドナルドソン理論
（[3]）からわかっている．一方，ドナルドソン理論と密接な関係にあるサイ
バーグ・ウィッテン不変量は正のスカラー曲率を持つための障害である（[15],
[4], [11], [5]）．ドナルドソン不変量にせよ，サイバーグ・ウィッテン不変量
にせよ，位相同型であっても微分同相でない可微分多様体を見分ける不変量
であるから，４次元の場合の位相不変量 α(M) = Â(M)/2 とは性質がことな
り，正スカラー曲率計量を持つという性質は位相不変なだけではなく，微分
構造にも依存することは明かである．実際，CP3 の次数の十分高い奇数次超
曲面 X1 は non-spin であるが，b+ ≥ 3 でありサイバーグ・ウィッテン不変
量が 0 ではないので正のスカラー曲率計量は持たない．しかも X1 は，いく
つかの CP2 といくつかの CP2 の連結和 X2 と位相同型である．そしてもち
ろんX2 は正スカラー曲率計量を持つ．
この例が示すように，４次元では Gromov-Lawson-Stolzの定理のように，

「non-spin または spin かつ Â(M) = 0 なら正スカラー曲率計量を持つ」 と
は限らず，「サイバーグ・ウィッテン不変量が消える」ことも実際必要である．
仮にこの２つの条件が十分でもあったとしよう．すると (Z) に属する多様体
M はサイバーグ・ウィッテン不変量が零でないことから，M はケーラーに
なる（Witten [15]). さらに，単連結コンパクトケーラー曲面で (Z) に属する
ものは K3 曲面に限る（LeBrun [10])．従って次のことが正しいかどうかが
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興味が持たれる．

問題　４次元単連結閉多様体が (Z) に属するならばそれは K3 曲面と微分同
相か？
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