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Abstract. この講演では，Kähler-Einstein計量の存在問題と K安定性と呼ばれる
一種の GIT 安定性の同値性についての予想（Yau-Tian-Donaldson 予想）に関する
歴史と最近の話題について報告することを主目的とする．あらましは以下の通りであ
る．Kähler-Einstein 計量の存在問題は c1(M) > 0 の場合が未解決である．すなわ
ち Fano 多様体M 上に Kähler-Einstein 計量が存在するための必要十分条件を見つ
けることが問題である．この答えと考えられているのが上記の Yau-Tian-Donaldson
予想である．この問題はいくつかの異なる形に問題が一般化される．また，K 安定
性で用いられる不変量はいろいろな形に一般化され，一般化された問題のそれぞれ
で有用な役割を果たす．例えば，この問題は偏極多様体 (M, L) に対し，いつ c1(L)
を代表する Kähler 形式で，スカラー曲率一定となるものが存在するかという定式
化に一般化され，またこの一般化で考える方が GIT の観点からは見通しが良い．こ
の他，Kähler とは限らない複素多様体上にある種のエルミート計量を見つける問題
で，Kähler-Einstein 計量の存在問題の拡張になるものもある．

1. Kähler-Einstein 計量の存在問題

M をコンパクト複素多様体，g をM の Kähler計量とする．すなわち，z1, · · · , zm

を局所正則座標とし

(1) ω =
√−1

m∑

i,j=1

gij dzi ∧ dzj

とおくと ω は M の局所座標の取り方によらない大域的な 2 次微分形式であり，
(1) 行列 (gij) は各点で正値エルミート行列；
(2) gij は局所 C∞ 級関数；
(3) dω = 0 をみたすものとする．

このとき，ωg を g の Kähler 形式，ドラーム類 [ωg] を Kähler 類 という．また，
Kähler 計量を持つ複素多様体を Kähler 多様体という．

Kähler 計量とは複素幾何と実 Riemann 幾何双方に相性がよく，一方から他方へ
の橋渡しを可能にする計量である．例えば Kähler 多様体では de Rham コホモロ
ジーと Dolbeault コホモロジーは同型である．

Kähler 計量 g に対し，

(2) Ric(g)ij := − ∂2

∂zi∂zj
log det(gk`)

により与えられる 2階のテンソル Ric(g)ij をRicci 曲率という．
特性類の理論（Chern-Weil 理論）によれば第 1 Chern類 c1(M) は

(3) ρg :=
√−1
2π

m∑

i,j=1

Ric(g)ij dzi ∧ dzj = −
√−1
2π

∂∂ log det(gk`)
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により代表される．その意味で ρg は Ricci形式とも，第１Chern形式とも呼ばれる．
一般に，ある実定数 λ に対し

(4) Ric(g)ij = λ gij

つまり

(5) 2πρg = λωg

となるとき，g は Kähler-Einstein 計量と呼ばれる．これは物理的には重力場の方程
式にあたる．

Ricci 曲率は正の相似拡大により不変であるから λ = 1, 0, −1 と正規化して良い．
まず，λ = 1 としよう．このとき

(6) c1(M) = [ρg] = 1/2π[ωg]

は正の (1, 1)類である．つまり K−1
M は ample，または M は Fano 多様体である．

以上をまとめると，次の通りである．
λ = 1 の Kähler-Einstein 計量を持つ =⇒ M は Fano 多様体である．ただし M が
Fano とは c1(K−1

M ) = c1(M) > 0 が成り立つ時を言う．

問題 ⇐= はいつ成り立つか？

λ = −1 のときと λ = 0 のときは解決済みである．すなわち，

λ = −1　の Kähler-Einstein 計量を持つ ⇐⇒ c1(M) < 0.
λ = 0　の Kähler-Einstein 計量（Calabi-Yau 計量）を持つ ⇐⇒ c1(M) = 0.

が既に証明されている．上述野通り =⇒ はどちらも自明である．⇐= は λ = −1 の
場合は Aubin [2] と Yau [40] が独立に，λ = 0 の場合は Yau [40] がそれぞれ 1970
年代後半に証明を与えた．いずれも多様体については c1(M) < 0 と c1(M) = 0 以
外には付加的条件は何もついていないことに注意しよう．

λ = 1 の場合は，いくつかの障害が知られており，従って c1(M) > 0 以外に何らか
の付加的条件を付けないと，Kähler-Einstein 計量の存在は示す事はできないことが
知られている．その典型例は Kähler-Einstein 計量（もっと一般にスカラー曲率一定
Kähler 計量）を持つ Kähler多様体においては正則ベクトル場全体のなす複素 Lie 環
h(M) が reductive であるという事実（Lichnerowicz-松島の定理 [25], [30]) である．
もう一つの例は h(M) の指標 f : h(M) → C が存在し，もし M が Kähler-Einstein
計量を持つならば f = 0となるという筆者の結果（[14]）である．この f : h(M) → C
は次のようにして定義される．今，M は Fano 多様体と仮定し，c1(M) > 0 である
ので，Kähler 形式 ω を ω ∈ 2πc1(M) となるように取る．Kähler-Einstein 計量が
もし存在し，ω がその Kähler 形式であるなら ω ∈ 2πc1(M) をみたすから，この取
り方は必然である．またその Ricci 形式 ρ(ω) も c1(M) を代表する．従って，ある
滑らかな実関数 F ∈ C∞(M) が存在し，

(7) 2πρ(ω) = ω + i∂∂F

となるものが存在する．F が定数になることと ω が Kähler-Einstein 計量の Kähler
形式であることとは同値であるが，任意に選んだ Kähler 計量は Kähler-Einstein 計
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量でとは限らないので一般には F は定数ではない．このとき，X ∈ h(M) に対し

(8) f(X) =
∫

M

XF ωm

により f を定義する．ここに m = dimCM である．この f は ω ∈ 2πc1(M) を選ん
で定義されているが，実は ω ∈ 2πc1(M) の取り方によらない（[14]）．したがって複
素多様体 M の自己同型群の作用で不変である．自己同型群の Lie 環が h(M) であ
るから f は Lie 環の指標になる．
講演タイトルの K 安定性とは，一口に言うと，この不変量を f を数値的判定法

の不変量として用いる GIT 安定性である．K 安定性のきちんとした定義は第３節で
与える．予想は次ぎのように述べられる．

Yau-Tian-Donaldson 予想（[41], [39], [10]）
Fano 多様体 M が Kähler-Einstein 計量を持つ⇐⇒ M は K polystability をみたす.

この予想を最初に具体的かつ詳細に研究したのは Tian [39] である．そのあらましは
次の通りである．
１．次節で述べるように Kähler-Einstein計量の存在を示す問題はMonge-Ampère

方程式の解の存在を示すことに帰着される．また，このことは満渕 K-汎関数の固有
性を示す事と同値である．満渕 K-汎関数は Kähler 計量全体のなす空間上の凸関数
であるから，計量全体のなす空間の無限遠での振る舞いを見ればよい．この振る舞い
は特別な場合として，M が高次元複素射影空間内で特異多様体 M0 に退化し，誘導
計量が特異になる時を考えるとき，M0 上のその特異計量に対して定義される f（こ
こでは M の f と区別するため f0 と表す）の符号を見る事により調べられる．
２．この f0 は Chow weight の漸近展開に現れるので，ある種の GIT 安定性を

見ることと考えられる．
３．f0 は積分を用いて定義され，計量によらないことを示すには Stokes の定理

が成り立つ（従って部分積分ができる）程度の特異点を持つ場合のみを考える必要が
ある．そこで，Tian [39] では特異多様体は正規と仮定した．この場合，特異点は複
素余次元が 2 あり，Stokes の定理は成立する．
４．C∗ 同変な正規多様体 M0 への退化を考えると，もし M が Kähler-Einstein

計量を持つなら f0(X) ≥ 0 となる．ここに X は C∗ 作用の無限小生成元である．
５．そこで，任意の C∗ 同変な正規多様体 M0 への退化に対し f0(X) ≥ 0 となる

とき，M は K 半安定であると Tian は定義した．また，さらに f0(X) = 0 が成立
するのは C∗ 作用が M の自己同型で M ×C に diagonal に作用し，中心ファイバー
M0 はM であるときに限るとき，M は弱 K 安定であると定義した．
６．Tian [39] は h(M) = 0 なる Fano 多様体 M で Kähler-Einstein 計量が存在

しない例があることを１～４の議論を用いて証明している．h(M) = 0 ならば，h(M)
は reductive で f = 0 であるから Lichnerowicz-松島の障害も，筆者の障害も消えて
いることに注意しよう．
以上が Tian [39] の概略であるが，M の退化は一般には正規ではないので，正

規でない代数多様体にも定義されるように，代数幾何的量のみを用いて不変量 f を
Donaldson [10] が定義し直し，それを用いて K 安定性等が定義された．これは後述
のテスト配位という形で退化を記述して表現される．等号が成り立つ場合を５と同様
に定めた場合を K-polystability という．そして M に Kähler-Einstein 計量が存在
するための必要十分条件はM が K-polystable であると予想された．
しかし，その後，等号が成立する場合は５で記述された状況になるとは限らない

こと，しかしテスト配位の全空間が正規かつ自己同型群が離散的なら５で記述された
状況になることが Li-Xu [24]，Stoppa [38] により指摘された．こうした pathology
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に基づき，修正された定義は第３節で述べる．また，Li-Xu [24] は Minimal model
program with scaling を用いることにより，M の退化 M0 は正規である場合のみ考
えればよいことを証明している．

2. Monge-Ampère 方程式

Kähler-Einstein計量が存在することを証明することは次のMonge-Ampère方程式
の解の存在を証明する事に帰着される．与えられた Kähler計量 (gij)と F ∈ C∞(M)
に対し

det(gij + ∂2ϕ
∂zi∂zj )

det(gij)
= e−λϕ+F

(gij +
∂2ϕ

∂zi∂zj
) > 0

をみたす ϕ ∈ C∞(M) の解の存在を証明せよ．この F は λ = 1 の場合，式 (7) に
より定まったものである．
この方程式の感触を得るために dimCM = 1 のときを考察してみよう．この場合，

方程式は

(9) 1 + ∆ϕ = e−λϕ+F

となる．簡単のため F = 0 とすると

(10) 1 + ∆ϕ = e−λϕ

となる．
更に λ = 0 とすると

(11) 1 + ∆ϕ = 1

となるので，ϕ = const が一意的解となる．
λ = −1 とすると最大値原理を用いるとやはり ϕ = 0 が一意的解となることがわ

かる．
しかし，λ = 1 とすると最大値原理は使えず，何も言えない．実際，方程式 (24)

で λ = 1 とした場合，2 次元球面上の滑らかな関数 F のうち，どのような F に対
して解を持つか，は難しい問題である．

3. 豊富な直線束とスカラー曲率，およびと K 安定性

M コンパクト複素多様体とし，L → M を positive (ample) 複素直線束とする．
すなわち，ドラームコホモロジー類 c1(L) は正の (1, 1) 型閉形式（つまり Kähler
形式）

(12) ω = igij dzi ∧ dzj

で代表されるときをいう．この場合 c1(L) > 0 と表現する．c1(L) を代表する正の
(1, 1) 型閉形式全体はこの意味で Kähler 形式の空間とみなされる．(12) において
Kähler 形式 ω とその係数 g = (gij) は区別せず，ω を計量と混同して扱うことが
多い．

Kähler 計量 g またはその Kähler 形式 ω のスカラー曲率 σ は

(13) σ =
m∑

i,j=1

gij Ric(g)ij
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により定義される．ここに (gij) は (gij) の逆行列である．

問題 c1(L) に属する Kähler 形式でスカラー曲率一定のものがいつ存在するか? 偏
極多様体 (M, L) についての条件を求めよ．

スカラー曲率一定 Kähler 計量はしばしば cscK 計量（constant scalar curvature
Kähler metric）と略される．

M が Fano のとき，L = K−1
M と取ると

Kähler 形式 ω ∈ 2πc1(L) は cscK ⇐⇒ ω は Kähler-Einstein

となる．つまり，偏極多様体 (M, L) で cscK を考えるのは Kähler-Einstein の存在
問題の一般化である．実は，この問題設定の方が GIT の観点から見通しが良いこと
が藤木 [13] および Donaldson [12] により明らかにされている．また，X. Wang [42]
は Lichnerowicz-松島の定理も筆者の指標 f も GIT の枠組みで説明できることを明
らかにしている．[18] も参照されたい．このことについては 2008年 3月の企画特別
講演で述べたが，以下に概略をまとめておく．要点は次の２点である．
• GIT での安定軌道 = モーメント写像の零点を持つ軌道（これはよく知られた一般
論）．
• cscK計量 =無限次元シンプレクティック多様体上の無限次元シンプレクティック微分
同相群の複素化の作用の軌道上にあるモーメント写像の零点（藤木明，S.K.Donaldson）

よって
• cscK 計量を持つ⇐⇒ Kähler 計量が動く空間が “無限次元シンプレクティック-GIT
安定”
となる．

さて，以下に K 安定性のきちんとした定義を述べたい．その前に，cscK 計量が存在
するための障害として f : h(M) → C がどのような形に拡張するか述べておきたい．
この場合は F ∈ C∞(M) を

(14) σ =
∫

M

σωm/

∫

M

ωm + ∆F

を満たすように取り，f を (8) と同じ式で定義すれば良い（[15], [5], [3] ）．[16] も
参照せよ．

Λ → N を n 次元射影スキーム N 上の豊富な直線束とする．Λ には束同型としての
C∗-作用があり，この作用は N への C∗-作用を誘導するものとする．
このとき任意の正の整数 k に対し，Wk = H0(N, Λk) への C∗-作用が誘導される．

dk = dim Wk とおき，wk を ∧dkWk への C∗-作用のウェイトとする．
Riemann-Roch および同変 Riemann-Roch の定理により dk と wk はそれぞれ次

数 n および n + 1 の k を変数とする多項式になる．従って，wk/kdk は k が無限大
に近づくとき有界であり，十分大きい k に対し

(15)
wk

kdk
= F0 + F1k

−1 + F2k
−2 + · · ·

と展開することができる．

補題 3.1 (Donaldson [10]). F1 の定義において，もし N が非特異射影多様体である
ならば

(16) F1 =
−1

2vol(N,ω)
f(X)
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が成立する．ただし X は C∗-作用の無限小生成元．

定義 3.2. −F1 を Donaldson-Futaki invariant という．

F1 を不変量として数値的判定法の考え方を apply したい．

非特異射影代数多様体 M とその上の豊富な直線束 L に対し，指数 r のテスト配位
(test configuration)とは次のものからなる．
(1) 固有かつ平坦なスキームの射 π : M→ C;
(2) M への C∗-作用で C への通常の C∗-作用を覆うもの;
(3) C∗-同変直線束 L →M;
(4) t 6= 0 に対し Mt = π−1(t) ∼= M かつ (Mt,L|Mt

) ∼= (M, Lr).

C∗-作用は中心ファイバー L0 → M0 = π−1(0) への C∗-作用を誘導する．よって
(M0, L0) の F1 を考えることができる．このとき，

(17) DF (M,L) = −F1

とおき，これをテスト配位 (M,L) の Donaldson-Futaki invariant と呼ぶ．
上では，cscK 計量の存在を問題としたいので M は非特異射影代数多様体とした

が，Q-Fano 多様体とする場合（[24]），polarized S2 variety とする場合（[32], [33])
もある．
もし (M, L) が C∗-作用を持てば，直積 L × C → M × C が自然にテスト配位を

与える．これを直積配位という．
直積配位において C∗ が M に自明に作用するとき，この配位は自明な配位であ

るという．

定義 3.3. (M, L) が K 半安定（または K 安定）であるとは，任意の自明でないテ
スト配位 (M,L)に対しDF (M,L) が非正（または負）であるときをいう．(M, L)
が K polystableであるとは，正規テスト配位 (M,L) に対しDF (M,L) ≥ 0 であ
り，等号が成立するのはテスト配位 (M,L) が直積配位であるときに限るときをいう．

Fano多様体の場合に Tianが考察したM の退化M0 は test configurationの中心
ファイバー M0 にあたる．K-polystable の時のみ正規テスト配位としたのは，Li-Xu
[24] により，正規でないと等号が成立しても直積配位にならない例があることを指摘
されたからである．また正規性の仮定のもとではこのような例はなく，cscK 計量の
存在から K-polystability の証明が成立することが確かめられている（Stoppa [38])．
予想 (Yau-Tian-Donaldson) : (M, L) を偏極多様体とする．Kähler 類 c1(L) に定ス
カラー Kähler 計量が存在するための必要十分条件は (M, L) が K polystableである
ことであろう．

この予想は第１節で述べた Yau-Tian-Donaldson 予想の cscK 版である．この予
想の必要性の証明は既に得られている（Chen-Tian [7], Donaldson [11], Stoppa [37],
[38] , 満渕 [29]）．
上述の K-polystability の定義において，正規テスト配位というときはM が正規

であることを意味する．前述の通り，M が Fano 多様体の場合，中心ファイバー M0

が正規であることを仮定して K （半）安定性を定義すれば十分であることが Li-Xu
[24] により確かめられている．また，Arezzo-Della Vedova-La Nave [1] は中心ファ
イバーが reduced normal crossing singularities のみを持つときを調べれば十分であ
ることを証明している．
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4. 不変量のいろいろな一般化

M をコンパクト複素多様体とする．次の (I), (II) の２つの設定が仮定されている
としよう．

(I) 複素 Lie 群 G を構造群とする主束 PG → M , PG 上の (1, 0)-型接続形式 θ
が与えられ，Θ を θ の曲率形式とする．M の複素多様体としての自己同型
群 Aut(M) のある部分群 H は PG への作用に持ち上がっているとする．PG

に G は右から H は左から作用し，G と H の作用は可換であるとする．
(II) Ω ∈ H2

DR(M) を Kähler 類とし，固定する．Ω から Kähler 形式 ω を選ん
だ時，H の Lie 環 h の元 X を M 上の正則ベクトル場とみなすと，複素数
値関数 uX ∈ C∞C (M) で

(18) i(X)ω = −∂uX

をみたすものが存在すると仮定する．このような uX は定数差を除いて一意
的に決まるので，

(19)
∫

M

uX ωm = 0

となるように正規化する．
以上の (I), (II) のもとに k 次 G 不変多項式全体を Ik(G) により表す：

Ik(G) = {φ : Symk(g) → C | φ ◦Ad(g) = φ}.
そして φ ∈ Ik(G) と X ∈ h に対し，

Fφ(X) = (m− k + 1)
∫

M

φ(Θ) ∧ uX ωm−k

+
∫

M

φ(θ(X) + Θ) ∧ ωm−k+1(20)

とおく．

定理 4.1 ([17]). Fφ(X) は PG の (1, 0)-型接続形式 θ の選び方にも，M の Kähler
形式 ω ∈ Ω の選び方にもよらない．Fφ : h → C は Lie 環準同型である．

更にこれらの Fφ は筆者が興味を持って来た，微分幾何で有用な以下の３つの場
合 (a), (b), (c) を含む．ただ，式 (3) は H.Cartan による同変コホモロジーに関す
る古い文献 [6] に現れていると言うこともでき，その意味で定理 4.1は筆者の結果と
は言えないかもしれない．しかし，文献 [6] では代数的位相幾何の表し方を用いてお
り，微分幾何における有用性は定理 4.1 のような微分幾何的表現がなされていて初め
てわかることである．

(a) 各 Kähler 類において，k 次 Chern 形式が調和形式になるような Kähler 計
量を持つための障害 ([14], [15], [5], [3])．

(b) 漸近的 Chow 安定性の障害 ([17], [27]).
(c) 非 Kähler でもよいコンパクト複素多様体の不変量 ([20]).

これらの３つの共通部分にあるのは M が Fano 多様体であり，Fφ が Kähler-
Einstein 計量が存在するための障害である場合である．以下では (a)，(b) のそれぞ
れについて少し詳しく述べ，(c) については第６節で詳述する．

(a) G = GL(m,C)とし，PG はM の正則接束 T ′M の枠束とする．枠束とは T ′pM
の基底全体をすべての p ∈ M にわたって集めた多様体である．右から GL(m,C)が基
底の取り換えとして作用している．ここでは 接続 θ は Kähler 形式 ω の Levi-Civita
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接続を取る．I∗(GL(m,C)) は固有値の j-次基本対称式 cj により生成されている．
ここでは φ として k-次基本対称式 ck を取る．すると Fck

の第２項は常に 0 になる．
そして，Fck

は，k 次 Chern 形式 ck(ω) が調和形式となるような Kähler 形式 ω が
Ω の中に存在するための障害となる（[3])．特に k = 1 の場合，c1(ω) が調和である
ことと ω のスカラー曲率が一定であることとは同値であるので，Ω にスカラー曲率
一定 Kähler 計量が存在するための障害となる．また更に，M が Fano 多様体のと
き，すなわち c1(M) > 0 （これは c1(M) が Kähler 形式で代表できるという意味
である）のとき，c1(M) に属するスカラー曲率一定 Kähler 計量は Kähler-Einstein
計量であるから，Ω = c1(M) と取る時，Fc1 は Fano 多様体 M が Kähler-Einstein
計量を持つための障害となる．もちろん Fck

は第１節，第２節で述べた f の拡張で
ある．

(b) ある豊富な直線束 L → M に対し Ω = c1(L) と書けているとしよう．PG は再
び T ′M の枠束で，G = GL(m,C) とする．H は下で説明する Aut(M,L) を取る．
φ は `-次 Todd 多項式 Td(`) とする. するともし (M, L) が漸近的 Chow 半安定な
らば ` = 1, · · · ,m に対し FTd(`) = 0 となる（[17], [21]）．
FTd(1) は Fc1 と比例するので，c1(L) にスカラー曲率一定 Kähler 計量が存在す

るための障害になる．
7次元トーリック Fano多様体で FTd(1) = 0，FTd(`) 6= 0，2 ≤ ` ≤ 7となるものが

存在する．ただし，Ω = c1(M)と取る．Wang-Zhu [43]の定理によると Fc1 = 0なる
トーリック Fano 多様体には Kähler-Einstein 計量が存在する．しかし，FTd(`) 6= 0，
2 ≤ ` ≤ 7 であるから，漸近的 Chow 不安定である．この例は Nill-Paffenholz [31]
により　 Kähler-Einstein 多様体であるが Batyrev-Selivanova [4] の意味で対称では
ない例として見出された．2 ≤ ` ≤ 7 に対する FTd(`) はすべて比例していて，0 で
はない．この計算は小野-佐野-四ツ谷 [34] によりなされた．

L → M を豊富な直線束とするとき，M の自己同型群 Aut(M) の部分群で L へ
の作用に持ち上がるものの極大なものをAut(M, L) により表す．実は Aut(M,L) の
Lie 環は，M 上の正則ベクトル場 X で，ある複素数値関数 uX ∈ C∞C (M) により

(21) i(X)ω = −∂uX

と表されるものの全体のなす Lie 環 h0(M) に一致する．Donaldson [9] によると，
Aut(M,L) が離散的のとき，c1(L) にスカラー曲率一定計量が存在するならば漸近的
Chow 安定である．上記の例は，Aut(M, L) が離散的でないときは事情が大きく異
なることを示している．
満渕 [28] によると漸近的 Chow 安定性と 漸近的 Hilbert 安定性は同値である．こ

れの簡明な証明が尾高 [33] によっても与えられている．

5. 漸近的 Chow半安定に対する障害と高次 CM 直線

第４節での導入した不変量 FTd1 は Hilbert 多項式 χ を持つ PN の部分概形全体
のなす Hilbert 概形 H の CM line λCM に対する Mumford weight とみなせること
を Paul-Tian [35], [36] は示した．さらに，Della Vedova-Zuddas [8] は高次の FTdi

についても同様の見方が出来ることを示した．本節は [8] の紹介である．
(M, L)をm-次元偏極多様体とする．１助変数部分群 ρ : C∗ → Aut(M,L)とその L

への持ち上げ ρ̃ : C∗ → Aut(L) に対し，行列式直線 ⊗m
i=0(detHi(M, L))(−1)i

に誘導
される作用の重みを w(M,L)により，Euler-Poincare標数

∑m
i=0(−1)i dim Hi(M, L)

を χ(M, L) により表す．もちろん，L の十分高い冪を取ることにより i > 0 に対し
Hi(M, L) = 0 と仮定して良い．
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Riemann-Roch の定理と同変 Riemann-Roch 定理により χ(M,Lk) と w(M, Lk)
は次のような多項式により表される．

(22) χ(M,Lk) = a0(M,L)km + a1(M, L)km−1 + · · ·+ am(M,L),

(23) w(M, Lk) = b0(M, L)km+1 + b1(M, L)km + · · ·+ bm+1(M, L).

(M, Lk) に対する Chow weight Chow(M,Lk) は次で与えられる．

(24) Chow(M,Lk) =
w(M, Lk)
kχ(M, Lk)

− b0(M,L)
a0(M, L)

.

このとき次のような展開を容易に得る．

Chow(M, Lk) =
bm+1(M, L)
kχ(M,Lk)

+
a0(M, L)

kχ(M,Lk)

m∑

`=1

a0(M, L)b`(M,L)− b0(M, L)a`(M, L)
a0(M, L)2

km+1−`.(25)

M が非特異の場合は第１項 bm+1 は 0になることが [20]で示されている．F`(M, L)
を

(26) F`(M, L) =
a0(M, L)b`(M,L)− b0(M, L)a`(M, L)

a0(M, L)2

により定義しよう．M が滑らかな場合， Riemann-Roch の定理により χ(M, L) は
Todd類と c1(L)により表され，同変 Riemann-Rochの定理により w(M, L)は Todd
類，c1(L), M の接束の接続，L の接続，および X を用いて表される．L の接続お
よび X は Fφ(X) の定義式 (20) の中に Hamiltonian 関数 uX の形で現れている．
従って ai(M, L) と bj(M,L) はこれらの特性類と接続を用いて書き表される．Della
Vedova-Zuddas は F`(M,L) は ρ の持ち上げ ρ̃ : C∗ → Aut(L) によらないことを示
し，更に M が滑らかで X が作用 ρ : C∗ → Aut(M, L) の無限小生成元の時

(27) F`(M,L) =
1

vol(M, L)
FTd`(X)

が成り立つ事を示した．` = 1 の場合が前出の 補題 3.1 であるので，式 (27) は 補題
3.1 の拡張である．

定義 5.1. (M,L) を偏極多様体（または概形）とする．−F1(M, L) を (M,L) の DF-
不変量と呼ぶ．

第４節で述べたように K 安定性は F1(M,L) を数値的判定法の不変量として用い
る GIT 安定性である．

Hilbert 多項式 χ を持つ PN の部分概形のなす Hilbert 概形 H 上の普遍平坦族を
f : U → H とし，ι : U → H×CPN を自然な埋め込みとする．このとき f = prH ◦ ι
である．L = ι∗ ◦ pr∗HO(1) を U 上の相対豊富直線束とする．k が十分大のとき任
意の x ∈ H に対し rankf∗(Lk) = dim H0(Ux,Lk

x) かつ det f∗(Lk) = det H0(Ux,Lk
x)

が成り立つ．よって

(28) rankf∗(Lk) = a0k
m + a1k

m−1 + · · ·+ am

を得る．一方行列式直線束は [23] により，ある Q-line bundles µ0, · · · , µm+1 を用
いて

(29) detf∗(Lk) = µkm+1

0 ⊗ µkm

1 ⊗ · · · ⊗ µm+1
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と表される．このとき Chow-line とは

(30) λChow(H,L) = det f∗(L)
1

krankf∗(L) ⊗ µ
− 1

a0
0

により定義される H上の Q-直線束 λChow(H,L)のことである．容易に示されるよう
に Chow(M,L) は Chow-line λChow(H,L) に対する Mumford weight である．(28)
と (29) を用いると

(31) λChow(H,L) = µ
1

kχ(k)
m+1 ⊗




m⊗

`=1

(
µ

1
a0
` ⊗ µ

− a`
a2
0

0

) a0km+1−`

χ(k)


 .

を示すことができる．Hilbert 概形 H 上の `-th CM-line λCM,`(H,L) を

λCM,`(H,L) = µ
1

a0
` ⊗ µ

− a`
a2
0

0

により定義すると，F`(M, L) は `-th CM-line λCM,`(H,L) の weight になる．

6. 局所共形Kähler多様体

本節では第４節の (c) について詳述する．k = m + 1 とする．このとき，式 (20)
の第１項は 0 であり，

(32) Fφ(X) =
∫

M

φ(θ(X) + Θ)

となる．更に，PG を T ′M の枠束とする．このとき，(32) は Kähler 類に無関係で
あるから，非 Kähler でもよいコンパクト複素多様体の不変量となる．H について
は (II) の条件は不要である．
以下，φ = cm+1

1 とし，

(33) f :=
1

m + 1
Fcm+1

1

とおく．　このとき

(34) f(X) =
∫

M

divX

(
i

2π
tr(Θ)

)m

と書かれる．X は任意の正則ベクトル場でよいので，M の正則ベクトル場全体のな
す Lie 環 h(M) 上の指標 f : h(M) → C が得られる．

θ がある Kähler 計量 g の Levi-Civita 接続であるとき，
i

2π
trΘ = − i

2π
∂∂ log det g

=
i

2π

∑

i,j

Rijdzi ∧ dzj

である．すなわち，これは Ricci 形式である（第１ Chern 形式でもある）．これを
ρω により表そう：

ρω =
i

2π

∑

i,j

Rijdzi ∧ dzj .

すると，f : h(M) → C は

(35) f(X) =
∫

M

divX ρm
ω
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と表される．もし，ω が Kähler-Einstein 計量であるなら，ρω = kω であるから，

f(X) =
∫

M

divX (kω)m = 0

となる．すなわち，f は Kähler-Einstein 計量が存在するための障害である．実際，
M が Fano 多様体の場合， 1

m+1Fc1 と f は一致する．この最後の事実の証明は [20]
では Yau によって解かれた Calabi conjecture を用いてなされたが，最近直接計算
による証明が Liu [26] により与えられた．．
しかし，f は Kähler とは限らない任意のコンパクト複素多様体 M に対して定義

される．M の C∞ 級体積要素

dV = a idz1 ∧ dz1 ∧ · · · ∧ idzm ∧ dzm

に対し，その Ricci 形式 ρdV を

ρdV = − i

2π
∂∂ log a

とすると，f : h(M) → C は

(36) f(X) =
∫

M

divX ρm
dV

と表される．ここに divX は

(37) divX = ∂(i(X)dV )/dV

により定義されるものである．
これを被覆空間上で書き表してみよう．π : M̃ → M をコンパクト複素多様体 M

の被覆空間とし，Γ を被覆変換群とする．χ : Γ → R+ を群の準同型写像とする．

定義 6.1. M̃ 上の体積要素 dV が χ に関して automorphic であるとは

γ∗dV = χ(γ)dV

がすべての γ ∈ Γ に対し成立するときをいう．

次に
hΓ(M̃) := {X ∈ h(M̃) | γ∗X = X for all γ ∈ Γ}

とおくと，hΓ(M̃) の元は Γ-不変であることから M のベクトル場を定め，hΓ(M̃) ∼=
h(M) ともみなされる．発散と Ricci 形式

div(X) = ∂(i(X)dV )/dV,

ρdV = −i∂∂ log dV

はどちらも Γ-不変であるのでそれぞれ M 上の関数と 2 形式を定める．そこで f :
hΓ(M̃) → C を (36) と同じ形の式

(38) f(X) =
∫

M

divX ρm
dv

により定義する．

定理 6.2 ([19]). 線形関数 f は χ に関し automorphic な体積要素 dV の選び方に依
存しない．更に，f は Γ = {1} の場合のもの，すなわち M 上にもともとあるもの
と一致する．.

定理 6.3 ([19]). 指標 f は Vaisman 多様体上では 0 になる．
11



ここにコンパクト複素多様体M とその上のリーマン計量 g0 の共形類の組 (M, [g0])
が Vaisman多様体であるとは [g0]は局所的に共形的 Kähler計量で，ある計量 g ∈ [g0]
とその基本 2-形式 ω，つまり ω(·, ·) = g(J ·, ·)，に対し，dω = θ ∧ ω とするとき，θ
が平行である時をいう（θ は Lee 形式と呼ばれるものである）．Kamishima-Ornea
[22] によれば Vaisman 多様体の普遍被覆は佐々木多様体の錐多様体となっており，
定理 6.3 はこの事実を用いて示される．
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